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I. 

Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Differeiatial- 

gleichungen.  '^ 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Unirersität  Göttingen. 


Bei  analytischen  Untersuchungen  über  die  Theorie  der  J^lächen  und 
Linien  auf  denselben  ist  es  bekanntlich  vortheilhaft ,  die  orthogonalen  Co- 
ordinaten*  eines  Punktes  in  Function  zweier  Variabeln  darzustellen ,  oder 
mit  andern  Worten ,  einen  Punkt  der  Fläche  als  Durchschnitt  zweier  Cur- 
▼en  anzusehen ,  deren  jede  eu  einem  besonderen  System  gehört.  Bestimmt 
man  die  Lage  eines  Punktes  durch  die  Richtung  seiner  Normale ,  so  erhält 
man  ein  System  von  Formeln,  welches  sehr  geeignet  zu  sein  scheint,  Flä- 
chen zu  finden,  welche  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  gegeben 
sind.  Die  Darstellung  des  Integrals  einer  solchen  Gleichung  in  Form 
einer  Kelation  zwischen  den  Coordinaten  gelingt  nur  in  wenigen  Fällen, 
und  würde,  wegen  voraussichtlicher  Complication  der  gesqrblen  Eelation, 
ziemlich  zwecklos  sein,  während  es  oft  ausführbar  ist,  dieses  Integral 
durch  ein  System  von-  drei  Gleichungen  zwischen  den  Coordi^ten- und 
zwei  Variabeln  zu  ersetzen. 

Seien  a:,^,  z  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punkted  einer  Fläche; 
den  Winkel,  welchen  die  Normale  mit  ihrer  Projection  auf  die  Ebene  der 
X  und  y  bildet,  bezeichne  man  durch  ^,  und  durch  q>  den  Winkel,  welchen 
die  bemerkte  Projection  der  Normale  mit  der  Achse  der  x  einschliesst. 
Setzt  man  \ 

dz  dz 

BO  sind  ^  und  ip  durch  die  Gleichungen  bestimmt : 

^  =  iangq>,   cot ^  =  y {p^  +  g^) 
P 
oder  umgekehrt: 

1 )  ^=scot^  cos  q>^  fj  =  roid"  sin  qp. 
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2    Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Differentialgleichungen. 
Bedient  man  sich  der  Euler^schen  Bezeichnungen : 

so  geben  die  Oleicbungen  1)  nach  <p  und  ^  differentiirt : 

dp  ^    .  dx  ,     dy      da  ^  dx  ^     dy 

:r~-=  —  cot^stn(p^=:r  —  +8  —  ,    ---  =:  cot  &  cos  tp  =  s  ^-  +  t  :r- 1 
0(p  Ofp        Oip      dtp  öq>        C(p 

dp cos  <t> dx        dy      dq sintp  dx        d  y 

d^~~si^~^d^'^^d^'    d^~'~sin^^~^di'^    d^' 

Für  r,  9,  t  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  folgende  Wertlie: 

2) 

(dxdy      dxdy\  dy  .  cosq>dy 

\dipd9      39  dtp/  ^d»      sin*  9  dtp 

{dxdy      dxdn\  ,^    .      dx      cosmdx  „  dy  .  sinip  dy 

'%d^-däd^)=   ""^'*'">'8^-7ü^d^='"^''"fr»+7i;^ii^- 

Der  doppelte  Werth  von  s  giebt  die  Relation : 

3)  cosfp—  +  stnq>—  =  istn  q>  —  —  cosq>  ~  j  stn  ^  cos^. 

Diese  Gleichung  findet  also  für  jeden  Punkt  einer  Fläche  statt.  Ist 
eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen/»,  g,  r,  s,  t  gegeben,  so  kann 
man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Gleichungen  2)  und  3)  durch  ein  System  zweier 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ersetzen. 

Für  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  ^j,  q^  hat  man  bekannt- 
lich die  Gleichungen: 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  r,  s,  t  aus  2)  gehen  diese  Glei- 
chungen über  in: 

4)  —  (^1  +  ^t)  ^^^^  co5^  z=zlsin(p- cos(p^)  sin  d^ 

\         oip  d(p/ 

,  (        ^^  ,    .      ^;A 

-I-  l  ^ö5g)  —  -h  sm  (p  -j^\  cos  ^. 

5),,(,,«;.^ro.^  =  ----- 

/^«    .  dy         \(dx  ,  dy    .     \ 

(dx  dy   .      \{dx    .  dy         \ 

Eliminirt  man  aus  5)  ^^.^.^^^ ^^ GoOglc 


Von  Dr.  A.  Ennepsr. 

dq>  dq>  dg>  dq> 

mit  Hilfe  der  Gleichungen  3)  nnd  4),  bo  folgt: 

^.   /dx  du  Qt+Qt         V      /dx  dv  V 

6)  (^<^osg>  +  ~sin  fp  +  —^  sin^)  +  (^-  sinq>  -f^eosfp)  sin*^ 


=(^^)' 


sin*  &. 


Bezeichnet  man  durch  dS  ein  Flächenelement,  so  ist: 

d2  =  y{i+p*  +  q*)dxdy. 
Führt  man  q)  und  &  statt  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  ein, 
so  wird: 

Für  eine  Kugelfläche,  deren  Halbmesser  zur  Einheit  genommen  wird, 
hat  man 

dl!  =  €08%dedq>, 
also 

d£  _    1 

welche  Gleichung  die  bekannte  Definition  für  das  Maass  der  Krümmung 
einer  Fläche  enthält.  Setzt  man  in  die  Differentialgleichung  der  Krüm- 
muifgslinien : 

dxdq  —  dydp  +  {p  dq  —  q  dp)  dz  =  0 

dz  =  coi^  (cos (pdx  +  sin q>  dy)' 

dp=i —  eot9sinwdq> rr?^^»    dq  ^=^col^  coswdm ?-d^^ 

so  nimmt  diese  Differentialgleichung  folgende  Form  an: 

idy  dx    .        ,   {dx  ,   dy    .     \        ^)o     ^ 

^cosq>  —  -^srnq}  +  \j^cos(p+  ^^*^v)  cot^^d(pd&  —  0 


oder 


dx         ,  ^y   . 

dtp  dq> 


mittelst  der  Gleichung  3)  eliminirt; 

7)  (ll  '^9-%  <^os^  [cos*&  {dfp)*  ~  (a^)«l 

{dv  dx  (dv  ,   dx  \  )  ^       ' 

+  \Y  cosq>  —  —  sintp  +  l^««9>  +  ^cosq>Jcot9^dq>d&  =  0. 

Sind  X  und  y  in  Function  von  ^  und  9)  bestimmt,  so  giebt  die  Inte- 
gration der  vorstehenden  Differentialgleichung  zwei  Relationen  zwischen 
9  und  ^,  d.  h.  die  beiden  Systeme  von  Krümmungslinien  einer  Fläch^C 

1» 
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IL 

Ein  einfaches  Beispiel  zur  Anwendung  der  obigen  Formeln  bieten  die 

Rotationsflächen ,  deren  partielle  Differentialgleichung  ist 

qx—py  =  0 

oder 

X  sinfp'=y  cos  q>. 

Bezeichnet  man  durch  u  eine  näher  zu  bestimmende  Function  von  0 

und  q> ,  so  kann  man  setzen : 

X  =sucosq>^ 

yz=siu  sin  tp. 

Hieraus  folgt: 

dx    .     ,       dy       du  dx  dy 


Die  Gleichung  3)  geht  hierdurch  über  in : 

Ofp 


u  ist  also  von  g>  unabhängig  und  enthält  nur  ^.  Der  Werth  von  z  folgt 

mittelst  der  Gleichung : 

/dx  dl/         \  (dx  dy  \^ 

az  =  co/dlr-  co*g)  +  ~-  ^inyiagj  +  cordl  —  cos tp  +  pa*^V 


~J  de 


=  — -  col^.d^, 
d» 

u 
coi^ .  d^. 


Für  eine  Rotationsfläche  hat  man  demnach : 

x~f{d)cosq>,   y  =  f{^ysin<p,    z=s  j  T  ifi)  coi^de% 

wo  f{^)  eine  beliebige  Function  von  ^  bedeutet. 

Steigt  die  partielle  Diff^erentialgleichnng  der  Fläche  auf  den  zweiten 
Grad,  eliminirt  mau  r,  s^  t  mit  Hilfe  der  Gleichungen  2),  so  erhält  man. 
zwei  Gleichungen  zwischen 

dx      dx      dj^      dji 
dq>'    de'    dtp'    de' 

Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nach  tpund  ^,  so  lassen  sich  zwei 
partielle  Differentialgleichungen  für  x  und  y  herstellen ,  deren  Integration 
mehr  willkürliche  Functionen  involvirt,  wie  nöthig  ist.  Substituirt  man 
die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  in  die  beiden  ursprünglichen  Glei- 
chungen ,  so  erhält  man  zwei  Relationen  zwischen  den  arbiträren  Functio- 
nen ,  durch  welche  ihre  Zahl  auf  das  gehörige  Maass  reducirt  wird.    Dieser 


*)  In  den  folgenden  Entwickelangen  sind  alle  willkürlichen  Constanten,  welche 
darch  Integrationen  von  Differentialgleichungen  hervorgeraten  werden,  weggeloAsen, 
sobald  diese  Constanten  in  geometrischer  Beziehung  nar  eine  parallele  Yerschiebang 
der  Coordinatenachsen  bedeuten.  ^.g.^.^^^  by  Go  . 
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Uebelstaiid ,  zwei  partielle  Differentialgleichungen  zu  integriren  und  nach- 
her die  willkürlichen  Functionen  auf  ihre  kleinste  Anzahl  zu  reduoiren, 
wird  häufig  dadurch  aufgewogen,  dass  die  Pifferentialgl^chungen  für  x 
und  y  bedeutend  einfacher  sind ,  wie  die  ursprüngliche.  Man  kann  die  Be- 
stimmung von  Xj  y  und  z 'auch  auf  folgende  Weise  machen,  indem  mali 
statt  der  abhängigen  Veränderlichen  z  eine  Function  von  x^  y^  z  nimmt 
und  die  Winkel  Ton  q>  und  ^  wieder  als  unabhängige  Veränderliche  nimmt. 

Man  setze  mit  Legendre  {Mem^.  de  Vacad. pour  Vannee  1787,  oder  auch 
Serret  in  Liouville's  Journal  T.  XI) 

8)  r  =  pa;  +  ^y — z 

und  sehe  o:,  y,  «  als  Functionen  von  p  und  q  an.     Da  nun 

dzs=:pdx  +  qdyy 
dFs=zxdp  +  ydq, 
so  folgt: 

dV  dV 

""^Tp^     ^^Vq' 
Aus  den  Olelchungen : 

ap==raa:  +  *ay,   dq^=z8dx'\'tdy 
erhält  man 

folglich : 
9) 


Irt—  ijdy  =  —  sdp  +  rdq, 

dx_       t       _8'F     dy_      r        _d*r 
^dp~rt  —  s^~dp*'    dq~ri--'^^d^' 

dx      dy  s  d'^V 


dq       dp  ri  —  s^       dpdq^ 

Statt  p  und  q  führe  man  wieder  q>  und  ^  als  unabhängige  Variabele 
ein.     Die  beiden  Gleichungen: 

dV      dVdp    .   dVdq  ,        ^dV  dV    .         ,dV 

_  =  — -^  +---1  tanff{^  —  =  —  —  8m(p  +  —  costp  . 

dg>       dpotp       dqdq>       .  dtp  dp  oq 

dv  '  dVdp  ^dvdq   ''^''^       ,^dv     ^dv         .^v. 

d^      dpd^^dqd^  d&      ^  dp        ^^dq       ^ 

geben ,  mit  Kücksicht  darauf,  dass  —-  =  a: ,    --  =  y 

cp  oq 

o:  =  —  stfv  9  ;r-  cosfp  —  tätig  ^  —  smtp^ 
d^  o<p 

,  dV  dV 

10)  <  y  =s  —  sin^^ :rk ^^^^  +  ^ang^^-  cosq>^ 

J  Cv  0(p 

dV 
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Die  dritte  der  vorstehenden  Gleichung,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Gleichung  8)  folgt ,  wenn  in px  +  qy  =  cot^  (x cosq>  +  ysind)  für  x  und  y 
ihre  Werthe  aus  den  beiden  .ersten  Gleichungen  substitnirt  werden. 

Aus  den  Gleichungen : 


t«) 


erhält  man,  wegen  9),  ftir  r,  5  und  t  folgende  Gleichungen : 
i  (  d*V  dV\ 

+  sin^ d'  —  {sin*  &  —J  cos* (p  +  2 sin* 9—  liang ^y  )sing>  costp, 

r  f  ^V  .     dV\ 

-^—^  =  lang^[iang9—-stn*9-yco^^ 

o/  7\V\  7^     /  7^V\ 

+  ^i^  ^  iTk  ( *•'*'  ^  ^^  )  *"'*  9^  —  2  5m*  ^,r~  (  föw^y  ^  —  )  iiV*  qp  ros  <p , 

*  (       d*v       ^  ^v\ 

.^_^t  =  tew^  ^ ( /ofiör^—  —  «V ^  -jj  .  sin ^>  costp 

1         —  sin* &  —  Um*  ^  ö-^ )  «« 9  C05 9  +  Ww* -^  —  Itang e—jcos  2 g). 

Ist  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
Pi  g,  r,  s,  i  gegeben,  so  kann  man  dieselbe  mittelst  der  vorstehenden  Glei- 
chungen in  eine  partielle  Differentialgleichung  von  V  nach  q>  und  ^  traiis- 
formiren,  ist  dann  V  in  Üunction  von  4p  und  d  gefunden,  so  geben  die 
Gleichungen  10)  x,  y,  z  in  Function  derselben  Variabein. 

Durch  Einführung  der  Function  V  nehmen  die  Gleichungen  4)  und  7) 
folgende  Formen  an: 

d*V      d*V  dV 

12)  {qi  +  ^,)  cos^.cote  =  ^  +  ^  co*«0  +  co5«^  (2  cot^  —  tang  &)  —  . 

13)  [(av)*ro^^.-y(a^)]^(toHi7^^) 

-\lang^^^^^col^^[sin*^^^^^ 

Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  in  ihren  Anwendungen  viel  brauch- 
barer, wie  es,  nach  ihrer  etwas  complicirten  Form,  zuerst  den  Anschein 
haben  könnte.  Es  braucht  wobl  kaum  hervorgehoben  zu  werden ,  dass  bei 
allen  Untersuchungen  über  Flächen,  in  welchen  die  Variabeln  <p  und  ^  er- 
scheitaen,  die  developpabelen  Flächen  ausgeschlossen  sind,  da  sie  die  ein- 
zigen Flächen  sind,  deren  Punkte  nicht  in  Function  von  9  und  ^  darge- 
stellt werden  können.  Digitized  by  VjOOg  IC 
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m. 


Sind: 


cos  et       cos  ß       cos  y 
die  Gleichungen  der  Achse  einer  Kotationsfläche,  so  ist  die  Fläche  durch 
die  partielle  Differentialgleiohang  bestimmt : 

cosa  {qz  +  y)  —  cosß{pz  +  x)  —  cosy{qx — py)  ==  0. 
Setzt  man  hierin  für  x,  y  und  z  ihre  Werthe  aas  10)  ein,  so  geht  die  vor- 
stehende Gleichung  über  in : 

(  —  *md+  Vcos^j  .cosd'{cosßcosq)  —  cosasinql) 

+  sm9  \{cosaco8q>  +  cosßsintp)  sin^  +  cosy  cos^)\  ^~  =  0. 

Setzt  man 

C09y  sin^  —  {cos a  cosg>  +  cosßstntp)  cosd'  =  w, 
80  Iftsst  sich  die  pai^tielle  Dififerentialgleichnng  ffir  V  einfacher  schreiben: 

oder 

Hieraus  schliesst  man  unmittelbar : 

sina.r  —  f{w), 
wo  f{w)  eine  beliebige  Function  von  w  bezeichnet.     Setzt  man  also  in  den 
Gleichungen  10) 

sin  9  ,Vs=i  f(cos  y  sin  ^  —  cosd"  {cos  acosip  +  cos  ß  sin  y)), 
so  gehört  der  Punkt  {x^  y^  z)  einer  Botationsfläche  an.     Nimmt  man  die 
Achse  der  z  zur  Kotationsachse ,  so  hat  man  cosä  =  0,  cosß^:^  0,  cosy  =  1, 
also 

sind' 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

cos^f{sind)  —  sind'  cosd  f  (sind)  =  «, 
wo  also  u  eine  Function  von  d  allein  bedeutet,  so  giebt  die  dritte  der  Glei- 
chungen 10)  durch  Differentiation  nach  ^ 

dz       du 

oder 

cotd.dd. 


f*du 
'=Jdd' 


Man  erhält  so  wieder  die  in  II  aufgestellten  Gleichungen  für  eine 
Rotationsfläche.  Die  Rotationsflächen  bilden  einen  besonderen  Fall  einer 
allgemeineren  Art  von  Flächen ,  deren  Krümmungslinien  durch  q>  =  Const. 
und  d  =  Consi.  bestimmt  sind.     Setzt  man  in  der  Gleichung  if"^  ^OOglC 
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80  geht  diese  Gleichang  über  in  dtp  .  d^  ^=  0,  d.  h.  <p  =  Const.  und 
^  =  Const.  Die  Gleichung  einer  Botationsfläche  um  die  Achse  der  z, 
nämlich  xsinq>  —  ycosqf=:Q^  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  der  Glei- 
chung 14),  in  welche  sie  durch  Differentiation  nach  ^  übergeht.*  Setst  maa 
in  14)  für  x,  y  ihre  Werthe  aus  10)  ein,  so  folgt: 

d  /        dv\     ^ 

also: 

wo  f{q))jind  ^(O)  beliebige  Fanctionen,  respective  von  (p  und  d  sind.  Für 
den  vorstehenden  Werth  von  F  geben  die  Gleichungen  10) 

X  =  f{(p)  cosfp  —  /^ {(p)  sing>+  \^ (d)  —  sin O  cos  &  t^'  (^)  j  cosip^ 
15)      y=:f{(p)  sintp  +  r  M^^^V^  \^W —  «n^co^^VWI  simp^ 

Zz=i l^f  (O)  co^^. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  noch  etwas  vereinfachen, 
wenn  man  setzt: 


dann  wird 


^  (^) ««^  cos 9^'  (^)  =  M  , 


dz       du     ^^  fdu     ^^-^ 


dx    dy 
Substituirt  man  in  14)  für  a>,  ^,  ^-r,  ^-r*  ihre  Werthe  in  Function  von 

Pi  q,  r,  Sy  i  mittelst  der  Gleichung  1)  und  2),  so  erhält  man  die  partiello 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

14)  P{gr  —  p8):=q  {pt  —  qs). 

Die  Flächen ,  welche  in  dieser  Gleichung  enthalten  sind ,  bilden  eine 
Art  von  Ganalflächen.  Bewegt  sich  ein  fester  Punkt  innerhalb  oder  ausser-» 
halb  einer  Kotationäfläche  auf  einer  ebenen  Carve ,  deren  Ebene  zur  Achse 
der  Fläche  senkrecht  ist,  und  bleibt  sich  die  Achse  der  Rotationsfläche 
immer  parallel ,  so  werden  alle  Rotationsflächen  von  einer  Fläche  einge- 
hüllt, welche  durch  die  Gleichung  14)  charakterisirt  ist,  für  den  Fall,  dass 
die  Rotationsachse  zur  Achse  der  z  genommen  wird.  Seien  a  und  ß  Func- 
tionen eines  Parameters  1,  so  dass  durch  Elimination  von  iL  zwischen  den 
Gleichungen  a:  =  o,  y^=ß  die  Gleichung  der  Curve  folgt,-  auf  welcher 
sich  der  feste  Punkt  der  Rotationsfläche  bewegt.  Nimmt  man  den  festen 
Punkt  zum  Anfangspunkt  der  Meridiancurve ,  so  ist  die  Gleichung  der  Ro- 
tationsfläche 

16)  ^((,_„).+  (y_^)«)=:F(*),  ^ 

WO  F{z)  eine  beliebige  Function  von  z  bedeutet.     Die  Gleichu^Q^'^n- 
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hfllleDden  Fläche  folgt  dann  durch  Elimination  von  X  zwischen  der  Glei- 
chung 16)  und  der  folgenden : 

c'-")l-:+(»-«^J=»• 

Wegen  dieser  Oleiehnng  giebt  die  Oleiehnng  fe)  nach  x  nnd  y  differentirt: 
Snbatitnirt  man  diese  Werthe  von  x  —  a  nnd  y  —  /3  in  16),  so  folgt: 

Differentiirt  man  diese  Oleiehnng  wieder  nach  x  nnd  y,  eliminirt 

dzTJz)' 


so  folgt: 

die  Oleiehnng  14)  ist 


pr  +  qs_p 
ps  +  qt       q 


IV. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Conoidfläehen  ist: 

px  +  qy  X  cos  q>  +  y  sin  <p 

z=icosy — 7-^ — -zzzzcosy .         ^    . — , 

'  pcosa  +  q  cosß  '  cosa  cos <p  +  cosfi  sm tp 

wenn  die  Oleichnngen  der  gradlinigen  Directrix 

X y_ z 

cos  a       cosß       cos  y 

sind*     Dnrch  Einführung  der  Werthe  von  x^y^z  ans  10)  nimmt  die  obige 

Oleiehnng  die  Form  an : 

dV 


ar  """^^'^^ 


oder 


V'^'Sin^cos^  ^-^  =  cosy -j- ^—, — 

dd'  '  cosa cos<p  + cosß stfifp 

dlogV cos  g  €05  y  +  cos  ß  sin  <p  1 


d^  —  {cosa  cosq>  +  cos ß  sintp)  cos^'^  cosy  sin^'  sin^^ 

d  ,      (  cos  a  cosa  +  cos ß  sin  m  l 

dd^       '  cosy  .' 

Hierans  folgt: 

^_  j  cosacosip  +  cosßsin^  ^^^^_^  j  ^ 

\  COS  y  » 

WO  f{q>)  eine  beliebige  Function  von  q>  ist.  Ist  die  Achse  der  z  die  grad- 
linige Directrix ,  also  co«a  =  0,  co*/5  ==0,  C05y  ==  1,  so  wird  r=="/'(<p), 
die  Gleichungen  10)  gehen  dann : 

IX  =       iang^  f  ((p)  sin  fp , 
y  =  —  ^9^  f  (9>)  cos  q> ,  j/S^c^r^n]^ 

z-ssif^tp).  f  tt-k:t\      o   ^ 
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Die  Differentialgleichung  7)  der  Krttmamogslinien  wird  im  vorliegen- 
den Falle 

Diese  Gleichung  Ittsst  sich  in  zwei  besonderen  Fällen  leicht  integriren, 

wenn  nämlich  f  (tp)  =  a  oder — —  =s2a  ist,  wo  a  eine  Constante 

bedeutet    Im  ersten  Falle  hat  man :  , 


oder  integrirt: 

Diese  Doppelgleichung  giebt  die  Krümmungslinien  der  Schrauben* 
fläche.   Wenn  — V         =  2  a ,  so  hat  man : 

1^  CO* a  =  a  W«^  ±  K(l  +  «*  ^»«•'^) 
oder  integrirt: 

Diese  Doppelgleichung  bestimmt  die  Krümmungslinien  einer  conischen 
Schraubenfläche,  d.  h.  einer  Conoidfläcbe,  deren  Directricen  die  Achse 
eines  geraden  Kreiskegels  und  eine  Helix  der  Kegelfläcbe  sind. 

Aus  den  Gleichungen  17;  folgt  orcos^+ym^  =  0.  Diese  Gleichung 
ist  ein  besonderer  Fall  der  folgenden,  welche  aus  ihr  durch  Differentiation 
nach  O  folgt,  nämlich: 

dx  dv 

18)  d^^^^^'^^  *'^  g>  =  0. 

d  X    3  y 
Substituirt  man  hierin  für  cosq),  sinf,  -^--y  ^  ihre  Werthe  in  Func- 

tion  von  p,  q,  r,  8,  t  mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2),  so  folgt: 

q^r  —  2p  gs  +  p*/  =  0 , 
was  bekanntlich  die  partielle  Differentialgleichung  der  windschiefen  Flä- 
chen ist,  deren  Generatrix  beständig  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und 
sich  auf  zwei  gegebene  Curven  stützt.     Wegen  der  Gleichungen  10)  lässt 
sich  die  Gleichung  18)  auch  schreiben : 

also  r=  —  nq>)  +  cot» .  ^(y),      ^'^'^'^^  by^^OOglC 
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wo  fijip)  und  '^{(p)  beliebige  Functionen  von  (p  sind.     Für  den  vorstehen- 
den Wertli  von  V  werden  die  Gleichungen  10) : 

a?  =       /*'  (<jo)  tang  it  sin  tp  +  T^f  (qo)  cos  <jp  — •  i^'  (9)  sin  tp , 
19)        y  =^  —  f  (sp)  tang  &  cos  (p  +  ^{fp)sin<p  +  VC^)  «^os^, 


Die  Di£Perentialgleichang  der  Krfimmnngslinien  nimmt  eine  sehr  ein- 
fache Form  an,  wenn  der  Factor  von  dtp.dd'  verschwindet.  Aus  der 
Gleichung  7)  folgt  dann: 

*.^x       3y  dx     .        .    fdy    ,  dx  \ 

20)      ^c<«y-^m9,+  (^««V  +  ^co«9Jc«<*  =  0 

und 

oder  integrirt: 

wo  a  eine  Constante  bedeatet.  Dies»  Gleichung  giebt  die  Krümmongs- 
linien  aller  Flächen,  welche  der  Gleichung  20)  genOgen.  Ist  ds  das 
Bogenelement  einer  beliebigen  Cnrve  einer  Fläche ,  so  hat  man : 

Substituirt  man  hierin  fflr 

dx  ,   ^y    .  dx    ,  dy 

^—  cosw  +  r-  stnq}^       ^-  smq>  —  ^  cosw 

cg>  c<p  Ofp  oq> 

ihre  Werthe  ans  3)  und  20),  so  wird:  « 

5t>i«^.(^*)'=Ur- «ng)  +  ^cosqncos^  .dq> 

.   /aar    .  dy  \  \^ 

''"  V^A*'"''^  —  -^cosfpjsin^  cos^dq>\  . 

Oehört  dieses  Bogenelement  einer  Krtimmungslinie  an,  so  ist: 
co«d  .  ^g)  ==  +  d^^  folglich : 

Ferner  ist :  °  s'''""^^  ^^  GoOgk 
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dzs=:cotd'  (^  cosq>  +  ^  sinipjdq)  +  coi^l^co8q>  +  Jä**''^^)^'^ 

Im  Fall  einer  Krümmungslinie  hat  man  also 

^  idx  dy  /dx  d.y         \         \  ^ 

Durch  Zusammstellang  dieser  Gleichung  mit  23)  folgt: 
/dz\* cos^     dz co$^ 

\d$J~    2    •  dl~—*y%  • 

Hieraus  folgt,  dass  die  Achse  der  z  mit  den  Tangenten  der  Krttmmungs- 
linien  gleiche  Winkel  bildet.  Da  die  Tangenten  der  Krfimmungslinien 
mit  denen  der  beiden  Hanptschnitte  identisch  sind ,  so  erhält  man  folgende 
charakteristische  Eigenschaft  der  durch  die  Gleichnug  20)  definirten  Flä- 
chen :  die  Tangenten  zu  den  Hauptschnitten  bilden  mit  einer  festen  Rich- 
tung gleiche  Winkel.  Legt  man  durch  eine  Parallele  sur  Achae  der  z  einen 
Normalschnitt,  bezeichnet  seinen  Krümmungshalbmesser  durch  ^,  so  ist: 

oder  in  Worten,  die  obigen  Flächen  haben  die  Eigenschaft,  dass  der  reci- 
proke  Krümmungshalbmesser  eines  Normalschnittes,  der  einer  festen  Ge- 
raden parallel  ist,  gleich  der  halben  Summe  der  reciproken  Hauptkrüm- 
mungsbalbmesser  ist. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  z  ^us  10)  nimmt  die  Glei- 
chung 20)  folgende  Form  an : 

^  d  f         dV\  8*V  dV 

24)         co/*^(^*^_)-te«,*^  +  ^O^  =  0 

oder  V^^Qcoid^  gesetzt: 

Führt  man  in  dieser  Gleichung  statt  d^  eine  neue  unabhängige  Yaria- 
bele  0)  mittelst  der  Gleichung 


m  =  \log 


•sind' 


ein,  so  folgt: 

'     Nimmt  man  noch  (o  =  m  +  »,   9  =  w  —  r,  so  geht  die  vorstehende 
Gleichung  über  in;  ^^q 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  nur  durch  Ausdrücke  dar- 
stellen, in  welchen  u  und  v  als  die  variabeln  Parameter  best^nmter  oder 
unbestimmter  Integrale  erscheinen ,  wie  z.  B.  Dg^ized by GoOglC 
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0 

U  2 

+  ff{^)  dz  f  cos  {2yv  (2  —  u)  .  siti^x)  dx 


n 


+  l^(z)dzl cos  (2yu  {z—v)  .  sin^x)  dXy 
0  0 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet ,  und  f(z) ,  ^  (z)  arbiträre  Functio- 
nen von  z  sind.  Etwas  einfachere  Ausdrücke  für  Q  erhält  man  aus  den 
particulären  Lösungen 

nämlich : 

Ö=A'^('"'"^«) /•(«)»«,  O  =  fcos(ua  —  ^^i,{a)da, 

wo  wieder  /'(o)  und  ^  (o)  zwei  beliebige  Functionen  von  a  sind.  Da  diese 
Lösungen  wenig  geeignet  erscheinen,  um  Flächen  darsustellen ,  deren 
Krfimmungslinien  durch  die  Gleichung  21)  bestimmt  sind ,  so  wird  es  besser 
sein,  sich  auf  solche  particuläre  Lösungen  der  Gleichung  24)  zu  beschrän- 
ken, welche  ziemlich  einfache  Resultate  geben. 

Nimmt  man  in  24)  V  unabhängig  von  ^,  so  erhält  man  eine  Botations* 
fläche,  und  zwar,  wie  man  leicht  findet,  die  Kugelfläche.  Diese  Lösung 
ist  indessen  zu  Verwerfen ,  da  für  eine  Kugelfläche  die  Gleichung  7)  iden- 
tisch wird ,  und  vorausgesetzt  ist ,  dass 

dx    ,  dy 

nicht  verschwindet.  Setzt  man  in  24)  F=  Uq>  oder  r==  Ü+-C(p^  wo  U 
Function  von  ^  allein  ist  und  c  eine  Constante  bedeutet ,  so  erhält  man  für 
17  die  Differentialgleichung: 

Hieraus  findet  man  leicht 


also 


a  +  bsind'  a  +  bsin^ 

sind'      ^'        ~      sin^  ^^igitized  by  GoOglc 
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wo  a  und  b  Constanten  sind.     ITür  die  vorstehenden  Werthe  von  V  geben 

die  Gleichungen  10) 

N  a  +  bsinO' 

X  =  aq>  C089  cosw < — r-r —  8inq>^ 

sind"  ^' 

25)  {  ^    .        .a  +  bsind^ 

stnv 

Z  =  —  (a  5tn ^  +  6)  9?, 

Ix^:^a  cosd'  cos(p  —  c  lang^  sin  <p , 
y  =  acos%  sin q>  +  c  tangd^  cosg>y 
«  =  —  (a  sind^  +  ^)  +  cg). 
Setzt  man  V=ü+c<p[y  so  wird  die  Gleichung  24) 

7     .    dü\  du 

cold^hin*&^\+sin*^  —  =  2ctang&, 

*^s<>  TT  —  h         ^    -Li     ^     7«^L±i^ 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  10)  findet  man : 

x=s  —  \aco8^  +  c  iangd'  —Je  cds &  log  ■■ r-^  \cos<p  —  2cq>  iang^  sintp^ 

\  1  —  stn  v  ' 

M  =  —  Irt  COS -&+  ctangd''^  iccos^log r-^\  sintp  +  2c  q>  tang^  cos  tpy 

^  \  l  —  stn&' 

2  =  —  6  —  c  +  a  sind^  +  ^csin^!og ^—  —  c<p\ 

Es  lassen  sich  noch  leicht  unendlich  viele  particuläre  Lösungen  der 
Gleichung  24)  finden  durch  eine  der  Annahmen 

deren  erste  indessen  keine  besonders  einfachen  Resultate  giebt.     Für  die 
zweite  Supposition  giebt  die  bemerkte  Gleichung: 

also  ^(«'-fi)  ^(«*4-t) 

\ .  \\—sin  %)  Vi  —  sin  %)  > 

Setzt  man  einfach :  ^(n*+i) 

\\—sinid) 
so  geben  die  Gleichungen  10) 

a;  =  a(-      ^'^^    )  e«^  l(l  — ^K+  1)  ««^)  C059  —  «  «ng>}, 

I  \ J  ■        af/l  VX 

27)    Sy  =  a(ji|^)      *     «""»»{(l  — K'»*4l)«M*)m9>  +  «co»9>), 

—  a(      "     .    A  «»'•  cos*  Hn»  +  1).  r^^^^T^ 

\l  —  «I«  */  '^  '^      ^  [J^gitized  by  GOOg  le 
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Die  Gleichungen  26)  repräsentiren  eine  Parallelfl&che  zur  Schrauben- 
flache,  wenn  a  die  eonstante  Distanz  zweier  correspondirenden  Punkte 
beider  Flächen  bedeutet.  Die  Gleichungen  25)  geben  für  die  Summe  der 
Hauptkrümmungshalbmesser  einen  äusserst  einfachen  Ausdruck.  Mittelst 
der  Gleichung  4)  folgt : 

Die  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  lässt  sich  also  in 
diesem  Falle  durch  einen  Kreisbogen  darstellen.  Aus  den  Gleichungen  27) 
folgt: 

px+qy—z 


COSd" 


\l-5t>lO/ 

oder,  wenn  man  durch  to  den  Winkel  bezeichnet,    welchen  der  Radius 
vector  des  Punktes  (a:,  y,  z)  mit  der  Normale  bildet, 

.n»'+.).iK.'+.)-*.»|,(i±i||)^.-=4(^)n«'+i^+.'). 

Mittelst  der  Gleichung  4)  folgt  aber,  dass  die  linke  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  auch  gleich  |  (^|  +  q^)  cos^  ist;  hieraus  folgt  die  ele- 
gante Relation: 

(^1  +  ^t)  C05  cö  =  ^(o;* -h  y«  +  2«). 

Die  Projection  der  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  auf  den 

Radius  vector  ist  gleich  dem  Radius  vector. 

#c    ■ 

Verschwindet  die  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  in  jedem 

Punkte  einer  Fläche ,  so  giebt  die  Gleichung  4) 

ft«x      /^a;  dy  \  (dx  ^y  \ 

28)     (^«ny— '—  co$(p\  sind'  +  i    -  costp  +       8inq>]cos^s=z0. 

Eliminirt  man  successive  x  und  y  zwischen  der  vorstehenden  Glei- 
chung und  der  Gleichung  3) ,  so  lassen  sieh  leicht  für  x  und  y  zwei  sehr 
einfache  partielle  Differentialgleichungen  ableiten.  Es  ist  wohl  nicht  ohne 
Interesse,  zuvor  einige  specielle  Fälle  zu  betrachten,  deren  Ableitung  sich 
fast  von  selbst  darbietet. 

Zerlegt  man  die  Gleichung  3)  in  die  beiden  folgenden: 

^^  ^»^   ..«.«.      ^y    .  ^y  .  ^       ^ 

^— cos  q>=^  ^—sinw  sind  cos  &,     .-   stnq>  =  —  —-cosmsin^cosdy 

so  findet  man  leicht: 

X  =s  f{coi&  ,cos(p)y     y  =  /*,  [cotd' .  sin  9), 
wo  f  und  /*!  beliebige  Functionszeichen  siud.     Setzt  man  zur  Abkürzung 
cotd  .cosq>=zp^  coi^  .sinq>:=iqy   so   giebt  die  Substitution   der   obigen 
Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  28) :  ^g.^.^^^ ^^ GoOglc 


16   Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Differentialgleichungen. 


(i+p*)r(P)=-(i+(?»)r.(^), 

welche  Gleichung  offenbar  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  jede  ihrer  Seiten 
gleich  einer  Constauten  ist,  d.  h« 

(i+p»)/^(p)=7,  (i+?»)r.(?)=--. 

a  a 

Hieraus  folgt: 

f{p)  =  -  arctang  p ,     /;  (^)  =  —  -  arctang  q , 

also 

psszcotd' cosq>  =  lang ax^     q=z  cotd' «w g>  =  -r-  fang ay. 
Es  ist  femer 

dz^=pdx  +  qdy 
oder 

folglich: 

Wegen  p  =  fang ax^  q  =  fang  ay  gebt  die  vorstehende  Oleichung  über  in : 

OAN  ,     cosay  cosay 

29)  log ^  =  az^     ^  =  e'*. 

'   .  cosaw  €08  ax 

Diese  Gleichung  hat  zuerst  Scherk  gegeben  (Crelle^s  Journal  XIII). 

Die  Gleichung  28)  wird  identisch  für: 

y  =  f{cos  d"  cos  qo) ,     Jlt=  ^  {cos  d'  sin  ip). 

Diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  3)  substituirt  geben: 

(1 — cos*  d"  *di*  tp)  f^  {cos  ^  sin  9)  =r  (i — cos*  %  co^  tp)  ^{cos  d'  cos  ip)^ 

eine  Gleichung ,  die  nur  dann  bestehen  kann ,  wenn  jede  ihrer  Seiten  gleich 

einer  Constanten  —  gesetzt  wird.    Hierdurch  findet  man : 

^^.  .     l  +cos^sinq>  ,     l  +  cos^cosa 

30)  2aa:  =  /oö ^    .      ,     2ay  =  log- . 

'  ^1  —  cos^smq)  ^1 — cos^cosip 

Mit  Hilfe  dieser  Werthe  von  x  und  y  geht  die  Gleichung: 

dz=pdx  +  qdy 

über  in: 

siud'  dip  cos  ^  lang  ip 


at- 


1  +  Umg*q> .  sin*d'  cos*q>       1  +  tang*<p  .  sin*^ 


39 


sind'  d<p  cosd"  cotq>        ^ 

1  +  cot*  (p  .  sin*  9  sin*fp       1  +  cot*  9  .  sin*  9 
=  d.  arctang  {iangtp  •  sin  O)  +  ^.  arctang  {cotip  .  st«^). 
Durch  Integration  folgt : 

—  a  z  =  arclmg  {tang  tp  sin  9)  +  arctang  {cot  9 .  m  d")  =  arctang      ,    — : 
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oder 

sin  ^  co^  ^  sin  qp  cös  w 


cos^  ^  sin  ff  cos  ff  ^  y{l  —co^  ^  siffq>)  y{\  —  co^  ^  cos^qi) ' 

Die  OleichuDgen  30)  geben : 

ßox ^— «*  ^y ß—«!^ 

cos%^  sin  w  = ; ,    cos  d"  cos  q>  =  — '■ . 

Diese  Werthe  von  cos^sinq>^  cos  &  cos (p  transfoimiien  die  Gleichung 
für  005 az  in: 

Ol)  cosaz= . . 

Setzt  man  —  "^^  statt  z,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die 

Form  an,  in  welcher  sie  znerst  von  Scherk  aufgestellt  wurde.. 

Die  Gleichung  20)  ist  ein  besonderer  Fall  der  allgemeinen  z  =  f{x) 
+  ^(y)'  Nimmt  man  in  ziirei  orthogonalen  Ebenen,  z.  B.  den  Ebenen  der 
;r,  z  und  y,  z,  zwei  beliebige  Curven  Cund  C'  an,  welche  einen  Punkt  P 
mit  einander  gemein  haben,  bewegt  sich  dann  die  Ebene  der  Ourve  C'  pa- 
rallel mit  sich  selbst  fort,  so  dass  der  Punkt  P  die  Curve  C  durchläuft, 
so  beschreibt  die  Curve  C  eine  Fläche,  deren  allgemeine  Gleichung 
z  —  c  =  f{x)  +i/;(y)  ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Statt  der  Ebene 
der  Curve  C  kann  man  auch  die  der  Curve  C  nehmen,  wobei  dann  der 
Puiikt  P  die  Curve  C  durchläuft. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  31)  zwei  Mal  nach  x  und  y,  so  folgt: 
a  (1  4-  p*)  C05  az s=:  —  r  m  az,     a{\  + g^)co8az  =  —  tsinazy 

also 

t{l+p')  =  r{l  +  q'). 
Wegen : 

'r{l+f)  —  2pq8  +  t{l+p^)=0 
folgt 

t(l+P*)^r(l  +  q')^pqs, 

d.  h.  projicirt  man  die  Tangenten  zu  den  beiden  Hauptschnitten  eines 
Punktes  der  Fläche  31)  auf  die  Ebene  der  x  und  y,  so  werden  die  Winkel, 
welche  diese  Projectionen  mit  einander  bilden ,  von  den  Achsen  der  x  und 
y  faalbirt. 

Für  die  beiden  Flächen  29)  und  31)  lässt  sich  die  Differentialgleichung 
der  Krümmungslinien  leicht  integriren.     Für 

a j?  =  arclang  {cot^  costp)^     ay  =  —  arciang  (cot%^  sin qi) 
giebt  die  Gleichung  7) 

(dq>   .  sin^     V  /cos*&  cos^a\* 

oder 

1  +  sin*9 

^  cos*  d' 

gesetzt,  . 
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Berücksichtigt  man ,  dass 

tv  .   ^  2smd' 

arcstn  tv  =  arctang  —j- -^ ,      2  arciang  sm  9  =  arctang  — -r— - , 

Yyi  —  nr)  cos>  V 

so  lässt  sich  die  obige  Differentialgleichung  anch  schreiben : 

f          tv         ^2smd'    \ 
=  :^  arctang  { -^-^ :— -—  V  =  0. 

Bezeichnet  h  eine  Constante,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt: 
-^€0^%'  co^^     (  .    ^    ,    stn&  \ 

tv  = 7-; TTTTT—  = T      .   ,  ^   [Sttlb   H r—  COS  Ö  I 

oder,  wegen  des  obigen  Werthes  von  w, 

C0%  2q)  =  StnO  H r-r  coso, 

^  —  cosr  •Ö' 

Für  die  Fläche  31)  hat  man  in  der  Gleichung  7) 

,     1  +  cos^  siti  w  1  +  co8^  cos  <p 

2ax  =  log — r-^,     2ay=^log 

1 — cos&smqf  1  —  cos^cosfp 

zu  setzen,  man  erhält  dann: 


cosd-  cos 2g) :^'—l stn2(p —;r—  1  =  1  +  1 -.—r —  1 

^  ^dd'       '  ^      sind'    )  \      2sm&     ) 


oder 


gesetzt, 


also 


d.h. 


2  51«-^ 
^  co^% 


(g.t««i,*)*=i+< 


Um  die  Werthe  von  x  und  y  zu  finden ,  welche  der  Gleichung  28)  ge 

3.V 


nügen ,  eliminire  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  3)  successive  r-  und 


^-,  hierdurh  findet  man 
od 
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dy      ^<^^9^'^  +  ^^^^9Cos^co^Q 


ae  1  —  co^^co^q>  ' 

^^    .   ^        -.       ^*    . 
•^TTi  stn^  co8^  —  ^-  smw  cosw  cord^ 
dy       od"  öq) 

dq)  1 — cos^^eos^qy 

Differentiirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  9 ,  die 

zweite  nach  ^^  addirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 


oder 


4  log — X  =  ^ 


gesetst: 

Durch  das  obige  Verfahren  erhält  man  für  y  genau  dieselbe  partielle 
Differentialgleichung.  Obgleich  diese  Differentialgleichungen  für  x  und  y 
äusserst  leicht  zu  integriren  sind ,  ist  es  doch  besser ,  statt  <p  und  ^  andere 
Variabele  einzuführen ,  welche  leichter  gestatten ,  die  arbiträren  Functio- 
nen auf  ihre  kleinste  Zahl  zu  reduciren.     Setzt  man: 

„-.^  t  C05  o  -f  sin  O  sin  q>  i  cos  q>  —  sin  &  sinq>     ,,        , — -. 

32)    ttg=  .   .      — -.     »  =  7—: — T-z («=K  —  IJt 

t5tit9  —  sm^costp  tSMq>'f'8tnveosqy    ^       ^         ^ 

so  folgt: 

33)ni+«')=..    '"'''' ^ — ,  Yii-^^=^-^^ — , 

'^  \     tstnfp  —  sm^cosip       '^  tsmip  +  stn^eos(p 

wo  die  Vorzeichen  der  beiden  Wurzeln  beliebig  genommen  werden  können, 
der  Einfachheit  halber  nehme  man  sie  beide  positiv.  Ist  M  eine  Function 
von  tp  nnd  ^,  so  hat  man : 


dM_d_Mdu      d^Mdv^       dM_dMdu      BMdv 
dtp  "^  du  d(p      dv  dq>'    d^  ~dud^^  dv  d&' 


Es  ist  ferner : 


du     1  du     1 1 

dq>  i  cos^      dq>cos^^      (1  my  —  sin^cos^)* 
dv     l  dv     l  1 


d&  i  cos  d       d<p  cos^  O       (1  sin  (p  +  sin0^  cos  qjy 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  und  die  Gleichungen  83)  findet 
man ,  dass  die  Gleichungen  3)  und  28)  in  folgende  übergehen : 
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Die  vorstehenden  GleichuDgen  addirt  und  subtrahirt  geben : 

dx  .  dy       ^         dx      dy 

du      du  ov       ov 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht:. 


dudv  dudv 

Es  ist  ferner 

p_gi*  =  ,y(l  +  ««),    p— gt»  =  — iTd  +  O, 

also 

dz         dx         dy  dx  dx 

dz         dx         dy       .  .dy  •,//,.    t\^^ 

d*x  d^z 

Diese  Gleichungen  geben,  wegen  :r — -^r-  auch  -^ — r-«     Für  die  Varia- 

dudv  dudv 

beln  u  und  v  hat  man  also: 

d\v   _  d^y    _         _^_rt 

auat;^  '  dudv~  '  dudv 

Setzt  man  nun 

so  folgt 

y  —  —Juf'\u)du—Jv^"{v)dv 

=  /•(")  -  «/'(«)  +  if^  W  -  t'  V(Oi 
z  =  ,-/^(i  +  ««)  /•"(«)  5  tt  —  ,-/^(i  +  »*)  ^'\v)  d  V. 

Diese  "Werthe  von  or,  y,  z  in  Function  von  u  und  v  hat  zuerst  Monge 
gegeben.  So  einfach  es  scheint,  durch  besondere  Annahmen  für  die 
Functionen  f{u)  und  ^{v)  Flächen  zu  fi'nden,  welche  der  Differentialglei- 
chung 28)  genügen ,  so  werden  die  Rechnungen  doch  meist  sehr  complicirt, 
wovon  man  sich  durch  Scherk^s  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  in 
Crelle's  Journal  (T.  XIII)  überzeugen  kann. 

Führt  man  in  der  Gleichung  28)  für  ^,  ^,  z  ihre  Werthe  aus  10)  ein, 

so  erh&lt  man  für  V  folgende  partielle  Differentialgleichung: 

d^V      d^V  dV 

34)        _  +  _  co««i>  +  ^  co^^  (2  cot^  —  tang&)  =  0. 

Durch  passende  Annahmen  für  V  lassen  sich  mit  Hilfe  dieser  Glei- 
chung sehr  merkwürdige  Flächen  finden.  Setzt  man  Vs=:aq>+  ü,  wo« 
eine  Constante  ist  und  27  nur  &  enthält,  so  wird  die  Gleichung  34) 

d^^Ud^^'^^'''^'"'^^^''^ 
also 

Digitized  by  VjOOQ  IC 


Von  Dr.  A.  Enneper.  21 

Fär  diesen  Werth  von  V  werden  die  Oleichangen  10) 

X  cos9  =  —  bcostp  ^  a  sin^sinfp^ 

y  cosd'  =  —  b  sirnp  —  a  sin  d'  cos  <p, 

,._     l  +  sind' 

Darch  Elimination  von  ip  und  9^  findet  man  leicht: 


—  2  ==  a  arctang 
+  \blog 


bxy(^j^+y'  +  a^)  —  ayy(a^  +  y^  +  b^) 

Y{x^  +  y^+a')  +  y{c^  +  y'—b^) 


y{x^  +  ^«  +  ö»)  +  y(x^  +  y«— 6«) 
Je  nachdem  man  6  =  0  oder  a  =  0  setat,  erhält  man  die  gehranben- 
fläche    oder   die   Botationsfläche   der   Kettenlinie.      Nimmt  man   in  84) 
F=  17  C05  n  (^  +  «),  wo  wieder  U  blosse  Function  von  ^  ist,  so  folgt: 

Ol  TJ  y\TT 

35)  ^cos^4^+ ^€08^9(2  coiJ^  —  iangd)  =  n^U 

oder  „         TT    .         ._ 

gesetzt 

-^  co*^—  (2«  +1)  «'«^-^  ~  («  —  1)  («  +  2)  »"=0. 
Für  md  =:=  AT  wird  die  vorstehende  Gleichung : 

(l-«.»)^-2(»  +  l)«'|^-(«-l)(»  +  2)  »^=0. 
Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  nehme  man : 

Zwischen  den  Coefficienten  dieser  Reihe  finden  dann  die  Relationen  statt: 

'    _      n—\       (»  + 1)  (n  +  2) .  . . .  (n  +  2  r)  ^ 

''''•  — n  +  2r-l  1.2. ..,2r  "*•' 

_      n      (yi+2)(yt  +  3)..  . .  (w  +  2r  — 1) 

«^'-^i  -  ;7+2;  1.2....(2r  +  l)  ''^• 


Da  nun: 


1 


■n  +  2r— IV  "  — „  +  2r' 

0  0 

so  lässt  sich  der* Ausdruck  für  W  auch  schreiben : 

I 

0 

1 

+  ;rii"'/i(r^^^^ 
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Für 


folgt: 


n  +  tv 


0  0 


Hierdurch  erhAlt  man  für  2 FF  folgende  Gleichung: 

oifr_<'o{    ^—^     ■     ^  +  »    }   .  gl  {    ^  — «^  >»H-w;    ) 

n  '(l—w)«"^(l+«')"'(n+l)(n— 1)^(1  — »)"       (1  +  «')"^' 
wo  «0,  a, ,  die  durch  die  Integration  introdücirten  willkürlichen  Constan- 
ten sind.  -Da  nun  Usin^=  JV{cosd)^  und  tv  =  8ind'^  so  ist  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichung  35) : 

.  gj  [(l+sin&'Yf   ^ Ä  4.  (l  —  sin^\i/  n \| 

(«H-l)(w— l)'\l  — 5mO/  Xsind^        J       Kl  +  sin^J  Ksind'        /' 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen.     Schliesst  man 
die  Fälle  n  =  0  und  n  =  1  aus ,  so  ist 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  35),  wenn  A  und  B  heliebige  Con- 
stanten sind.  Für  n  =  0  ist  F  =  Z7,  also  V  unabhängig  von  g> ,  dieser  Fall 
giebt  die  bekannte  Rotationsfläche  der  Kettenlinie.  Für  n  =  1  giebt  die 
Gleichung  35) 

ü=  a  cot^  +  b  (~  +  i  cot^  .  log  It^V 

Für  den  Fall,  dass  n  eine  ganze  Zahl  ist,  positiv  oder  negativ,  aber 
ihrem  absoluten  Werthe  nach /^ 2»  ist 

37)  r=«(i±i^)"^(-i-_i)co.«(„+«) 

^  \l  —  sin^J    \siHd'       n/  ^^^     * 

eine  particuläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  34),  welche 
algebraische  Flächen  liefert ,  für  welche  die  Summe  der  Hauptkrümmungs- 
halbmesser verschwindet. 

Nimmt  man  in  57)  a  =  0,  substituirt  dann  V  in  die  Gleichungen  10), 
Befolgt:  38) 

X  eos%  =  a  ( r--  )^  { (1  — ^  sin^)  co$q>  cosnq)  +  (n — sin  d)  sin (p  sin ntp \ , 

y  cosd'^=ia  {  -       .—  )^  { (1  —  n  sin  d)  sifi  ip  cos  nq>  —  (n — sin  d)  cos  tp  sin  ntp  \ , 

/l  +  *mO\jn'  — 1 

j  =  —  a\ F    cos nq>. 

\l-sin&J        n  ^ 
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Dnreh  ElimiDation  von  g»  und  O  erhält  man  für  ein  ganzzahliges .  ii 
offenbar  eine  algebraische  Fläche.     Für  n  =  2  hat  man : 

X  co$9  =  a —■  [(1  —  2  sind)  cosq>  cos  2g>  +  (2 — sind)  sinip  sin  29], 

y  cosd  =  a r—  [(1 — 2  sind)  sinq>  cos2q>  —  (2  —  sind)  cosq)  sin2q)]^ 

1  +  sind    , 
l  —  sind^    •  ^ 

Ans  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht: 

Es  ist  femer 

«*— y*       fl  +  sind'     ^    V      Z(2'-sind)l  +  sind  .   ^ 

r-^=l r-zeos2w\  — r-r^^ : — rr — ' — r-zC0S2q> .  Sind 

a*  Vi— «nO  V        (l—sindfl  —  sind  ^ 

g  ^i^^f^  —  sind\     sind 

~ ~ '^ ?  "*"  T \ l-'Sind/  l—sind 

oder 

'  \         ^  ^21a/2äz       (1— sind)* 

Dividirt  man  die  Gleichung  39)  durch  das  Quadrat  der  vorstehenden 
Gleichung,  so  folgt: 

4  «    a:«  +  y'  +  |g'    _1  — sm'O 

Eliminirt  man  sind  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  40), 
so  folgt: 

^\^-u'  +  ^^  +  ^^z\'=2z\(x'+y'+iz*)z^2a*z^la(^^^^ 

Für  ein  massig  grosse?  n  führt  die  Elimination  von  d  und  g>  zwischen 
den  Gleichungen  38)  zu  so  complicirten  Rechnungen;  dass  es  wohl  nicht 
der  Mühe  verlohnen  möchte,  die  Gleichungen  weiterer  Flächen  wirklich 
darzustellen  und  das  obige  einfache  System  von  Gleichungen  durch  Eela- 
tionen  zwischen  den  orthogonalen  Coordinaten  d?,  y  und  z  zu  ersetzen. 

Für  die  Gleichungen  38)  nimmt  die  Differentialgleichung  7)  der  Krüm- 
mungslinieu  folgende  Form  an : 

Bezeichnet  h  eine  Constanze ,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt : 

Jeder  der  Factoren  dieser  Gleichung  gleich  Null  gesetzt  giebt  zwi- 
schen den  Winkeln  9  und  d  eine  algebraische  Relation.     Hieraus  folgt, 
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dass  die  Krtimmungslmien  der  Flächen ,  bestimmt  dnrcb  die  Oleichungen 
38),  algebraische  Curven  sind. 

Die  Gleichung  für  das  Bogenelement  einer  Curve  auf  einer  Fläche, 
bestimmt  durch  die  Gleichung  28),'läs8t  sich  auf  eine  sehr  einfache  Form 
bringen.  Wegen  der  Gleichungen  3)  und  28)  geht  die  Gleichung  22)  über  in : 

Mit  Hilfe  der  bemerkten  Gleichungen  wird  die  Gleichung  5) 

(dx  .dy    /    y     1       ,fdx,  dy         Y 

Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  eines  der  Krümmungshalbmesser 
Qiy  Qt  durch  Q ,  so  ist  —  ^,  ^^  ==  q*^  folglich : 

{dsy  =  Q*  [co5«d  {dg>y + {d^Y]. 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  nimmt  die  Differentialgleichung 
einer  geodätischen  Linie  folgende  einfache  Form  an : 

41)  ^V  _^)  ^ 


wenn  <p  als  Function  von  9  angesehen  wird.     Für  die  Gleichungen  28)  fin- 
det man : 

d.  b.  Q  ist  unabhängig  von  99.     Die  Gleichung  41)  giebt  in  diesem  Falle 
integrirt : 

r  ad» 


/i([i£ir— ^r 


wo  a  eine  Constante  bezeichnet. 
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Zur  analytisclien  Behandlung  der  Oberfiftchen  zweiten  Gra- 
des; insbesondere  über  homofocale  und  c<»^ugirte 
Oberfifteben  zweiten  Grades. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 

Lelurer  der  darsteUenden  (Geometrie  an  der  Gewerbeschule  zu  Chemnits. 


L   Grundlegung. 

1.  Durch  Anwendung  einer  einfachen  Symholilc  lassen  sich  in  der 
Theorie  der  krummen  Oberflächen  nicht  minder  als  in  der  der  ebenen  Cur- 
Yen  zahlreiche  Sätze  in  der  kürzesten  Form  entwickeln.  Es  sei  mir  erlaubt, 
für  die  Handhabung  einer  solchen  Symbolik  innerhalb  der  Theorie  der 
ebenen  Formen  des  ersten  und  zweiten  Orades  auf  meine  Bearbeitung  von 
Rev.  G.  Salmon^s  Werk:  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte*' 
(Leipzig  1860,  Teubner)  zu  verweisen  (vergl.  besonders  die  Art.  52 — 72, 
275 — 327),  weil  in  .dem  genannten  Werke  der  Zusammenhang  dieser  Sym- 
bolik mit  dem  Ganzen  der  analytisch  -  geometrischen  Methoden  umfassend 
dargelegt  ist.  In  solchem  Zusammenhange  wird  man  die  Entwiokelnngen 
„fiber  Dreiecke  un<^ Tetraeder,  welche  in  Bezug  auf  Curven  und  Ober< 
flächen  zweiter  Ordnung  sich  selbst  conjugirt  siud^^  im  VI.  Bande  dieser 
Zeitschrift  (p.  140),  und  die  Abhandlung  „das  Problem  des  Pappus  und  die 
Gesetze  der  Doppelschnittsverhältnisse  etc.*'  im  V.  Bande  derselben  (p.  377) 
auf  demselben  Gebiete  orientiren. 

Die  nachfolgenden  Entwickelungen  werden  die  grosse  Fruchtbarkeit 
einer  solchen  Symbolik  für  die  Theorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades 
genügend  darthun ;  man  wird  vielleicht  mit  besonderem  Interesse  ein  neuer- 
lichst erfolgreich  erweitertes  Gebiet  der  geometrischen  Forschung  an  der 
Hand  derselben  durchmessen  finden. 

2.  Ueberall  in  dem  Folgenden  sollen  durch 

5  =  0,  iS,  =0,  ^=:=Oetc. 
die  Gleichungen  von  Oberflächen  zweiten  Grades,  durch 

^  =  0,  ^  =  0,  (7=0  etc. 
die  Gleichungen  von  Ebenen  und  durch 
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X,  l  etc. 
Constanten  be:?eichnet  werden. 

Alsdan^i. 'ist  die  lineare  Verbindang  der  Gleicfaangen  zweier  Ober- 
flächen zweiten  Orades 

die  Gleichung  aller  derjenigen  Oberflänshen  zweiten  Grades, 
welche  die  Durchschnittscurve  der  beiden  gegebenen  Ober- 
flächen 

enthalten. 

Wenn  eine  der  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  die  Verbindung 
zweier  Ebenen  degenerirt,  so  wird 

5+x.^,J9,  =  0 
die  Gleichung  aller  der  Flächen  zweiten  Grades,  welche  mit 
der  Fläche  Sz=iO  die  nämlichen  ebenen  Durchsohnittscnrven 
besitzen,  und 

AB  +  ».AiBi  =0 
die  Gleichung  aller  derjenigen  Regelflächen  zweiten  Gra- 
des, welche  durch  die  vier  geraden  Linien  (^,  ^i),  {A^  B^)^  {B,  A^)^ 
{By  Bi)  hindurchgehen«     Man  erkennt  aus  dieser  letzteren  Gleichung 
in  der  Form 

_  AB 
*~  AB,' 
dass  jede  solche  Oberfläche  der  Ort  eines  Punktes  ist,  fiir  welchen  das 
Product  seiner  senkrechten  Abstände  von  zwei  festen  Ebenen  A:=0,  B=0 
zu  dem  Froducte  seiner  Entfernungen  von  zwei  anderen  festen  Ebenen 
^  =  0,  ^1  ssO  in  einem  bestimmten  unveränderlichen  Verbältnisse  ist  — 
und  findat  sich  damit  auf  dem  Wege  zur  Ableitung  der  auf  das  Doppel- 
schnittverhältniss  bezüglichen  Eigenschaften  der  ifegeifläehen  zweiten 
Grades.     (Vergl.  diese  Zeitschrift,  Bd.  V,  p.  379.) 

Dem  Zusammenfallen  der  beiden  Ebenen,  welche  die  eine  Oberfläche 
zweiten  Grades  vertreten,  entspricht  insbesondere  die  Gleichung 

S+kA^  =  0, 
die  Gleichung  aller  derjenigen  Oberflächen  zweiten  Grades, 
welche  mit   der  Oberfläche  iS  =  0  längs   der  Curve  eine  Be- 
rührung haben,  in  der  sie  von  der  Ebene  A  =  0  geschnitten 
wird, 

3.  Weil  bekanntlich  der  analytische  Ausdruck  einer  Ebene  sich  auf 
das  constante  Glied  reducirt,  wenn  man  dieselbe  als  unendlich  entfernt, 
oder,  bestimmter  gesagt,  als  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  zusam- 
menfallend, voraussetzt,  so  ist  ferner 

S  +  *A  =  0 
der  Ausdruck  aller  der  Oberflächen  zweiten  Grades,-  welche 
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mit  der  Ober  flache  zweiten  Or  ad  68  5s=:0  die  darch  die  Ebene 
Jz=zO  in  derselben  bestimmte  Durchschnittscurve  und  die 
andere  Carve  g#mein  falben,  welche  die  unendlich  entfern- 
ten Pankte  diesl^^OberfUche  bilden«). 

Solche  Oberflächen  sind  der  gegebenen  Fläche  S=sO  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  nnd  man  sieht  sofort,  dass  die  Coefficienten  der  symbo- 
lisch repräsentirten  Gleidinngen  den  bekannten  analytischen  Bedingungen 
der  Aehnlichkeit  nnd  ähnlichen  Lage  für  Oberflächen  zweiten  Grades  ge- 
nügen. In  anderen  Worten  also:  Aehnliche  nnd  ähnlich  gelegene 
Oberflächen  zweiten  Grades  schneiden  sieh  in  einer  ebenen 
Carve;  ihr  zweiter  Durchschnitt  ist  eine  nnendlich  entfernte 
Curve,  der  nnendlich  entfernte  Theil  der  Dnrchschnitts- 
cnrye  ihrer  parallelen  Asymptotenkegel. 

Weil  je  zwei  Kngeln  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Oberflächen  zwei- 
ten Grades  sind,  so  können  sie  einander  nur  in  einem  Kreise  dntch- 
sehneiden. 

Endlich  entsprechen  der  symbolischen  Form 

alle  diejenigen  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  einer 
gegebenen  Oberfläche  zweiten  Grades  S'^sO  nach  der  unend- 
lich entfernten  Curve  derselben  umschrieben  sind,  d.  h.  mit 
ihr  den  nämlichen  Asymptotenkegel  besitzen.  Solche  Ober- 
flächen sind  nicht  nur  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  sondern  auch 
concentrisch.  Wie  bekannt,  enthalten  die  Coordinaten  des  Centrnms 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades  das  constante  Glied  ihrer  Gleichung  nicht, 
and  nur  dies  ist  in  den  durch  die  Symbolgleichnng  dargestellten  Formen, 
anbestimmt. 

Aehnliche  und  ähnlich  gelegene  concentrische  Ober- 
flächen zweiten  Grades  berühren  somit  einander  nach  ihrer 
unendlich  entfernten  Curve;  dies  ist  der  Grund,  weshalb  sie  keine 
endlich  angebbaren  Schnittpunkte  erzeugen  können. 

Concentrische  Kugeln  berühren  sichin  einem  der  Ebene 
des  Unendlichen  angehörigen  imaginären  Kreise,  welcher  der 
Ort  ist  aller  jener  in  der  Theorie  der  Brennpunkte  der  algebrai.schen 
ebenen  Curven  so  wichtigen  imaginären  Kreiep unkte«"');  jede  Ebene  be- 
stimmt die  ihr  zugehörigen  Punkte  dieser  Art  durch  ihren  Durchschnitt 
mit  dem  bezeichneten  imaginären  Kreise. 

4.    Jede  der  hier  vorgeführten  Symbolgleichungen  erlaubt  sehr  ein- 


*)  Mao  sieht  daraus ,  dass  diese  Carre  als  eine  ebene  Corre  betrachtet  werden 
muss ,  was  anch  aus  elementaren  Betrachtungen  sich  ergiebt. 

**)  Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte",  Art.  282 ,  305, 
325, 400  ( Aufg.  5),  447.  ^  t 
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fache  beacbtenswertbe  Folgerungen.  £3  sei  gestattet ,  n\.it  den  beiden  lets* 
ten  den  Anfang  zu  machen ,  uin  dann  nicht  noch  einmal  auf  sie  surfickzu- 
kommen. 

Paraboloide  berühren  bekanntlich  die  unendlich  entfernte  Ebene  ^  und 
ähnliche  ähnlich  gelegene  Paraboloide  berühren  in  Folge  disssen  einander. 
Ist  daher  insbesondere  S=0 

die  Gleichung  eines  Paraboloides,  so  hat  jedes  der  durch 

repräsentirten  Paraboloide  mit  demselben  eine  Berührung 
der  dritten  Ordnung  in  unendlicher  Entfernung;  es  sind  die 
demgegeben  gleichen.ähnlich  gelegenen  Paraboloide. 

Die  vier  Gleichungen 

S+A  —  0,   5+^  =  0,    S  +  C  =  0,   S+2>  =  0, 
in  denen  die  Oonstanten  den  Polynomen  ersten  Grades  eingerechnet  sind, 
liefern  durch  Subträction  die  sechs  Gleichungen 

A  —  B  =  0,  A  —  C  =  0,  A  —  D=sO, 
j5  — C==0,  ^  — i>s=0,  C—D~0; 
man  bemerkt,  dass  die  drei  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  aus  denen 
der  ersten  hervorgehen,  und  schliesst  daraus,  dass  die  von  ihnen  reprä- 
sentirten Ebenen  mit  den  Ebenen  der  ersten  Gruppe  durch  denselben  Punkt 
gehen.  Daraus  ergiebt  sich  als  Interpretation  des  Systems  der  Satz:  Die 
Ebenen  der  sechs  Durchschnittscurven,  welche  von  vier  ahn* 
liehen  und  ähnlich  gelegenen  Oberflächen  zweiten  Grades 
gebildet  werden,   gehen  sämmtlich  durch  denselben  Punkt. 

5.  Ich  schliesse  daran  zunächst  einige  Folgerungen  aus  der  Symbol- 
gleichnng  S+AB  =  0. 

Die  Gleichungen 

S+AB==0,     S  +  AC=0 
liefern  durch  Subtraction 

A{B'^C)=0. 
Die  Interpretation  lehrt,  dass  hier  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  betrach- 
tet sind,  die  mit  der  Oberfläche  5^=0  eine  und  dieselbe  Durchschiuttscurve 
in  der  Ebene  ^  =  0  haben;  die  Ebenen  ihr^r  beiden  übrigen  Durchschnitts- 
curven  mit  der  gegebenen  Oberfläche  und  die  Ebene  der  Durchschnitts- 
curve ,  die  sie  mit  einander  bilden ,  schneiden  sich  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie.  Oder  mit  anderen  Worten :  Wenn  drei  Oberflächen 
zweiten  Grades  eine  ebene  Schnittcurve  gemein  haben,  so 
schneiden  sich  die  Ebenen  ihrer  drei  übrigen  Schnittcurven 
in  einer  geraden  Linie.  ■ 

Das  System  der  Gleichungen 

S  +  ^B  =  0,     S+BC===Oy     S+CAz=zO 
liefert  die  Gruppe 

^(5  — C)  =  0,     B{C—A)z=iO,     C{A—B)  =  0^ 
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) 


und  man  hat  wegen  der  Identität 

{B—C)  +  {C—A)  +  {A^B)z:=^0 
den  Satz:  Irgend  drei  Oberfläehen  zweiten  Grades,  die  durch 
je  zwei  von  drei  ebenen  Scl^nittcnrven  eineründ  derselben 
Oberfläche  zweiten  Grades  gelegt  sind,  haben  Ihre  zweiten 
Sehnittcnrven  in  drei  Ebenen,  welche  dieselbe  geradeLinie 
enthalten. 

6.  Es  ist  im  Anfange  bemerkt  worden ,  dass  bei  den  Regel  flächen 
zweiten  Grades  die  vollständige  Zerlegung  in  Factoren  des  ersten  Gra- 
des möglich  ist;  und  in  der  That  ftihren  die  gebräuchlichen  einfachsten 
Pormen  der  Gleichungen  dieser  Flächen  sofort  auf  die  Existenz  und  die 
gegenseitigen  Beziehungen  der  geradlinigen  Erzeugenden  dieser 
Flächen. 

Denn  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloids  in  der  Gestalt 

ist  das  Prodnct  der  linearen  Factoren 

-  _  ^  —  1     5  .iJL  —  1 

nod  ebenso  auch  das  der  anderen 

1-L  ^  —1  ^_^  — i. 

Somit  existiren  für  jeden  Werth  y.on  k  zwei  gerade  Linien ,  welche  ganz  in 
der  Fläche  liegen,  und  die  unendliche  Reihe  der  möglichen  Werthe  dieser 
Constanten  liefert  die  beiden  Systeme  geradliniger  Erzeugenden ,  die  das 
hyperbolische  Paraboloid  besitzt.  Man  sieht,  dass  je  zwei  Erzeugende 
sich  schneiden,  von  denen  die  eine  dem  ersten,  die  andere  dem  zweiten 
System  der  Zerlegung  entspricht,  sowie  dass  das  System  der  einen  der 
festen  Ebene 

^-1^  =  0 
das  System  der  anderen  der  festen  Ebene 

parallel  ist ;  diese  beiden  Ebenen  selbst  bilden  endlich  mit  den,  beiden 
Ebenen  des  Aufrisses  und  des  Seitenrisses  ein  harmonisches  System. 
Für  das  einfache  Hyperboloid  ist 

a*       c'~^      b*' 
Diese  Gleichmig  zerfällt  in  die  Factoren 

a        c  \b/acX\bJ  ^  t 
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oder  in  die  anderen  ^ 

f-7='('  +  Ö.  7  +  f=i(-f)- 

Wieder  entsprechen  jedem  Werthe  voa  X  zwei  sich  schneidende  Gerade 
auf  der  Oberfläche  und  man  erkennt,  dksa  das  einfache  Hyperboloid  auf 
doppelte  Weise  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  erzeugt  werden 
kann;  weitere  Entwickelungen  fiber  diese  Systeme  lassen  sich  leicht  an- 
schliessen. 

7.  Die  Symbolgleichung 

giebt  Anlass  zu  Entwickelungen,  die  denen  in  der  Theorie  der  Kegel« 
schnitte  analog  sind,  welche  zu  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon 
führen. 

Aus  dem  System  der  Gleichungen 

den  Bepräsentanten  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  die  näm- 
liche Oberfläche  zweiten  Grades  5  =  0  nach  ebenen  Curven  berühren  oder 
ihr  umschrieben  sind ,  folgt  die  Gruppe 

I^  —  B*  =  0 
oder  {A  +  B){A  —  By  =  o, 

d.h.:  Wenn  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  einer  und  der- 
selben dritten  Oberfläche  zweiten  Grades  umschrieben  sind, 
so  schneiden  sie  sich  in  ebenen  Curven  und  die  Ebenen 
dieser  Schnittcurv en  biJden  mit  den  Ebenen  der  Beruh- 
rungscurven  ein  haraonisches  Büschel.     Denn  vier  Ebenen 

^  =  0,    ^  =  0,    J  +  B  =  Oj    A  —  B=:(} 
bilden  ein  harmonisches  Büschel,  für  welches  die  Durchsclinittslinie  der 
Ebenen  A=^0^  B^=0  die  Scheitelkaute  ist. 

8.  Das  System  der  auf  drei  Oberflächen  zweiten  Grades,  die  derselben 
vierten  umschrieben  sind,  bezüglichen  Gleichungen 

S+^*  =  0,    S+^*  =  0,    S+C«  =  0, 
somit 

{A+B){A  —  B)  =  0,   {B  +  q(B—C)^0,    {C+ A)  {C- A)  =0. 
erfordert  zu  seiner  Interpretation  die  Beachtung  der  stattfindenden  Iden- 
titäten '    {A-'B)  +  {B  —  C)  +  (C—A)=0, 
(A--B)  +  {B  +  C)-{C+'J)  =  0, 
(A+B)  — {B^  €)  —  {€+ A)^0, 
{A+B)^{B+C)  +  ((7-^)  =  0, 
und  die  Bemerkung,   dass  der  Gruppe  seiner  Formeln  durch  die  gleich- 
zeitige Erfüllung  von 

^  =  0,    5=0,    (7=0 
genügt  wird;  dann  liefert  das  betrachtete  System  den  Satz:    Wenn  drei 
Oberflächen    zweiten   Grades    einer  und   derselben  vierten 
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Qmscb  rieben  sindy  so  gehen  die  Ebenen  ihrer  Durch  Schnitts - 
carven  sämmtlich  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen 
ihrer  drei  Bertthrnngscarven  mit  der  gemeinschaftlichen 
eingeschriebenen  Fläche  und  schneiden  sich  überdies  2u  je 
dreien  in  einer  und  derselben  geraden  Linie. 

Mmi  erkennt  in  demselben  das  Analogen  des  Satzes  von  Brianchon 
über  das  einem  Kegelschnitt  umschriebene  Sechseck ;  bekanntlich  ist  der- 
selbe nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes :  Wenn  drei  Kegelschnitte 
mit  einem  und  demselben  vierten  Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung 
sind ,  so  gehen  ihre  sechs  Durchschnittssehnen  vier  Mal  zu  je  dreien  durch 
einen  Punkt*)  —  denn  er  kann  in  der  Form  ausgesprochen  werden:  Wenn 
drei  Winkel  ein^m  und  demselben  Kegelschnitt  umschrieben 
sind,  so  durchschneiden  sich  die  Diagonalen  der  aus  je 
zweien  derselben  entspringenden  umschriebenen  Vierseite 
vier  Mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkt.**) 

Wenn  speciell  die  umschriebenen  Oberflächen  zweiten  Grades  Kegel- 
flächen  sind,  so  erhält  man  aus  dem  vorigen  Satze  den  folgenden:  Drei 
derselben  Oberfläche  zweiten  Grades  umschriebene  Kegel' 
flächen  bestimmen  durch  ihren  Durchschnitt  mit  einander 
sechs  Ebenen,  welche  vier  Mal  zu  je  dreien  eine  gemein- 
schaftliche Durchschnittslinie  besitzen  und  überdies  alle 
durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen  gehen,  wei- 
che durch  die  Berührungscurven  der  Kegel  mit  der  Ober- 
fläche zweiten  Grades  bestimmt  sind. 

9.  Man  kann  endlich  diesen  Satz  nach  den  Gesetzen  der  Reciprocität 
behandeln  und  erhält  als  Analogon  des  PascaPschen  Satzes  bei  Obei*flächen 
zweiten  Grades  den  folgenden:  Wenn  man  in  einer  Oberfläche 
zweiten  Grades  drei  ebene  Scfanittcurven  bestimmt,  so  las- 
sen sich  durch  je  zwei  derselben  zwei  Kegelflächen  legen; 
die  Scheitel  der  so  erhaltenen  sechs  Kegel  liegen  in  einer 
Ebene  und  bilden  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks, 
oder  je  drei  von  ihnen  liegen  in  einer  geraden  Linie.***) 

Auch  andere  der  hier  mitgetheilten  Sätze  gestatten  nach  den  Gesetzen 
der  Reciprocität  die  Bildung  entsprechender  neuer  Sätze ;  beispielsweise 
entspricht. dem  System 

S+JB  —  o,    S+AC=0 
hiernach   der   Satz:     Wenn    drei    Oberflächen    zweiten    Grades 
einen   und  denselben  gemeinschaftlichen  Berührungskegel 
haben,  so  liegen  die  drei  Scheitel  der  zweiten  Berührungs- 


*)  Vergl.  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  ?88. 
**)  lieber  die  constractive  Bedeutung  derselben  vergleiche  man  die  Note  dea 
Verfassers  im  VI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  p.  415. 

***)  Vergl.  G.  Salmon  im  XXIV.  Bde.  des  Philosophkai  Magasine,  ^'f^'rsr\cs\^ 
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keger,  welche  je  zweien  von  ihnen  gemeinschaftlieh  sind,  in 
einer  geraden  Linie.  Man  erkennt  leicht,  dasses  zur  Entwiekelung  sol- 
cher Sätze  aus  den  gegebenen  Symbolgleichungen  nicht  gerade  des  Ge- 
setzes der  Keciprocität  bedarf,  dass  vielmehr  die  erneuerte  Interpretation 
derselben  nach  einem  Systeme  räumlicher  Ebenencoordinaten  ganz  zu  dem- 
selben  Ziele  führt;  man  weiss  aber  auch,  dass  die  Verschiedenheit  beider 
Wege  nur  in  der  Form  liegt. 

Das  Vorstehende  scheint  hinreichend,  die  Art  und  Weise  des  Ge- 
brauchs und  die  Nützlichkeit  der  symbolischen  Gleichungen  in  der  Theorie 
der  Qberflächen  zweiten  Grades  anschaulich  zu  machen ;  man  kann  jedoch 
bemerken,  dass  gerade  die  aligemeinste  Symbolgleichung 

weder  in  der  einen,  noch  in  der  anderen  Interpretation  eine  Anwendung 
erfahren  hat.  Dafür  wird  alles  Folgende  der  Interpretation  gewisser  spe- 
cieller  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  in  beiden  Bichtungen  gewid- 
met sein.     Man  kann  alle  die  der  Gleichung 

entsprechenden  Oberflächen  als  ein  einfaches  System  von  Flächen 
zweiten  Grades  bezeichnen  und  demselben  ein  anderes  einfaches 
System  von  Flächen  zweiten  Grades  nach  gleichem  Doppel- 
schnittverhältniss  entsprechen  lassen;  alsdann  beschreibt  die 
Durchschnittscurve  der  einander  entsprechenden  Flächen 
beider  Systeme  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.  Wenn  aber 
das  zweite  einfache  System  auf  ein  Ebenenbüschel  reducirt  ist,  so  be- 
schreibt die  Durchschnittscurve  der  entsprechenden  Flächen  eine  Ober- 
fläche dritter  Ordnung.  Man  kann  in  derselben  Weise  fortfahrend 
zu  höheren  Formen  vorschreiten.  Aber  ich  will  an  dieser  Stelle  einer 
anderen  Richtung  nachgehen ,  in  der  die  allgemeine  Symbolgleichung  ein 
höchst  dankbares  Object  der  Betrachtung  ist. 

10.  Es  ist  nicht  schwierig,  nachzuweisen,  dass  die  schö- 
nen neueren  Untersuchungen  von  M.  Chasles:  „Resume  cTune 
ihdorie  des  coniques  spheriques  homofocales^^  {Comples  renduSy  U  X,  p.  623)  und 
die  späteren  Entwickelungen  desselben  berühmten  Geome- 
t  e  r  s :  „  Resum^  dCune  iheorie  des  surfaces  du  second  ordre  homofocales " 
(Comptes  renduSy  f.  X, />.  1055  cnilO),  sowie  die  daran  sich  schliessen- 
denin  derAbhandlung:  y^Sulle  coniche  e  sulle  super ficxe  di  second'  ordine 
congiunte"  von  M.  Cremen a  {Annali  di  Malemaiiea  pura  ed  appUcata p.  da 
B.  Toriolini,  l.  Uly  p.  257)  sämmtlich  auf  die  hier  betrachteten 
Symbolgleichungen  —  und  zwar  insbesondere  auf  die  allge- 
meinste derselben 

—  zurückgehen,  wenn  man  nur  mit  denselben  die  analytischen  Ge- 
sichtspunkte verbindet,  die  ich  in  meiner  Note  „über  Dreiecke  und  Te- 
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trneder,  welche  in  Bezng  auf  Cnrven  und  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
sich  selbst  oonjugirt  sind*'  (Zeitschrift  Bd.  VI,  p.  140)  dargelegt  habe.  Ich 
glaube  mir  den  Dank  deutscher  Leser  zu  verdienen ,  wenn  ich  die  wichtig- 
sten Resultate  jener  bedeutenden  Arbeiten  unter  diesem  Gesichtspunkte 
hier  vereinige;  unter  einem  Gesichtspunkte,  der  denselben  so  wenig  fremd 
ist,  dass  er  vielmehr  aus  den  ersten  Zeilen  der  beiden  Abhandlungen  von 
Chasles  sofort  entgegenspringt,  und  der  ein  neues  Zeugniss  dafHr  geben 
kann,  wie  einfach  die  analytischen  Parallelen  zu  Untersuchungen  im  Geiste 
der  „neueren  Geometrie"  zu  ziehen  sind.  Ich  schöpfte  die  Anregung  dazu 
aus  der  Vergleichung  dieser  neuesten  Veröffentlichungen  des  ehrwürdigen 
Geometers*)  mit  dem  reichen  Inhalte  der  Note  XXXI  des  „Apercu  hisloriqtie^^ 
(Uebersetznng  von  Sohncke,  wo  sie  übrigens  als  Note  XXVI  irrthflmlich 
bezeichnet  ist,  p.  413 — 436:  „Neue  Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiten 
Grades,  welche  denen  der  Brennpunkte  analog  sind''),  darf  aber  nicht  ver- 
schweigen, dass  die  Abhandlung  von  M.  Cremona  auf  denselben  Grund* 
gedanken  beruht,  obwohl  sie  einer  anderen  und  allgemeineren  Betrachtyng 
sich  zuwendet. 

11.  Die  Abhandlung  von  Chasles  liber  die  sphärischen  homo- 
focalen  Kegelschnitte  beginnt  mit  den  folgenden  Sätzen:  Wenn  in 
einer  Ebene  ein  Kegelschnitt  und  ein  imaginärei  Kreis  gegeben  sind,  so 
existiren  1)  drei  stets  reelle  Punkte ,  deren  jedem  im  Kegelschnitt  und  im 
Kreis  die  nämliche  Polare  entspricht;  sie  ist  für  jeden  dieser  Punkte  die 
Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Funkte  derselben  Art.  Diese  Punkte 
und  Linien  bilden  somit  d a s  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  in  Be* 
sug  auf  den  Kegelschnitt  und  den  Kreis,  von  dessen  Existenz  und  Bestim- 
mung unter  Anderem  die  Artikel  354,  870  und  400  (Aufg.4)  der  „Analytischen 
Geometrie  der  Kegelschnitte^'  handeln.  —  Es  existiren  2)  zwei  stets  reelle 
Punkte  von  solcher  Lage,  dass  zwei  beliebige,  durch  den  einen  derselben 
gezogene  gerade  Linien,  die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind, 
d.  h.  deren  eine  den  Pol  der  anderen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ent- 
hält, auch  in  Bezug  auf  ded  imaginären  Kreis  conjugirt  erscheinen.  Sie 
sind  die  Durchsehnittspunkto  der  dem  imaginären  Kreis  und 
dem  Kegelschnitt  gemeinschaftlichen  imaginären  Tangen- 
ten, oder  die  reellenEcken  des  imaginären  Vierseits,  wel- 
ches dem  Kreise  und  dem  Kegelschnitt  gemeinsam  umschrie- 
ben ist.  —  Es  existiren  3)  zwei  stets  reelle  gerade  Linien  von  solcher 
Lage,  dass  zwei  auf  einer  derselben  gewählte  Punkte,  welche  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind,  d.  h.  von  denen  jeder  in  der  Polare 
des  anderen  liegt,  auch  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kreis  conjugirt  sind. 


*)M.Cha8le8  veröffentlichte  bereite  im  Jahre  1813  den  von  ihm  entdeckten  Satz, 
nach  welchem  vier  Gerade  des  einen  Systems  von  Erzengonden  des  einfachen  Hyper- 
boloides eine  beliebige  Gerade  des  anderen  Systems  in  Punkten  voil  unveränder- 
lichem Doppelschnittsverhältniss  schneiden.  Digitized  by  V_    _      ^^ 
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Sie  sind  die  Sehnen,  welche  dem  Kreis  nnd  dem  Kegelschnitt 
gemeinschaftlich  sind  oder  die  reellen  Seiten  des  imagi' 
nären  Vierecks,  welches  dem  Kreise  und  dem  Kegelschnitt 
gemeinsam  eingeschriehen  ist. 

Diese  Sätze  gelten  nicht  minder  auf  der  Kngelober- 
fläche,  als  auf  der  Ebene;  es  existiren  auf  der  Kugel  drei  Paare*) 
von  Punkten  —  jedes  Paar  an  den  Endpunkten  eines  und  desselben  Kugel- 
durchmessers —  welche  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  sphärischen  Kegel- 
schnitt und  den  unendlich  entfernten  imaginären  Krqis  dieselben  Polarbogeu 
haben,  nämlich  ein  jeder  den  durch  die  jedesmaligen  beiden  anderen  Punkte 
gehenden  grössten  Kfeis ;  M^Chasles  nennt  sie  die  Centradessphäri- 
schenKegelschnitts.  Es  existiren  ferner  zwei  stets  reelle  Bogen  grösster 
Krliise,  welche  die  imaginären  Durch  sehn  ittsp  unkte  des  sphärischen  Kegel- 
schnitts mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  enthalten,  mit 
anderen  Worten :  die  reellen  Seiten  des  beiden  Ourven  gemeinsam  einge- 
scl^rieben  imaginären  Vierecks;  M.  Chasles  nennt  sie  die  cyclischea 
Bogen  des  Kegelschnitts.  Endlich  existiren  zwei  stets  reelle  Punkte, 
in  denen  die  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangentialbogen  des  Kegel- 
schnitts und  jenes  Kreises  sich  schneiden,  mit  anderen  Worten :  die  reellen 
Ecken  des  den  beiden  Curven  gemeinschaftlich  umschriebenen  Vierseittf ; 
M.  Chasles  nennt  sie  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts,  wie  man 
sieht,  in  directer  üebertragung  der  in  der  analytischen  Geometrie  gefun- 
denen allgemeinen  Definition.  In  Folge  dessen  heissen  homofocale 
Kegelschnitte  die  mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise 
einem  und  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte,  und  alle 
Eigenschaften  der  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte 
lassen  sich  auf  homofocale  Kegelschnitte  übertragen.  (Man  vergl.  „Ana- 
lytische Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  905,  311,  400,  Aufg.  5.) 

Dagegen  heissen  alle  Kegelschnitte,  deren  gemeinschaftlich  einge- 
schriebenes Viereck  auch  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  ein- 
geschrieben ist,  homoeyclische  Kogels'chnitte,  und  alle  Eigen- 
schaften der  demselben  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  lassen  sich 
auf  dieselben  übertragen. 

12.    In  der  symbolischen  Formel 

Ä  +  itS,  =0, 
wo 

5r=rO  und  5,  =0 
die  Gleichungen  von  Kegelschnitten  vorstellen,  sind   aber  alle  dem- 
selben Viereck  umschriebenen  und  alle  demselben  Vierseit 


*>  Auch  dl«  drei  Punkte  der  £bene  sind  »li  doppelt  sa  betrachten,  das  sich 
selbst  conjag^irte  Dreieck  ist  die  specielle  Form  einer  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  eine  Covarianie  der  gegebenen  Kegelschnitte  ist. 
Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte**  Art.  353— 360.0Q[C 
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eingeschriebenen  Kegelschnitte  enthalten,  je  nachdem  dieselbe 
in  Pnnktcoordinaten  oder  in  Liniencoordinaten  interpretirt  wird. 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  liefert  mit  Null  ver- 
glichen eine  Gleichung,  die  in  Bezug  auf  A:  vom  dritten  Grade 
ist  und  deren  Wurzeln  Atj,  Ar,,  Ar,  diejenigen  Werthe  von  k  sind, 
ftir  welche  der  Kegelschnitt 

in  die  Verbindung  zweier  Formen  des  ersten  Grades,  d.  h.  in 
swei  gerade  Linien  als  eine  Curve  zweiter  Ordnung  oder  in  zwei  Punkte 
als  eine  Enveloppe  zweiter  Classe ,  degenerirt.  Diese  geraden  Linien 
sind  die  Paare  der  Gegenseiten  und  die  Diagonalen  des  gemeinschafilich 
eingeschriebenen  Vierecks,  diese  Punkte  die  Durchschnittspunkte  der 
Gegenseitenpaare  und  der  Diagonalen  des  gemeinschaftlich  umschriebe- 
nen Vierseits ;  ihre  drei  Durchschnittspunkte  oder  ihre  Verbindungslinien 
bilden  in  dem  einen  wie  im  anderen  Falle  das  gemeinschaftliche,  sich 
selbst  conjugirte  Dreieck  oder  Dreiseit  dieser  Kegelschnitte.  Man  ist  damit 
auf  demselben  Punkte  angekommen ,  von  welchem,  in  der  Entwickelnng 
im  VL  Bande  dieser  Zeitschrift  p.  140  ausgegangen  wurde.  Die  specielle 
Voraussetzung,  dass  an  Stelle  des  Kegelschnitts  5,  =0  die  Gleichung 
eines  imaginären  Kreises  K^=^0  trete,  führt  von  da  sofort  auf  die  Theorie 
der  homofocalen  und  homocyclisohen  Kegelschnitte  hinüber. 

13.  Andererseits  beginnt  die  Abhandlung  von  M.  Chasles  über  die 
Theorie  der  homofocalen  Fl&chen  zweiten  Grades  mit  der  Be- 
merkung, dass  durch  die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades 
unendlich  viele  Oberflächen  desselben  Grades  gelegt  werden  können  und 
dass  unter  ihnen  vier  Kegelfiächen  sind,  deren  Scheitel  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  Ebene  von  irgend  dreien  unter  ihnen  in  Bezug  auf 
alle  jene  Flächen  den  vierten  zum  Pol  hat.  Es  sind  die  Ecken  des 
den  beiden  gegebenen  und  allen  anderen  Oberflächen  des 
Systems  gemeinschaftlichen,  sich  selbst  conjugirten  Te- 
traeders. 

Wenn  5s=0,     5,=0 

swei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind,  so  werden  alle 
Oberflächen  derselben  Ordnung,  welche  mit  ihnen  die  näm- 
liche Durchschnittscurve  gemein  haben,  durch  die  Glei- 
chung 5+Ar5,=  0 

repräsentirt,  und  jene  vier  Kegelflächen  unter  denselben 
entsprechen  denjenigen  vier  Werthen  von  ky  durch  welche 
die  Discriminante  dieser  Gleichung  auf  Null  reducirt  wird. 

Die  Interpretation  dieser  nämlichen  Entwickelnng  nach  einem  System 
räumlicher  Ebenencoordinaten  statt  der  gewöhnlichen  Pnnktcoordinaten  "") 

•)  Man  vergleiche  in  Plticker*s  „System  der  Geometrie  des  RaumeaÜ^f.  14,  bp- 
sondenr  Art.  261.  Digitized  by  CjOOQIC 
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führt  zu  dem  schon  im  IV.  Bande  des  Crelle^schen  Journals  auf  Grund  der 
Theorie  der  ,yPolaires  reciproqttes**^  von  M.  Poncelet  ausgesprochenen  Er- 
gebniss:  Die  zweien  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gemein- 
schaftlich umschriebene  developpable  Oberfläche  besitzt 
vier  ebene  Schnittcurven  zweiten  Grades  (von  den  französischen 
Autoren  als  ^^lignes  de  striciion^^  bezeichnet)  in  den  Ebenen,  welche 
zu  dreien  die  Scheitel  jener  Kegelflächen  enthalten. 

Seitdem  hat  im  Cambridge  and  Dublin  Maihematical  Journal  für  1850 
(Bd.  V)  M.  Gayley  die  Gleichung  dieser  developpabeln  Oberfläche  ge- 
geben —  eine  j^^ntwickelung ,  auf  die  ich  vielleicht  bei  anderer  Gelegen- 
heit zurückkomme —  und  gezeigt,  dass  sie  im  Allgemeinen  von  der  ach- 
ten Ordnung  ist,  dass  sich  diese  ihre  Ordnung  in  dem  Falle  einer  ein- 
fachen Berührung  beider  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  als  bei  welcher 
zwei  jener  vier  Punkte  in  den  Berührungspunkt  und  zwei  jener  vier 
Ebenen  in  die  ihm  entsprechende  Berührungsebene  zusammenfallen ,  auf 
sechs,  und  in  dem  Falle  einer  singulären  Berührung,  als  bei  welcher  drei 
j-ener  Punkte  im  Berührungspunkt  und  drei  jener  Ebenen  in  der  entspre- 
chenden Bertihrungsebene  sich  decken,  auf  fünf  reducirt.  Jene  vier  ebenen 
Schnittcurven  zweiten  Grades  gehören  ihr  als  vielfache  Curven  an. 

Der  nämlichen  umschriebenen  developpabeln  Oberfläche  können  ausser 
den  gegebenen  unendlich  viele  andere  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ein- 
geschrieben werden,  und  unter  diesen  treten  jene  drei  Kegelschnittsflächen 
als  die  einzigen  hervor,  bei  denen  eine  Hauptachse  Null  geworden  ist. 
Wenn  man  eine  dieser  Curven  selbst  als  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
betrachtet,  die  mit  einer  zweiten  eigentlichen  Oberfläche  dieser  Art  die 
developpable  Fläche  bestimmt,  so  gehört  jene  Curve  dieser  Fläche  als 
vielfache  Curve  an  und  der  Pol  ihrer  Ebene  ist  der  Scheitel  eines  jener 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Durchschnittscurve  der^ beiden 
und  überhaupt  aller  zu  dem  System  gehörigen  Oberflächen  gelegt  werden 
können.  Wird  speciell  jener  Kegelschnitt  in  der  unendlich  entfernten 
Ebene  gedacht,  so  ist  der  zugehörige  Fol  das  gemeinschaftliche  Centrnm 
aller  der  Oberflächen  zweiten  Grades ,  welche  der  betrachteten  developpa- 
beln Fläche  eingeschrieben  sind. 

14.  Unter  der  Anwendung  Plücker'sQher  Tangentialcoordinaten, 
d.  h.  der  Bestimmung  einer  Ebene  dnrbh  die  Verhältnisse 

aer  Abschnitte,  welche  sie  in  drei  festen  von  einem  gemeinsamen  Anfangs*- ' 
punkte  ausgehenden  Achsen  bestimmt,  und  bei  der  Voraussetzung ,  dass 
die  Ebenen  dieser  Achsen  die  drei  in  endlicher  Entfernung  gelegenen 
Kegelschnitte  der  developpabeln  Fläche  selbst  enthalten,  während  die 
Ebene  des  vierten  Kegelschnitts  unendlich  entfernt  ist,  erhält  man  für 
eine  beliebige  Oberfläche  des  eingeschriebenen  Systems 
eine  Gleichung  von  der  Form  DigitizedbyGoOglc 
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{b—  c  +  kl)  (^  +  {c—a  +  km)  ß*  +  {a^ b  +  kn)  y*  +  {l  +  m+n)  6* :=^0, 
wenn  k  den  von  einer  Oberfläche  zur  anderen  veränderlichen  individnali- 
sirenden  Parameter  bezeichnet  und  a,  6,  c,  /,  m,  n  Gonstanten  sind ,  welche 
der  Relation 

a/  +  6/»  +  cn=0 
gentigen. 

Alle  Oberflächen  des  Systems  haben  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  zum  gemeinschaftlichen  Gentrnm  und  die  Coordinatenebenen  bilden 
für  jede  derselben  ein  System  conjugirter  Diaraetralebenen.  Die  vier  un- 
endlich abgeplatteten  Oberflächen  des  Systems,  die  Kegelsohnittslinien 
der  developpabeln  Oberfläche,  entsprechen  den  speciellen  Werthen  des 
Parameters 

,  -        c  —  b      ,       a-c     _       b  —  a 

l  m  n 

Sie  sind  demnach  repräsentirt  durch  die  Gleichungen 

die  ganz  in  unendlicher  Entfernang  gelegene,  welche  für  gleiche 
Vorzeichen  der  Gonstanten  l^m^  n  imaginär  wird,  während  sie  für  ver- 
schiedene Vorzeichen  reell  bleibt, 

cß^  —  by^—  /ö*=-0, 

ba*—aß^+nö*  =  0\ 
von  denen  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Zeichen  für  /,  m,  ;i,  weil«,  b^  c 
wegen  ihrer  Verbindung  mit  diesen  nicht  gleichzeitig  positiv  odef  negativ 
sein  können,  ein  imaginärer  Kegelschnitt  sein  wird,  während  die 
beiden  anderen  reelle  Gurven,  die  eine  von  elliptischer,  die  andere 
von  hyperbolischer  Art  Sein  müssen. 

15.  Es  ist  die  natürliche  Erweiter.ung  des  Begriffs  homofocaler  Gur- 
ven und  zugleich  ihre  nothwendige  Gonsequenz,  wenn  als  homofocale 
Oberflächen  zweiten  Grades  diejenigen  bezeichnet  werden,  deren 
gemeinschaftlich  umschriebene  developpable  Fläche  einen 
unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  zu  einem  ihrer  ebe- 
nen Durchschnitte  hat.  Man  erkennt  sofort  und  die  vorige  Analyse 
bestätigt  es,  dass  noch  eine  zweite  von  diesen  Schnittcurven  zweiter  Ord- 
nung in  der  developpablen  Fläche  imaginär  sein  muss;  und  es  ist  nicht 
schwer  zu  sehen,  dass  die  beiden  übrigen  ebenen  Schnittcurven  zweiten 
Grades  jene  Focalellipse  und  jene  Hyperbel  der  Kreispunkte 
sind ,  welche  als  Grenzfälle  der  Familie  der  homofocaleh  Oberflächen  an- 
gehören. (Man  vergleiche  meine  Anzeige  von  Gabriel  Lam^'s:  y,Lefons 
$ur  169  coordonnes  curvilignes  etc,^^  in  der  Literatnrzeitung  dieser  Zeitschrift, 
Bd.  VI,  p.  18 — 21.)  Nach  den  dort  gewählten  Bezeichnungen  gehört  der 
erwähnte  zweite  imaginäre  Kegelschnitt  der  Hauptebene  der  y  z  für  d\e 
betrachtete  Flächenfamilie  an.  oigitized  by  GoOqIc 
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Die  vorigen  Gleichungen  führen  ohne  Weiteres  dazu  über,  wenn  man 
sie  durch  die  Bedingung  specialisirt ,  dass  der  unendlich  entfernte  imagi- 
näre  Kegelschnitt  der  developpablen  Fläche  ein  Kreis  werde,  dass  also  die 
Gleichung 

einen  Kreis  ausdrücke. 

Um  diese  Bedingung  zu  erhalten ,  betrachtet  man  die  Gleichung  der 
um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  einem  der  Einheit  gleichen 
Halbmesser  beschriebenen  Kugel ,  denn  man  erhält  aus  derselben  die  Glei- 
chung des  imaginären  unendlich  entfernten  Kreises ,  mit  welcher  dann  die 
vorige  Gleichung  identisch  sein  muss ,  als  Gleichung  ihrer  Durchschnitts- 
curve  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  oder  durch  die  Substitution  d  =  0. 

Jene  Gleichung  ist  unter  der  Voraussetzung ,  dass  9,  ^4;,  %  die  von 
den  Coordinatenachsen  gebildeten  Winkel  ausdrücken: 

a*  sin*q>  +  /5*  «'/i*^  +  y*  «n'x  —  2j5y  {cosq>  —  cosq>  cosx) 

— 2ya(costl} — cosx  co$q>)  —  2ajS  {cosn  —  cosq>  cosfp) 
=  d*  (1  —  cos^q>  —  cos'^  —  co^K  +  2cosq>  cosi^;  cos%), 
und  wird  daher  durch  die  Substitution  d  =  0  nur  dann  mit  der  Gleichung 
des  obigen  imaginären  Kegelschnitts  identisch,  wenn  zugleich 

cosq>  =  co8ip  =  cosx=z0   und  l  =  m=^n 
ist. 

Die  erstere  Bedingung  fordert  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
d«  h.  dass  die  allen  Oberflächen  des  Systems  gemeinschaftlichen  Diametral- 
ebenen  die  Hauptebenen  des  Systems  sein  müssen. 

Die  zweite,  welche  zugleich 

einschliesst,  gestattet 

/  =:  »l  :lj=  ;j  =  1 

zu  setzen  und  die  allgemeine  Gleichung  aller  Oberflächen  des  Systems  in 
die  Form 

zu  bringen. 
Für 

Ar==QO,   k  =  c  —  6,    k  =  a  —  c,    k  =  b  —  a 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  der  developpablen  Fläche, 
die  allen  Oberflächen  des  Systems  gemeinsam  umschrieben  ist,  respective 

««  +  |3«  +  y«  =  0, 
der  unendlich  entfernte  imaginäre  Kreis,  und 

—  {a  +  b  —  2c)ß*+{a  +  C'-'2b)f  +  ZÖ*  —  0, 
_(6  +  c— 2a)y*  +  3d*  +  (a  +  t  — 2c)a«  =  0, 

drei    in   den    Hauptebenen   gelegene   concentrische   Kegel- 
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schnitte'^),  deren  Achsen  mit  den  Hanptachsen  desSj^tems 
sasammenfallen;  von  denen  der  eine  nothwendig  imaginär 
ist,  während  die  beiden  anderen  von  verschiedener  Art  sind; 
für  welche  endlich  die  Quadrate  der  Hauptachsen  die  in 

(a  +  b  —  ic)  :  {b+c—2a)  :  (c  +  a  — 2fr) 
enthaltenen  Verhältnisse  haben.    Die  allgemeine  Gleichung  der 
Oberflächen  des  Systems  seigt,  dass  für  jede  individuelle  demselben  ange- 
fadrige  Fläche  die  Quadrate  der  Hauptachsen  den  Werthen 
j;. —  h  —  k      a  —  c — k      b  —  a — k 
^~    '  3         '  3^ 

respeetive  entsprechen,   dass  somit  dieselben  in  dem  bekannten  und  be* 
sproehenen  Sinne  homofocal  sind. 
Wenn  daher 

S  =  0 
eine  beliebige  Oberfläche  zweiten  Grades  und 

den  anendlich  entCernten  imaginären  Kreis  repräsentirt, 
so  das»  nach  dem  Vorhergehenden 

^=r  a*  ««•g>  +  jj'wi't^  +  y*  5tii*Ä  —  2|5y  (eos^  —  cos^  cosn) 
—  2y «  {cos%i;  —  cosn  co$ (p)  —  2a ß  {co8 x  —  COS q>  co#i(;) 
ist,  so  ist  die  Gleichung 

(immer  in  den  bezeichneten  Tangentialcoordinaten),  in  welcher^  einen 
▼  eränderlichen  Parameter  bedeutet,  der  analytische  Aus- 
druck aller  cfer  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  mit  der 
gegebenen  homofocal  sind. 

16.  So  führt  die  Betrachtung  der  derselben  developpablen  Fläche 
eingeschriebenen  Oberflächen  zweiten  Grades  zur  Theorie  der  hoyofocalen 
Flächen. 

Es  ergeben  sich  von  dem  so  eröffneten  allgemeinen  Gesichtspunkte  aus 
sofort  die  Fundamentalsätze  der  schönen  Abhandlungen  von  M.  Chasies  . 
als  die  einfachsten  Folgerungen  aus  der  allgemeinen  Symbolgleichnng 

S  +  kK=0, 


*)  Sie  sind  bei  vielen  anderen  geometrischen  Untersuchnngen  wichtig  gefunden 
worden-,  man  vergleiche  die  Mittheilungen  darüber  in  der  citirten  Note  des  ^^Aperpu 
ktMtorigue^*  (Uebersetsung  von  Sohncke,  p.  422).  Am  bekanntesten  ist  wohl  die  von 
Quetelet  entdeckte  Eigenschaft  der  Focaicurven ,  dass  jede  von  ihnen  der  Ort  der 
Scheitel  aller  der  Rotations kegel  ist,  welche  durch  die  andere  gele^  werden  können. 
Stein  er  und  Bobillier  haben  hpäter  gezeigt,  dass  auch  in  dieser  Beziehung  die 
Focaicurven  nur  die  GrenzfUUe  des  homofocalen  Flächensystems  sind,  indem  sie 
die  Orte  der  Scheitel  aller  Rotationskegel  sind,  die  den  entspre- 
chenden OberfUichen  selbst  umschrieben  werden  können;  dem  sn- 
nächst  steht  wohl  die  B^erkung  von  Dupin,  dass  die  Focaicurven  den  geo- 
metrischen Ort  der  Mittelpunkte  der  Kugelig  bilden,  welchfr-4rei  ge- 
gebene berühren.  Digitized  by  VjOOQ IC 
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und  mit  derselben  Leichtigkeit  fliessen  daraus  die  zahlreichen  speciellcn 
Sätze  hervor,  welche  der  berühmte  Autor  hinzugefügt  hat. 

Allein  dieselbe  Betrachtungsweise  eröffnet  noch  weitere  Gesichts- 
punkte. M.  C  r  e  m  o  n  a  hat  an  die  Entwickelangen  erinnert,  welche  im  drit- 
ten Bande  von  Liouville's  Journal  von  M.  Terquem  und  M.  Chasles 
über  conjügirte  Linien  eines  Kegelschnitts  vom  analytischen  und 
▼cm  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  vorgelegt  worden  sind.  Als  con- 
jügirte Linien  wurden  diejenigen  bezeichnet,  welche  mit  dem  Kegelschnitt 
vier  reelle  oder  iq>aginäre  Punkte  gemein  haben,  die  einer  Kreisperipherie 
angehören.  M.  Chasles  hat  auch  bereits  in  aller  Kürze  von  den  in  Bezug 
auf  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  conjugirten  Kegel* 
flächen  als  von  solchen  gesprochen,  welche  mit  derselben  eine  auf  der 
Oberfläche  einer  Kugel  gelegene  Dnrchschnittscnrve  bestimmen. 

Sind  x^  y,  z  rectanguläre  Punktcoordinaten ,  so  dass 

a?*       «•       «• 
S  =  0,d.i.--+J.+-_1=0, 

eine  auf  ihre  Hauptebenen  bezogene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  reprä- 
sentirt,  während 

^=0,  oder  (j:— ic,)'+(y— y,)'+(^— m)'  =  0 
eine  Kugel  vom  Halbmesser  Null  aus  dem  Mittelpunkte  (^m'^m  ^i)  oder 
einen  über  dem  imaginären  unendlich  entfernten  Kreise  stehenden  imagi- 
nären Kegel  ausdrückt,  der  diesen  Punkt  zur  Spitze  hat,  so  werden  alle 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  mit  den  gedachten  beiden  Flächen  die- 
selbe ideale  Durchschnittscurve  gemein  haben,  durch  die  Gleichung 

$  +  ^  +  ^-i+*{(*-^.)*+(y-y.)*  +  (*-*.)*!  =  o 

oder 

dargestellt. 

Unter  der  Schaar  dieser  Oberflächen  sind  vier  Kegel,  welche,  wie 
vorher,  dei^enigen  Werthen  des  individualisirenden  Parameters  k  ent- 
sprechen, durch  die  der  Werth  der  Discriminante  dieser  Gleichung  auf 
Null  reducirt  wird.  Die  Spitzen  dieser  Kegel  gehören,  als  Mittelpunkte 
betrachtet,  nothwendig  der  Curve  an,  welche  von  den  Mittelpunkten  aller 
Oberflächen  des  Systems  gebildet  wird;  man  erhält  ihre  Gleichungen  leicht 
durch  die  mit  Null  verglichenen  partiellen  Differentiale  der  allgemeinen 
Gleichung.  (Man  vergl.  „Analyt.  Geom.  d.  K.",  Art.  330,  331,  Aufg,  8); 
sie  sind 
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und  liefern 

«•Arar,  ^'^Vi  c"Arr, 

Jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  dnrch  diese  Relationen  aus  a,  b,  c, 
^i>  ^19  ^1  und  dem  alle  Werthe  durchlaufenden  Parameter  k  berechnet 
werden ,  gehört  der  fraglichen  Curve  an ;  ihr  analytischer  Ausdruck  selbst 
wäre  durch  einen  einfachen  Eliminationsprocess  zu  gewinnen.  Man  er- 
kennt sofort,  dass  sie  von  der  dritten  Ordnung  ist,  weil  die  Einführung 
dieser  Werthe  in  die  Gleichung  einer  Ebene  zur  Bestimmung  von  k  eine 
Gleichung  dritten  Grades  liefert.  Die  Scheitel  der  fraglichen  Kegel  sind 
diejenigen  vier  Punkte,  die  sie  mit  der  Durchschnittscunre  aller  Ober- 
flächen des  Systems  oder  mit  allen  diesen  selbst  gemeinsam  hat;  einer 
derselben,  der  dem  Werthe  k=  ao  entspricht,  ist  der  Punkt  (o?!,  ^|,  z,) 
selbst,  und  der  imaginäre  Kegel 

(a:— a:0*+  (y— y.)'  +  («-«i)'  =  0 
ist  selbst  einer  der  vier  Kegel.   Diese  Kegel  heissen  die  der  Ober- 
fläche 

a;*       V*       2* 

bezüglich  des  Punktes  (ar,,y,,2:i)  conjugirten  Kegel;  alle  in 
der  Gleichung 

5  +  ^ +  ^  -  i  +  *l(^-*i)'+ (y-y.)'  + («-^.)*l  =0 

enthaltenen  Oberflächen  zweiten  Grades  können  ferner  be- 
züglich dieses  Punktes  conjugirt  genannt  werden. 

17.  Die  Vergleichung  mit  dem  Früheren  lehrt  schon  die  enge  Be- 
ziehung der  so  bezeichneten  Oberflächen  mit  den  homo- 
focalen  Oberflächen  zweiten  Grades.  Sie  sind  derselben  Dnrch- 
schnittscurve  umschrieben,  sowie  jene  derselben  developpablen  Oberfläche 
eingeschrieben  sind.  Diese  Gurre  hat  vier  Punkte,  von  denen  als  Scheitel 
ihr  Kegel  zweiter  Ordnung  umschrieben  werden  können ,  sowie  jene  deve- 
loppable  Fläche  vier  ebene  Schnitte  besitzt,  welche  Kegelschnitte  sind*); 
wenn  einer  jener  Schnitte  der  unendlich  entfernte  imaginäre  Kreis  ist,  so 
sind  alle  die  der  fraglichen  developpablen  Fläche  eingeschriebenen  Ober- 
flächen zweiten  Grades  homofocal,  und  wenn  einer  dieser  Kegel  ein  über 
dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  stehender  Kegel,   d.  h.  der 


•)  Seit  der  Vollendung  dieser  Arbeit  bat  die  deutsche  mathematische  Literatur 
eine  wahrhaft  bedeutende  Bereicherung  erfahren  durch  das  Erscheinen  des  Werkes : 
„Vorlesungen  über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  über  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentlicher  Professor  an  der  Univer- 
sität Heidelberg.^^  Leipzig,  Teubner.  Dasselbe  bietet  auch  über  die  Kernpunkte 
dieser  Abhandlung  die  eingehendsten  und  interessantesten  Entwickolungen ;  es  ist 
hier  vor  Allem  auf  die  Vorlesungen  XV— XVII  (p.  139—  183),  XXII  (p.  251  — 274J 
und  XXIV  (p.  287—801)  zu  verweisen.  -  .  .    -    -    -  ^  ^ 
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Asjmptotenkegel  einer  Kugel  ist,  so  sind  alle  die  der  gedachten  Durch- 
schnittscurve  umschriebene.n  Oberflächen  zweiter  Ordnung  conjugirt.  Beide 
Theorien,  die  der  homofocalen  und  homocjclischen  und  die  der  conjugirten 
Oberflächenfamilien ,  sind  als  auf  der  Symbolgleichung 

fusseud  erkannt. 

Aber  der  Zusammenhang  kann  noch  weiter  verfolgt  wer- 
den. Wenn  man  nämlich  den  Punkt,  bezttgltch  dessen  die  einzelnen 
Oberflächen  der  Familie  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Qrades  ^  =  0  und 
einander  conjugirt  sind ,  mit  dem  Mittelpunkt  dieser  Oberfläche  zusammen- 
fallen lässt,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  des  imaginären  Kegels,  wel- 
cher der  einzige  direct  gegebene  unter  den  conjugirten  Kegeln  der  Ober- 
fläche ist,  auf 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Familie  der  conjugirten  Flächen 

5  +  ^  +  ^-n-*(^+y*+**)  =  o 

kann  in  der  Form 

J  (1  +  «•*)  +  ^  (I +6'*)  +  ^  (1 +0«*)  -  1  =  0 

geschrieben  werden,  aus  welcher  man  sofort  ersieht,  dass  alle  eigentlichen 
Oberflächen  der  Familie  concentrisch  sind  and  die  nämlichen  Hauptebenen 
haben.  Wenn  man  aber  die  Discrirainante  dieser  allgemeinen  Gleichung 
mit  Null  yergleicht,  so  erhält  man  für  den  Parameter  k  die  den  vier  Kegel- 
flächen des  Systems  entsprechenden  Werthe 

und  somit  für  die  vier  conjugirten  Kegelflächen  des  Systems  selbst  die 
Gleichungen 

«•  +  ^•  +  «•=0, 


d.  h.  man  erkennt  als  solche  einen  imaginären  Kegel  und  drei  der 
Haupta^sen  der  gegebenen  Oberfläche  parallele  Cylinder. 
In  der  That  gehören  auch  die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Haupt- 
achsen der  vorher  besprochenen  Curve  der  Mittelpunkte  aller  Oberflächen 
der  Familie  an ,  wie  die  Gleichungen  derselben  augenscheinlich  darthun ; 
aber  diese  vier  Punkte ,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  der  gemein- 
same Mittelpunkt  der  unendlich  vielen  Flächen  der  FjRmilie ,  und  die  ilrei 
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anendlich  entfernten  Punkte  der  Coordinatenachsen,  sind  auch  die  einzigen 
beatimmten  Punkte  derselben. 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  Cylinderfiftchen  in  der  Form 
ct(a«_6»)y«  +  6«(a«  — c«)t»  =  a»6«c«, 

«,«(c»— a«)^?«^.  fl*(o«-  fc*)  tf  =  fl'dV 
schreibt,  so  erhellt  auch,  dass  nnr  zwei  von  ihnen  reell  sein  kön- 
nen, während  die  dritte  imaginär  ist,  sowie  dass  die  beiden  reel- 
len Ojlinder  von  yerschiedener  Art  sind,  nämlich  der  eine  elliptisch, 
der  andere  hyperbolisch. 

Man  siebt  dadurch  die  Analogie  mit  dem  System  der  homofocalen 
Oberflächen  verrolUtändigt ;  wie  dort  zwei  der  Kegelschnitte  der  gemein- 
schaftlich umschriebenen  deyeloppablen  Fläche  imaginär  wurden ,  so  wer- 
den hier  zwei  der  conjugirten  Segelflächen  imaginär;  und  specieller,  wie 
d.ort  die  eine  jener  Curven  zum  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  und 
die  andere  zum  imaginären  Kegelschnitt  in  einer  Hauptebene  wird,  so 
dass  diese  ganze  Hauptebene  dem  homofocalen  System  als  eine  Grenz- 
fläche angehört)  so  wird  hier  die  eine  der  conjugirten  Flächen  zu  dem  ima- 
ginären Kegel;  der  den  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  zur  Basis 
hat,  die  andere  aber  zu  dem  einer  Hauptachse  parallelen  imaginären  Cy- 
linder.  Den  beiden  reellen  Focalcurven  *)  in  den  Hauptebenen  der  homo- 
focalen Oberflächen  entsprechen  vollkommen  die  beiden  reellen  conjugir- 
ten Cylinder  der  conjugirten  Flächenfamilie. 

18.  Es  sei  erlaubt,  hier  die  Entwickelung  zu  unterbrechen  und  die 
Darlegung  der  Resultate,  welche  ans  den  so  gewonnenen  Fundamental- 
sätzen hervorgehen,  dem  nächsten  Hefte  dieser  Zeitschrift  vorzubehalten; 
sie  kann  nunmehr  auf  Grund  der  symbolischen  Gleichung 

^nnd  nach  den  im  Eingang  dieser  Abhandlung  vielfach  benutzten  Eigen- 
schaften derselben  im  genauesten  Anschluss  an  die  Veröffentlichungen  von 
If.  Chasles  und  die  erwähnte  Abhandlung  von  M.  Cremona  gegeben 
werden. 

Nur  das  sei  als  mit  dieser  Grundlegung  gleichartig  noch  hier  erwähnt, 
dass  die  Gleichung 

S-|.Äir=0 
unter  speciellen  Voraussetzungen  Über  die  Natur  der  quadratischen  Form 
S  folgende  besondere  Bedeutungen  gewinnt.     Zuerst:  Wenn  5  =  0 
das  System  zweier  Ebenen  darstellt  oder  zum  Product  zweier  liivearen 
Factoren  ^^  =  0,  -P  =  0  wird,  so  werden  durch  die  Gleichung 


*)  M.  Chasles  bezeichnet  diese  Focalcnrveu  ia  der  erwähnten  Note  XXXI  des 
,,Aper^t  hUtorique'*  als  „excentrischeK  egelschnitte  der  Oberflächen  zweiten 
Grades",  weil  er  den  von  M.  Qaetelet  für  eine  Curve  dritten  Grades  angewende- 
ten Ansdmck  „Focale**  vermeiden  will.  ,, ,    _    _      ^^ 
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AB  +  kK  =  0 
Oberflächen  zweiten  Grades  repräsentirt,   welche  die  Spitze 
des  imaginären  Kegels  K  =  0  zum  Focalpunkt  und  die  Ebe- 
nen ^  =  0,  i?=0  zu  bezüglichen  Directionsebenen  haben. 

Wenn  speciell  diese  Ebenen  die  Spitze,  d.  i.  den  Punkt  (x, ,  ^1,2:,) 
selbst  enthalten,  so  dass  er  ihrer  Dnrchschnittslinie  angehört,  so  sind  die 
Oberflächen  AB  +  kK=sO 

Kegelfächen  vom  Seheitel  (a:|,  ^i,  Zt)  und  die  beiden  Ebenen 
sind  ihre  cyclischen,  d.h.  die  ihren  Kreisschnitten  paralle- 
len Ebenen. 

Sodann:  Wenn  5=:0  zwei  zusammenfallende  Ebenen  repräsentirt 
oder,  wenn  S  das  Quadrat  eines  linearen  Factors  A  ist,  so  werden  durch 
die  Gleichung 

A*  +  kE:=.0 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  dargestellt,  für  weichender 
Punkt  (0:1,  |/j,Zi)  ein  Brennpunkt  und  ^  =  0  die  bezügliche  Di- 
rectionsebene  ist  Enthält  aber  endlich  jene  Ebene  den  Punkt 
(^ii^if  ^1)  selbst,  so  sind  die  dargestellten  Flächen  Eotationskegel 
zweiten  Grades,  die  diesen  Punkt  zur  Spitze  haben  und  de- 
ren Achse  zur  Ebene  ^  =  0  senkrecht  ist. 

Man  ist  damit  vollständig  auf  die  Grundgedanken  und  in  die  Anfange 
dieser  Abhandlung  zurückgeführt. 

Ich  erinnere  endlich  in  aller  Kürze  an  die  entsprechenden  Be- 
trachtungen der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  weil  es 
in  mancher  Beziehung  lehrreich  ist,   sich  hier  rückblickend  zu  orientiren. 

Wenn  sich  die  betrachtete  Oberfläche  zweiten  Grades,  welche  mit  der 
ihr  und  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  umschriebenen  deve- 
loppablen  Fläche  dem  System  der  homofocalen  Flächen  zweiten  Grades 
Ursprung  giebt,  auf  eine  Curve  des  zweiten  Grades  reducirt,  so  treten  an 
Stelle  der  vier  ebenen  Schnittcurven  des  zweiten  Grades,  welche  das 
System  cbarakterisiren  und  von  denen  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind, 
drei  Puuktepaare ,  von  denen  zwei  imaginär  sind;  das  homofocale  Flächen- 
system hat  vier  ebene  Focalcurven,  von  denen  zwei  imaginär  sind,  das 
System  confocaler  Curven  hat  drei  Paare  von  Brennpunkten,  von  denen 
zwei  imaginär  sind;  sowie  unter  jenen  der  unendlich  entfernte  imaginäre 
Kreis,  so  ist  unter  diesen  das  Paar  der  unendlich  entfernten  imaginären 
Kreispunkte,  welche  dieser  Ebene  angehören. 

Wenn  man  aber  das  System  der  conjugirten  Linien  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  betrachtet,  so  erscheinen  als  solche  zwei 
Paare  den  Hauptachsen  parallele  und  von  ihnen  gleich  weit  abstehende 
Gerade,  von  denen  das  eine  reell  und  das  andere  imaginär  ist,  und  die  den 
Mittelpunkt  der  Curve  mit  den  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis- 
punkten verbindenden  Geraden.     Wie  jene  sechs  Punkte  die  Ecken  eines 
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umschriebenen  Vierseits,   so  bilden  diese  sechs  Geraden  die  Seiten  nnd 
Diagonalen  eines  eingeschriebenen  Vierecks. 

Die  Zwischenstufe  zwischen  den  Betrachtungen  der 
Ebene  und  des  Raumes  wird  von  den  Familien  homofocaler  und  con- 
jugirter  Kegelflächen  und  homofocaler  und  conjugirter  sphärischer  Kegel- 
schnitte gebildet;  die  letzteren  entstehen  als  die  Durchschnitte  der  Kegel 
mit  irgend  einer  aus  ihrer  gemeinschaftlichen  Spitze  als  Centrum  beschrie- 
benen Kugel.  Die  Focalcurven  der  allgemeinen  Oberflächen  zweiten  Gra- 
des rednciren  sich  bei  den  Kegelflächen  auf  dieFocallinien,  gerade  Linien 
durch  die  Spitze,  welche  in  jeder  zu  einer  von  ihnen  normalen  Schnitt- 
ebene einen  Brennpunkt  der  Schnittcurve ♦)  bestimmen;  die  Polarebenen 
dieser  Focallinien  sind  die  Directionsebenen  des  Kegels.  Die  cyclischen 
Ebenen' stehen  zu  ihnen  in  einer  polaren  Beziehung;  wenn  man  als  den 
.Ergänzungskegel  des  gegebenen  den  concentrischen  Kegel  bezeichnet, 
welcher  von  den  Normalen  zu  den  Tangentialebenen  jenes  ersteren  gebildet 
wird,  so  sind  die  cyclischen  Ebenen  des  Ergänzungskegels  zu  den  Focal- 
linien des  gegebenen  senkrecht.  Die  Focallinien  der  Kegel  treffen  die  aus 
ihrer  Spitze  beschriebene  Kugel  in  den  Brennpunkten  der  sphärischen 
Kegelschnitte,  welche  diese  selbst  auf  ihr  bestimmen;  die  Directions- 
ebenen schneiden  sie  in  den  Directionsachsen  und  die  cjclischen  Ebenen 
in  den  cjclischen  Bögen  derselben.  Man  kann  diese  Zusammenhänge 
leicht  des  Weiteren  ausführen. 


*)  Dieselbe  Eigenschaft  charakterisirt  auch  die  Focalcurven  der  allgemeinen 
Oberfläche:  Jede  Kormalebene  in  einem  Pnnkte  der  Focalcnrve  schnei- 
det die  Oberfläche  in  einem  Kegelschnitt,  der  einen  seiner  Brenn- 
punkte in  diesem  Punkte  selbst  hat.  Es  wird  darauf  später  noch  zurück  zu 
kommen  sein. 
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L    Veber  ein  paar  Vngleiohimgen  und  Grenswerthe.     Von  Prof. 
O.  Fort. 

Ans  den  für  ganze  positive  m  geltenden  Divisionsresnltate 

a —  0 

ergiebt  sich  bekanntlich  in  einfacher  Weise  für  a  >  6  >  0  die  Kichtigkeit 

der  Ungleichung 

a""  —  6"" 

mä^-^  > —  >  m&"-i. 

a — b 

Dass  dieselbe  für  jede  reelle  Zahl  m,  wenn  sie  nur  grösser  ist  als  1,  Gel- 
tung» behält,  kann  zwar  auf  verschiedene  Art  nachgewiesen  werden;  die 
folgende  Ableitung  dürfte  sich  jedoch  vielleicht  dadurch  vor  anderen  em- 
pfehlen ,  dass  sie  nur  das  obige  Divisionsresultat  voraussetzt» 

Sind  p  und  q  zwei  positive  ganze  Zahlen,  von  denen  p  >q^  so  folgt 
ans  den  für  jed^n  positiven  ächten  Brach  x  geltenden  p  —  q  Ungleichungen 

a  +  a-  +  a«  +  . . .  +  xT-^  >qx^ 

1  +  a;  +  ar«  + .  . .  +  arf-i  >  q  xf^^ 

l  +  a?  +  a:*  +  ..-  +  a:^-*  >qx^+^ 

1  +  a:  +  «»  + . . .  +  ar«-i  >  qxlf''\ 
wenn  man  dieselben  dnrch  Addition  vereinigt, 

{P—2)  (1  +0:  +  a:«  +  , . .  +  a:«^')  >  y (a:^  +  arH-i  ^ ^#+24.. . , -|.  ^f-^)^ 
also  auch 

p  (1  +  o;  +  a;*  + . . .  +  o;«^*) 
>g(l  +  ar  +  a:*  +  ...  +  a:»-*+a:«  +  al+'+ar«+2+...  +  a:P-*), 
und  hieraus 

n        1  —"-x^ 

\)-  "*>.-— i>    wennO<a:<l. 

q       1 — ;p» 

FUr  Werthe  von  a;,  welche  grösser  sind  als  1,  müssen  beide  Seiten  dieser 

Ungleichungen  vertauscht  werden;  man  erhält  dann  in  ganz  gleicher  Weise 

2)  "niT  ^     *  yrenn  x  >  i, 

^    ^  ^  Digitizedby  Google 
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Den  für  die  Richtigkeit  der  Ungleichungen  1)  und  2)  gestellten  Bedingnn- 
gen  wird  genügt,  sobald  man  in  der  ersten  x  =  y   --  und  in  der  zweiten 

« 5=  7/  —  snbstitnirt,  wenn  a  >  6  >  0.  Setzt  man  hierbei  —  ==  m,  nnd 
mnltiplicirt  in  No.  1)  beiderseitig  mit  a*""*,  in  2)  mit  ft**"*,  so  folgt: 

3)  m  a«»-*  > —  >  m  fr"»-*, 

a — 0 

nnd  es  gilt  jetzt  diese  Ungleichung  für  alle  rationalen  Werthe  von  m ,  wel- 
che grösser  sind  als  1.  Durch  Einschliessung  irrationaler  Werthe  in  ratio- 
nale Grenzen  lässt  sich  dann  auf  bekannte  Art  beweisen,  dass  dasselbe 
Resultat  auch  noch  für  irrationale  m  richtig  bleiben  muss,  wenn  sie  nur 
grösser  sind  als  die  Einheit. 

Von  den  mancherlei  Folgerungen,  welche  die  algebraische  Anaijsis 
aus  diesem  Resultate  zieht,  möge  hier  nur  ein  einfacher  Beweis  für  die 
Richtigkeit  des  bekannten  Grenzwerthes 


^'■"•[0+^)1=' 


Platz  finden ,  worin  o  eine  unendlich  werdende  reelle  Zahl  und  e  die  Basis 

der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 

Bringt  man  zunächst  die  Ungleichung  3)  auf  die  Form 

4)  ma''-^  (a  -^6)  >  «"*— 6«»  >  infr*-!  («  — &)  * 

k+ 1  k 

nnd  setzt  dann  a  =s  — ; — ,  fr  =  1  und  m  =  —  ,  wobei  Ar  >  «  >  1  sein  soll, 
k  n 

so  folgt: 

also  auch: 

Wird  ferner  mit  Beibehaltung  der  für  m  gemachten  Substitution  ein  ande- 
res  Mal  a  s=s  1  und  fr  =  •      ■  gesetzt,  so  ergiebt  sich: 


(^r>(^)- 

^^  \k^  i)    "^  KrT^l)   '  Digitized  by  GoOglC 


und  hieraus 


oder  auch 
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Die  Ungleichungen  5)  und  6)  Beigen,  daas,  wenn  man  n  zwischen  den 
Grenzen    1  und  oo    beliebig    wachsen    lässt,    der    Werth    der   Function 

1    fortwährend   zunimmt,  während   dagegen    (  j     fortwährend 

abnehmen  muss.  Dabei  kann  aber  weder  die  erste  dieser  beiden  Functio- 
nen in  das  Unendliche  wachsen ,  noch  die  zweite  bis  zum  Verschwinden 
klein  werden,  weil  immer 

n+1  n 

n     ^n  — 1' 
also  auch 

(^')'<fe)" 

bleibt.  Beide  Functionen  müssen  sich  folglich  endlichen  Grenzen  nähern, 
für  welche  z.  B.  aus  der  Substitution  n  =  2  abgeleitet  werden  kann,  dass 
sie  zwischen  den  Zahlen  2|-  und  4  gelegen  sind. 

Bestimmt  man  nun  nach  der  Ungleichung  4)  die  Grenzen  der  Differenz 

so  erhält  man  als  obere  Grenze 


n  \«  -  1/ 


und  als  untere 

n«_iV    n    J   ^  n\    n    )  ' 
es  ist  also 

')  ife;>fe)--e4^)->i(^T- 

Da  in  beiden  Grenzen  bei  unendlich  werdenden  n  die  Factoren  ( j 

I   endlich  bleiben^  während  der  Factor  —  gegen  die  Null  con- 

vergirt,'80  gehen  beide  Grenzen  selbst  in  Null  über,  und  es  geschieht  das- 
selbe mit  der  Differenz  der  beiden  in  Eede  stehenden  Functionen.  Beide 
Functionen  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche  Grenze,  für 
welche,  wenn  man  sie  mit  e  bezeichnet,  Näherungswerthe  aus  der  Unglei- 
chung 

('^)"<«<fe)" 

abgeleitet  werden  können. 

Beachtet  man  endlich,  dass  der  Ausdruck  ( j   auch  in  der  Form 

(l j      geschrieben  werden  kann,  so  lässt  sich,   wenn  man  oo  an  die 
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Stelle  eines  anendlich  werdenden  positiven  oder  negativen  n  setzt,  das 
Besnltat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  in  der  Gleichung 

8)  Lin.[{i  +  iy]=.e 

zusammenfassen. 

n.  Transformation  einer  endliolien  Reihe. —  Bezeichnen  {(i\y  (^),, 
(i»)c  etc.  die  zum  Exponenten  n  gehörigen  Binomialcoefficienten ,  so  ist 
für  heliebige  p  und  q ,  sowie  für  ein  ganzes  positives  n 

(p  +  ^)«  =  (p)«  (9)0  +  (p)n-i  {g)i  +  (p)«-2  {q)t  + . .  ■ 

Im  Falle  q  =  —  Ar,  n  =  p  —  Ar,  wo  k  und  p  ganze  positive  Zahlen  be- 
deuten mögen,  wird  hieraus 

l  =  (p),^  (- Ar)o  +  {p)p^k^i  i-k\  +  {p)p,i^2  (-Ar),  +  . .  . 
oder 

1  =  {P)k  —  W,  (p)h-i  +  (*  + 1).  (P)*4^  -  • . . 
Wendet  man  diese  Gleichung  der  Eeihe  nach  für  Ar=:  1, 2, 3, . .  .p  an,  mul- 
tiplicirt  die  erste  Gleichung  mit  1",  die  zweite  mit  2*",  die  dritte  mit  3* 
n.  s.  w.,  so  erhttlt  man  durch  Addition 

1»  U.  2"»  -1.  3M  ^  ^  ^      .1.  pM 

=  1-  [(P).  -  (l).  (P)«  +  (2).  (P).  -  (3).  (P)i  +  •  •  •] 
+  2"  [(P).  -  (2).  (P).  +  (3)»  (p)4  -  (4),  (;^»  +  . .  .] 
+  3-  [(P),  -  (3),  iP)*  +  (4).  (P)»  -  (5),  (/»),  +  ...]" 

Nach  den  Binomialcoefficienten  (p)i,  (p)t  etc.  geordnet,  giebt  dies 
im  ^  2"»  +  3*»  +  .  . .  +  p" 
=  1"  (P),  +  [:^  -  (1),  1-*}  (P).  +  [3-  -  (2)t  2«*  +  (2),  1«]  (p),  +  .  .  . ; 
Bur  Abkürzung  sei 

«,  =  /,«»  _(Ar-l),(A:-l)«  +  (Ä-l),(Ä~2)«-..., 
es  ist  dann 

l«  +  2«  +  3"  +  . . .  +  p« 

=  «I  (P)i  +  «1  (P)«  +  «8  (P)»  +  ;  . .  +  öp  (p)i,. 
Der  Werth  von  ak  kann  unter  folgender  Form  dargestellt  werden 

und  nach  einem  bekannten ,  auch  elementar  leicht  beweisbaren  Satze  ver- 
schwindet der  Zähler ,  sobald  k'^m  +  l  ist ;  daher  vereinfacht  sich  die  ge- 
fundene Transformation  und  giebt 

im  +2«  +  3*'  +  ...+P'" 

==  «1  (P)i  +  ««  (P)i  +  •  •  •  +  ««+1  (P)»H-i- 
80  ist  z.  B.  für  m  =  2 

0^  =  1,     fl[,=3,     as=?> 
1«  j-  2*  +  3*  +  .  .  .  +  p* 

=  (p). + 3  (p),  +  2  (p), = j  p  (p  + 1)  C2i»  ^7^p.  Google 
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und  für  w,=  3 

«1  =  1,      ö«  =  7,      «8  =  12,      «4=0» 
1«  +  2«  -h  3^  +  . . .  +  jö« 


SCHLÖMILCH. 


m.  üeber  LeitliniexL  —  Professor  Raabe  hat  im  zweiten  Bande 
des  Crelle*8chen  Journals  einen  Aufsatz  über  Leitlinien  veröffentlicht,  in 
welchem  er  die  Definition  aufstellt:  Leitlinie  einer  gegebeneu  krummen 
Linie  ist  diejenige  Linie,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Normale, 
welche  von  irgend  einem  Punkte  jener  Curve  auf  sie  gefallt  wird,  gleich 
der  Entfernung  jenes  Punktes  von  einem  gegebenen  festen  Punkte  der 
Ebene  ist.  Der  Unterzeichnete  hat  dann  im  zwanzigsten  Bande  von  6ru- 
nert^s  Archiv  den  Gegenstand  aufgenommen  und  einige  nicht  uninteres- 
sante Beispiele  angeführt.  Späten  hat  Baabe  selbst  im  48.  und  50.  Bande 
von  Crelle's  Journal  Weiteres  bekannt  gemacht,  besonders  einen  Satz, 
der  den  Zusammenhang  der  Leitlinien  mit  den  Fnsspunktscnrven  betrifft. 
Da  indessen  sowohl  die  Ableitung  jenes  Satzes  bei  Kaabe  etvcasun^^r 
ist,  als  derselbe  auch  in  anderer  Weise  ausgesprochen  werden  kann,  und 
als  endlich  der  wirkliche  analytische  Zusammenhang  der  in  der  Unter- 
suchung vorkommenden  Gleichungen  noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint, 
so  dürfte  auch  jetzt  noch  die  Veröffentlichung  nachfolgender  Eesultate  ge- 
rechtfertigt sein. 

Benutzen  wir  wieder  unsere  frühere  Bezeichnungsweise  und  unter- 
scheiden die  Curve  von  der  Leitlinie  dadurch,  dass  wir  bei  jener  latei- 
nische, bei  dieser  griechische  Buchstaben  anwenden.  Nennen  wir  also  m 
einen  Punkt  der  Curve,  ft  einen  Punkt  der  Leitlinie,  und  zwar  den  m  ent- 
sprechenden Punkt  der  Leitlinie,  wenn  die  myi  zur  Leitlinie  normal  ist. 
Der  gegebene  feste  Punkt  möge  o  heissen  und  als  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  dienen,  auf  welches  Alles  bezogen  wer- 
den soll.     Die  Definitiousgleichung  der  Leitlinie  heisst  demnach : 

om=  mfA 
oder  in  Anbetracht  der  Coordinaten  der  drei  Punkte  o^  m,  fi 

'1)  r  +  i2'=2a:S  +  2yiy. 

Die  Gleichungen  der  Curve  und  der  Leitlinie  heissen: 

2)    /•(^,y)  =  o,  3)    <p(|,i?)  =  o. 

Endlich  wird  die  Bedingung  noch  existiren,  dass  die  mfA  zur  Leitlinie  nor- 
mal ,  d.  h.  wenn  die  Differentialquotienten  von  tj  nach  $  durch  Striche  an- 
gedeutet werden,  es  wird  sein: 

4)  Xy-t,)f,'  +  {x-i)  =  0. 

Differentiiren  wir  nun  die  Gleichungen  1)  und  4)  in  Bezug  au fj,  so  istC 
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5)  H.,^'=;^+gl|+y,'  +  ,l|, 

6)  V^/^-V*  +  {!f-v)v"  +  ~i='o. 
Daraus  die  Werthe: 

7)  (£»?'  —  •?)  ^  =  ^  +  y  V  -^yi  n  +  IV«  — i?V  +  |ij  V, 

Werden  nun  noch  7)  und  8)  mit  Hilfe  von  4)  umgeformt,  indem  man 
a:  +  yi7''  =  t?i;'  +  S  und  — xiy' =  (y  —  i?)  V*  —  S«?'  substituirt,  so  ergiebt 
eine  einfache  Divisjon 

9)  '  ^  =  y'  =  -i. 

Darin  ist  aber  der  schon  von  Raabe  gefundene  Satz  enthalten.  Der  geo- 
metrische Sinn  der  Gleichung  9)  heisst  nämlich  so : 

„Wird  die  gerade  Linie  Ofi  im  Punkte  d  halbirt  und  dm  ge- 
zogen, so  ist  diese  Gerade   einestheils   senkrecht  zu  Ofi  (weil 
^       otn^=m(i  sein  mnss),  anderentheils  ist  sie  Berührungslinie  an  die 

Curve  in  dem  Punkte  m," 
Der  Beweis  dieser  Deutung  ergiebt  sich  unmittelbar,  sowie  man  nur 
die  vorgeschriebene  Construction  ausführt.  Eben  so  leicht  ergiebt  sich 
aber  alsdann  folgender  weitere  Satz.  Wenn  auch  an  die  Leitlinie  im 
Punkte  ft  eine  Berührungslinie  gezogen  wird,  welche  die  verlängerte  md 
im  Punkte  i  trifft,  so  ist  immer 

J  mifi  =  moii. 
„Der  Winkel,  den  die  Berührungslinien  an  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  der  Curve  und  der  Leitlinie  mit  einander  bil- 
den, ist  gleich  dem  Winkel  der  beiden  Leitstrablen,  welche  von 
dem  festen  Punkte  o  an  jene  Punkte  m  und  ft  gezogen  werden." 
Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  erweisen  sich  diese  Sätze  noch 
leichter.     In  der  citirten  Abhandlung  haben  wir  abgeleitet,  dass,  wenn 
auf  0  als  Pol  bezogen        ^.^*.  ^ 

^(r,/)  =  0,   "^■'  •  a>(^^)=o 

die  Gleichungen  der  Curve  und  der  Leitlinie  sind,  die  Gleichungen,  welche 
die  Bedingungen  der  Untersuchung  enthalten,  nach  leichter  Umformung 
80  geschrieben  werden  können:   ^. 

p  =  2r  .  cos  {l — d),  p'  =  2r  .  sin  {t — ^). 

Differentiirt  man  die  erstere  der  beiden  Gleichungen  nach  ^,  und  schreibt 
für  q  den  durch  die  zweite  gebotenen  Werth ,  so  wird 

Z  =  —  2rsin{l-^)f^  +  2cos{i—9).-^^. 
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Daraus  folgt 


oder  endlich 


dr 

—  =  r=:^r  iang  {t — -») 


Das  ist  aber  nach  der  bekannten  Bedeutung  des  ersten  Diiferentialquotien- 
ten  bei  Polarcoordinaten  nichts  anderes,  als  unsere  zweite  Darstellungs- 
weise des  Satzes,  aus  welcher  sich  dann  rückwärts  die  erste  ergiebt. 

Denken  wir  uns  nun  einmal  die  Gleichungen  1),  2),  4),  das  andere 
Mal  die  1),  3),  9)  gegeben ,  so  lassen  sich  folgende  Werthpaare  entwickeln : 

10))  '^"-^"'^      '  11)  ■^  +  *"      ' 

[y—Ti^-irr)^  (" — r+7^' 

und  die  Substitution  von  10)  in  2)  liefert  die  Differentialgleichung  der  Leit- 
linie zu  einer  gegebenen  Curve,  ebenso  wie  die  Substitution  von  11)  in  3)  die 
Differentialgleichung  der  Curve  zu  einer  gegebenen  Leitlinie  darstellt. 

Es  scheint  nun  von  eigenthümlichem  Interesse ,  dass  diese  beiden  so 
allgemeinen  Differentialgleichungen  der  wirklichen  Integration  fähig  isind, 
indem  die  frühere  Gleichung  1)  ein  particuläres  Integral 
derselben  ist,  je  nachdem  ^an  die  or,  y  durch  die  Constanten 
a,  ß  oder  die  |,  ri  durch  die  Constanten  a,  b  ersetzt,  wobei  das 
eine  Mal  /*(cr,j3)  =  0,  das  andere  Mal  q>{a,b)  =  0. 

Dieser  analytische  Zusammenhang  verificirt  sich  ohne  Mühe.  !^ine 
directe  Ableitung  aus  den  betreffenden  Differentialgleichungen  etwa  durch 
Trennung  der  Veränderlichen  ist  bisher  noch  nicht  gelungen. 

Um  so  einfacher  war  die  geometrische  Ableitung  desselben.  In  der 
That  sieht  man  leicht  ein ,  dass  sowohl  die  Curve  als  die  Leitlinie  als  ein- 
hüllende Linien  zu  betrachten  sind ,  dass  also  die  Gleichungen  2)  und  3) 
singulare  Integrale  der  betreffenden  Differentialgleichungen  sein  müssen. 
Die  von  der  Curve  eingehüllten  Linien  sind  jene  geraden  Berührungslinien 
dm ;  die  von  der  Leitlinie  eingehüllten  sind  Kreise ,  deren  Mittelpunkt  in 
m  und  deren  Halbmesser  mo.  Die  Gleichungen- jener  geraden  Linien,  so- 
wie jenes  Kreises  sind  demnach  die  gesuchten  particulären  Integrale  und 
aus  ihrer  geometrischen  Definition  ermitteln  sie  sich  leicht  in  der  vorge- 
nannten Gestalt: 

a*  +  b*  =  2ax  +  2by^   wo^(a,6)=0, 
und 

|«  +  V  =  2aS  +  2l8i7,    wo  /'(a,j8)  =  0, 

Cantor. 
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IV.  Analytisoh- geometrische  Hotizen.  Von  Dr.  Wilh.  Fiedler.  — 
In  meiner  Bearbeitung  von  Rev.  Salmon's  „Treatise  on  Conic  Seciions^^,  „Ana- 
lytische Geometrie  der  Kegelschnitte"  ist  im  Art.  363  der  Nachweis  ge- 
liefert,,  dass  für  zwei  Kegelschnitte  5=0,  5}  =jO  ein  Dreieck  existirt, 
welches  gleichzeitig  dem  ersten  eingeschrieben  und  dem  zweiten  umschrie- 
ben ist,  sobald  die  Relation 

erf&Ut  ist,  in  welcher  die  jSymbole  B^ ,  0  und  J^  die  Bedeutungen  haben, 
welche  ihnen  an  der  angeführten  Stelle  oder  in  meinem  Aufsatze  im 
VI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  p.  140,  beigelegt  sind.  Diese  Relation  liefert 
anf  zwei  Kreise  bezogen  ein  beachtenswerthes  Resultat  von  grosser  Ein- 
fachheit. 
Sind 

ar«+y«  =  ^«  und  (a?- a)«-Ky— /?)«  =  r« 
die  Gleichungen  der  Kreise,  deren  erster  als  der  eingeschriebene,  der  an- 
dere als  der  umschriebene  betrachtet  werden  mag,  so  erhält  man 


^: 


Q' 


.ö,_ . -, , 

und  hat  somit  die  fragliche  Bedingung  in  der  Form 

d.  i. 

a*+/3*  — r«=  +  2r^. 
Man  kann  nach  dieser  Relation  entweder  aus  dem  Halbmesser  r  des 
umschriebenen  Kreises  und   den  Mittelpanktscoordinateu  a,  ß  des  einge- 
schriebenen Kreises  den  Halbmesser  des  letzteren  berechnen 

*-± — ^'^ — ; 

die  vom  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises  an  den  um: 
schriebcnen  Kreis  gezogene  Tangente  ist  die  mittlere  geo- 
metrische Proportionale  zwischen  dem  Halbmesser  des  ein- 
geschriebenen und  dem  Durchmesser  des  umschriebenen 
Kreises.  Man  sieht,  der  Halbmesser  des  eingeschriebenen  Kreises  wird 
Null,  wenn  sein  Mittelpunkt  in  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
liegen  soll;  die  letztere  Forderung  ist  somit  durch  kein  Dreieck  zu  er- 
füllen. Oder  man  berechnet  für  gegebene  Halbmesser  beider  Kreise  die 
Mittelpunktscoordinaten  des  umschriebenen  Kreises;  dazu  die  Relation 

a«  +  iS«=:=r(r  +  2(,); 
d.i.:    Die  Centra  aller  Kreise  von  gegebenem  Halbmesser  r, 
welche  für  einen  festen  eingeschriebenen  Krei_s_  vom  _Halb€ 
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messer  g  die  Eigenschaft  hahen,  denselben  Dreiecken  um- 
schrieben zu  sein,  liegen  auf  der  Peripherie  eines  mit  dem 
letzteren  concentrischen  Kreises,  der  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  zwischen  dem  Halbmesser  des  ersten 
und  der  algebraischen  Summe  aus  diesem  und  dem  Durch- 
messer des  zweiten  zum  Halbmesser  hat. 

Man  sieht,  der  Halbmesser  jenes  Kreises  kann  nur  Null,  d.  h.  der 
ein-  und  umgeschriebene  Kreis  können  nur  concentrisch  werden  für 
r  =  2Q  im  Fall  des  unteren  Vorzeichens;  so  geschieht  es  im  Fall  des 
gleichseitigen  Dreiecks.  *) 

Bekanntlich  lassen  sich  für  jedes  Paar  solcher  Kreise  unzählig  viele 
Dreiecke  zugleich  ein-  un.d  umschreiben;  für  alle  solche  Dreiecke  lässt 
sich  leicht  beweisen;  dass  der  Ort  der  Durchschnittspunkt  ihrer 
Höhen  ein  Kreis  ist,  welcher  die  algebraische  Summe  vom 
Durchmesser  des  umschriebenen  und  dem  Halbmesser  des 
eingeschriebenen  Kreises  zum  Halbmesser  hat. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  allgemeine  Grundlage ,  von  der  hier 
ausgegangen  ward,  zahlreiche  andere  Eutwickelungen  in  ähnlicher  Bich- 
tuQg  zulässt.     Es  galt  mir  hier  nur ,  sie  anzudeuten. 

Aber  der  allgemeinen  Aufgabe  über  zwei  Kegelschnitte,  welche  hier 
vorausgesetzt  ist,  steht  eine  ähnliche  Aufgabe  in  der  Geometrie  der  Ober- 
flächen zweiten  Grades  zur  Seite.  Sie  lautet:  Welche  Bedingung 
müssen-  die  Gleichungen  zweier  Oberfläche^  zweiten  Gra- 
des erfüllen,  wenn  die  eine  zwei  Gegenkanten  einesTetrae- 
ders  enthalten,  die  andere  aber  von  den  Flächen  desselben 
Tetraeders  berührt  werden  soll? 

Ich  gebe  die  Antwort  in  den  Bezeichnungen  der  Abhandlung  „über 
Dreiecke  und  Tetraeder  etc."  (Bd.  VI  dieser  Zeitschrift,  p.  140)  durch  die 
Formel 

wie  sie  sich  mir  nach  Rev.  Salmon^s  Anregungen  ergeben  hat. 

Ich  benutze  endlich  die  Gelegenheit,  um  zu  bemerken,  welches  die 
Bedeutung  der  Relation 

Ä  =  0 
isii  wenn  Sl  den  in  der  Formel 

(am  angeführten  Orte,  p.  144)  vorausgesetzten  Werth  hat. 


-  *)  Man  kann  endlich  auch  nach  dem  Halbmesser  r  des  umschriebenen  Kreises 
bei  gegebenem  Centrum  (a,  ß)  und  bei  gegebenem  eingeschriebenen  Kreise  fragen, 
und  findet 

r^  +  ^+Kp'^  +  a'  +  P*, 
welches  nicht  minder,  wie  alles  Frühere  leicht  construirt  werden  kannrjOOQlC 
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Die  Eelatioa  52  =  0  findet  statt,  wenn  die  Kanten  eine, 
in  Bezag  auf  die  erste  Ober  fläche  zweiten  Grades  sich  selbst 
conjugirten  Tetraeders  die  zweite  Oberfläche  sämmtlich 
tangiren.  '  * 

Ist  die  erste  Oberfläche 'ein  dreiachsiges  EUipsoid  und  die  zweite  eine 
Kugel ,  so  nimmt  jene  Kelation  die  entwickelte  Form  an : 
a«(jS«+y«)  +  fe»(y*+a')  +<?*(«*  +  ß^)  =  («' +  ^*  +  c')  r^  +  aH^  +  &'c«+c«a«. 

Sind  beide  Oberflächen  Kugeln  und  setzt  man  a  =  ^  =  c=::^,  so  wird 
„«  +  ^'  +  y»=|(r«+e«). 
Und  man  kann  andere  Kelationen  derselben  Art  durch  ähnliche  Speciali- 
sirnngen  erhalten. 


V.  Heber  die  Vieleoke  von  gebroohenttr  Seitenxahl,  oder  die  Be- 
deutung der  Stern -Polygone  in  der  Oeometrie.  Von  Ernst  Schröder, 
Btud.  math.  et  phys.  in  Heidelberg. 

Ueberall,  wo  wir  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  auftreten  sehen  an 
Gebilden,  welche  aus  Elementen  zusammengesetzt  sind,  kann  es  gelingen, 
auch  den  gebrochenen  Zahlen  einen  vernünftigen  Sinn  unterzulegen,  d.  h. 
neue  Gebilde,  welche  ursprünglich  nicht  zur  Kategorie  jener  als  ganz- 
zahlig definirten  Gebilde  gehörten,  mit  zu  denselben  kn  zählen,  indem 
man  sie  betrachtet  als  zusammengesetzt  aus  einer  gebrochenen  Anzahl' 
der  nämlichen  Elemente. 

Der  Vortheil  eines  solchen  Verfahrens  liegt  auf  der  Hand ;  er  besteht 
in  einer  Erweiterung  des  Begrififes  jener  Grössen,  welche  ursprünglich  nur 
aus  einer  ganzen  Anzahl  Elemente  zusammengesetzt  sein  durften,  und  er 
besteht  in  der  Ausdehnung  der  von  letzteren  Grössen  bekannten  Sätze  auf 
neue,  eben  die  gebrochenzahligen  Gebilde;  beides  ist,  wie  jede  Generali- 
sation,  das  Ziel  der  Wissenschaft.  Zugleich  wird  durch  das  Verfahren  eine 
zweckmässige  Ersparniss  erzielt,  indem  jeder  Satz,  der  für  die  ganzzahlig 
zusammengesetzten  und  für  die  gebrochenzahlig  zusammengesetzten  Ge- 
bilde sonst  doppelt  entwickelt  werden  müsste,  nun  zu  einem  einzigen  Satze 
zusammengefasst  oder  abgekürzt  wird. 

An  sich  zwar  giebt  es  nur  ganze  positive  Zahlen.  Ich  kann  A  als 
Element  eines  Gebildes  entweder  nicht  setzen  —  dann  habe  ich  Null  mal  A 
oder  0,  oder  ich  kann  es  1  Mal,  2,  3  ...  w  Mal  setzen,  wo  n  eine  positive  ganze 
Zahl  ist.     Man  kann  sich  aber  kein  Gebilde  vorstellen,  das  aus  — n  oder 

aus  —  Elementen  zusammengesetzt  ist.  —  Die  Einführung  des  Begriffs  der 

negativen  Zahlen  in  die  Algebra  —  um  bekannte  Beispiele  zu  wählen  — 
gewährt  aber  den  Vortheil ,  dass  die  Rechnung  mit  Summen  und  die  mit 
Differenzen  unter  gemeinsame  Regeln  gebracht  wird.  Die  Einführung  des 
BegrifiiB  der  gebrochenen  Zahlen  gewährt  den  Vortheil,  dass /man  solche 

u  y  -    -  ^-^  -  - 
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Grössen  durch  die  Einheit  ausdrücken  kann ,  die  überhaupt  keine  Summen 
aus  solchen  Einheiten  sind,  und  die  Betrachtung  der  gebrochenen  Poten- 
zen den  Nutzen ,  dass  man  solche  Ausdrücke  als  Potenzen  von  A  ansehen 
kann,  die  überhaupt  im  strengen  ^nne  des  Worts  keine  Potenzen,  d.  i. 
Producte  aus  gleichen  Factoren  A  wären. 

Wenn  nun  in  der  Algebra  die  Erweiterung  des  Begriffs  ganzzahliger 
Gebilde  auf  gebrochenzahlig  zusammengesetzte  von  so  grossem  Nutzen  ist, 
so  liegt  der  Gedanke  nahe,  dies  auch  in  der  Geometrie  bei  Gelegenheit  zu 
versuchen ,  und  es  wird  dies  um  so  leichter  zu  bewerkstelligen  sein,  als  die 
Geometrie  meist  nur  mit  continuirlichen  Grössen  zu  thun  hat. 

In  der  Reihe  der  Polygone  sehen  wir  alle  ganzen  Zahlen  von  3 ,  4 . . .  n 
bis  00  als  Seitenzahl  viftreten,  und  wir  wollen  versuchen,  die  Eigenschaf- 
ten der  Polygone  von  gebrochener  Seiten-  oder  Eckenzahl  —  kennen  zu 

lernen. 

Unter  einem  Polygon  wollen  wir  hier  nicht  etwa  eine  von  geraden 
Linien  begrenzte  ebene  Fläche,  sondern,  wie  dies  unzweideutiger  ist,  ein 
ebenes  System  von  begrenzten  Geraden  verstehen,  die  je  zu 
zweien  einen  Endpunkt  gemeinsam  haben,  das  Eck.  Die  übrigen  Durch- 
schnittspunkte dei;  begrenzten  Geraden  (Seiten),  die  nicht  zugleich  Be- 
grenzungspunkte derselben  sind,  mögen  zufällige  Ecken  oder  Kreu- 
zungspunkte heissen. 

Endlich  wollen  wir  der  leichteren  Darstellung  halber  zunächst  nur  die 
regulären  Yielseite  betrachten  und  die  von  ihnen  geltenden  Sätze  erst 
später  auf  die  irregulären  Vielseite  ausdehnen. 

Unter  einem  regulären  Polygon  verstehen  wir  ein  solches,  dessen 
Seiten  einander  sämmtlich  gleich  und  dessen  Umfangswinkel  (die  Win- 
kel, welche  die  Seiten  an  den  Ecken  bilden)  einander  ebenfalls  gleich  sind. 

Hier  haben  wir  noch  näher  zu  bestimmen,  welche  von  den  2 n  Win- 
keln ,  die  von  den  Seiten  eines  n  Seits  an  den  n  Ecken  gebildet  werden  und 
die  sich  zu  n  .360^  =  ;i .  2;e  ergänzen,  wir'  als  Umfangswinkel  nehmen 
wollen.  —  Die  2 w Winkel,  von  welchen  immer  zwei  sich  zu  360®  =  2ä  er- 
gänzen, sclieiden  sich  naturgemäss  in  zwei  Gruppen  von  je  »Winkeln  der- 
art, dass,  wenn  man  sich  das  Polygon  in  einer  Richtung  von  einem  Punkte 
durchlaufen  denkt,  die  «Winkel  der  einen  Gruppe  immer  auf  dereinen 
(linken) ,  die  der  zweiten  Gruppe  immer  auf  der  anderen  (rechten)  Seite 
der  Bewegungsrichtung  des  Punktes  in  der  Ebene  bleiben.  Von  diesen 
zwei  Gruppen  von  je  n  Winkeln  betrachten  wir  immer  nur  die  eine ,  und 
zwar  im  Allgemeinen  die  von  der  kleineren  Winkelsumme,  als  zum  Poly- 
gon gehöriges  Umfangswinkelsystem. 

Nach  diesen  Feststellungen  schreiten  wir  zur  Verallgemeinerung  der 
von  den  ganzzahligen  oder  fi  Ecken  bekannten  Sätze  über  die  gebrochgn- 
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zahligen  Vielecke  oder  — tel  Ecke,  und  sodann  zur  geometrischen  Den- 

tang  dieser  letzteren. 

1)  Von  den  reguläi-en  Polygonen  mit  ganzer  Seitenzahl  n  gilt  der 
Satz,  dass  sie  in  und  um  einen  Kreis  beschrieben  werden  können.  Da 
der  Beweis  dieses  Satzes  von  der  Voraussetzung  unabhängig  ist ,  dass  das 
Polygon  ein  geschlossenes  sei,  indem  man,  um  z.  B.  den  ersten  Theil  des 
Satzes  zu  beweisen,  durch  drei  benachbarte  Ecken  einen  Kreis  zieht  und 
▼on  jedem  folgenden  Eck  nachweist ,  dass  es  ebenfalls  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  um  seinen  Radius  R  entfernt  sei,    so  können  wir  auch  von  den 

keinenfalls  geschlossenen  —Ecken  sagen:  , 

In  und  um  jedes  reguläre  Polygon  Ton  der  Seitenzahl  ^  kann  ein 

Kreis  beschrieben  werden. 

2)  Die  Summe  der  Gentriwinkel  des  fiEcks  der  gewöhnlichen  Art  be* 
trägt  2it.  Da  dieser  Werth  von  der  Seitenzahl  n  unabhängig  und  constant 

ist,   so  soll  auch  die  Summe  der  Gentriwinkel  des  —Ecks  2n  betragen. 

3)  Alle  Gentriwinkel  des  regulären  n  Ecks  sind  einander  gleich ,  und 
beträgt  ein  jeder  — .    Ebenso  sind  die  Gentriwinkel  des  regulären  —  Ecks 

einander  gleich  und  beträgt  jeder  —  = . 

? 

4)  Die  Summe  der  Umfangswinkel  des  n  Ecks  ist  (« —  2)».     Setzen 

wir  darin  —  statt  n,  so  erhalten  wir  die  Summe  der  Umfangswinkel  des 
^  Ecks : 


l 2  I  Ä  =  -1-^ n. 

\q  /  .    q 


Yi 2 

5)  Jeder  Umfangswinkel  des  nEcks  beträgt n^y  jeder  Umfangs- 

p—2q 

wiakel  des  —Ecks:  — - — 71;=  n. 

q  P_  P 

6)  In  jedem  convexen  Vielseit,  auch  wenn  es  irregulär  ist,  beträgt 
die  Summe  der  Aussenwinkel  von  gleicher  Richtung  360^^  oder  2%, 

Da  dieser  Satz,  welcher  von  Krause  herrührt,  nicht  allgemein 
bekannt  sein  dürfte,  so  geben  wir  hier  den  Beweis  desselben,  welcher  sehr 
korz  ist :  Digitized  by  GoOglc 
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Denkt  man  sich  nämlich  eine  Gerade,  die  sich  nm  das  Polygon 
hernmschmiegt ,  indem  sie  sich  snccessive  an  die  Seiten  desselben  anlegt, 
80  dreht  sie  sich  dabei  nm  die  Anssenwinkel  desselbcfti ,  welche  entstehen» 
wenn  man  alle  Seiten  im  nämliaben  Sinne  verlängert.  Da  die  Gerade 
nach  vollendeter  Drehung  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage  und  Richtung 
kommt,  so  ist  die  Summe  der  Aussen winkel  2n. 

Der  Satz  gilt  auch  von  Polygonen  mit  einspringenden  Winkeln,  wenn 
man  die  einspringenden  Anssenwinkel  negativ  nimmt     Er  gelte  auch  von 

den  ^  Ecken,  weil  er  bei  den  n Ecken  von  der  Seitenzahl  n  unabhängig  ist. 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  No.  2)  geht  hervor,  dass  die 
Summe  der  Anssenwinkel  der  Summe  der  Centriwinkel  gleich  ist ;  und  in 
der  That  ist  beim  regulären  Polygon  jeder  Anssenwinkel  auch  einzeln  dem 
Centriwinkel  gleich. 

7)  Die  Seite  S  des  in  den  Kreis  vom  Halbmesser  R  eingeschriebenen 

regulären  »Ecks  berechnet  sich  ans  dem  Centriwinkel  —  nach  bekannten 

n 

trigonometrischen  Formeln,  wie  folgt: 


5=  +j/b*+R*  —  2R  .Rcos(^)  =  +  2Rsin  (jV 
oder,  wenn  wir  den  Durchmesser  mit  D  bezeichnen: 

Ferner  berechnet  sich  die  Seite  £  des  um  den  Kreis  vom  Radius  P 
beschriebenen  regulären  n  Seits : 

2=±2Piang(^\ 

oder  durch  den  Diameter  J  ausgedrückt : 

Für  das  —  Eck  hat  man  daher  die  beiden  Formeln : 

S=±Dsm(^—\  und   £  =  +  J tang  (^—\ 
Die  bisherigen  Formeln  haben  wenig  Interesse  für  uns,  wenn  es  nicht 
gelingt,  die  ^ Seite  geometrisch  zu  interpretiren.     Nun  ist  aber  offenbar 

ein  Polygon,  welches  —  Seiten  oder  Ecken  hat,  ein  widersinniger  Begriff. 

Fügt    man    aber  ^Polygone  von  —  Seiten   und  Ecken  so 

zusapimen,  dass   die  Bruchtheile  der  Seiten  sich  zu  Ganzen 
ergänzen,  so  müssen  wir  eine  Figur  von  p  Seitenmnd  Ecken 

,  Digitized  by  VjÖ';_  _ 
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erhalten,  and  es  liegt  nichts  im  Wege,  dass  wir  uns  diese 
Figur  geometrisch  darstellen. 

In  diesem  Satze  liegt  die  Definition  der  —  Ecke  ebenso  wie  die  einer 

gehrochenen  Potenz  in  der  Gleichung : 

Diese   Figur,   welche  aus  g  regulären  —Ecken  zusammengesetzt  ist 

und  selbst  p  ganze  Seiten  und  Ecken  hat,  muss  nun  zum  Ersten  den 
Sätzen  1),  3),  5),  7)  genügen,   dann  aber  auch  noch  den  Sätzen  2),  4),  6), 

welche  durch  die  Multiplication  des  —Ecks  mit  q^  wie  folgt,    modificirt 

werden : 

Die  Figur,  zu  welcher  q  reguläre  —Ecke  gruppirt  sind,  hat  folgende 

Eigenschaften : 

2*)  Die  Summe  ihrer  Centriwinkel  beträgt  q  ,2n 

4*)  Die  Summe  ihrer  Umfangswinkel  ist  q  . n  =  (p  — 2q)7t, 

9 

6*)  Die  Summe  ihrer  Aussenwinkel  ist  2qn. 

Aus  diesen  Bedingungen,  welche  von  der  Figur  erfüllt  werden  müs- 
sen, geht  hervor,  dass  diese  Figur  identisch  ist  mit  dem  Stern- 
polygon, welches  man  erhält,  wenn  man  im  regulären  pEcJce  jeden  Eck- 
punkt immer  mit  dem  gten  folgenden  verbindet;   denn  der  Centriwinkel 

O  fr 

dieses  Sternpolygons  beträgt  q  .  — ,  und  aus  ihm  berechnen  sich  die  übri- 

gen  Stücke  des  Sternpolygons  ganz  gleich  denen  der  fraglichen  Figur  von 
No.  1)  bis  7). 

Die  französischen  Mathematiker  (Poinsot,  Terquem)  nennen  ein  sol- 
ches Sternpolygon  „ein  gesterntes  Polygon  von  der  Seitenzahl  p  und  der 
Art  g,^^  und  man  kann  dasselbe  auch  nach  Krause^s  Vorschlag  den 
„Asterisk  von  p  Seiten  und  qter  Ordnung*'  nennen. 

Nach  der  neuen  Auffassung,  die  wir  nun  gewonnen  haben,  ist  also 
ein  solches  Sternpolygon  nichts  anderes,  als  der  Complex  von  ^rpoly- 

gonen  gebrochener  Seitenzahl  — .  . 

q 


*)  Die-e  letztere  Definition  ist  jedoch  eine  vollständige,  da  aP  für  ein  ganz- 
zahliges p  eine  ganz  bestimmte  Grösse  ist ,  während  in  unserem  Falle  die  Natur  der 
geschlossenen  p  seitigen  Figur  noch  nicht  näher  charakterisirt  ist.     Die*  Definition 

dieser  Figur  und  resp.  der  —  Seite  bedarf  daher  noch  einer  Vervollständigung ,  und 

diese  ist  gegeben  dur^h  die  Bestimmung,  welche  in  dem  nachfolgendea>ßatze  ae- 
iroffen  wird.  Digitized  by  VjOOQIC 
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Das  ganzzahliga  n  Eck  erscheint  als  Polygon  erster  Ordnung,  und 
jeder  Asterisk  der  qten  Ordnung  überdeckt  q  mal  den  ganzen  Kreisumfang. 
—  Es  ist  uns  jetzt  auch  erlaubt,  folgende  zwei  Sätze,  die  bisher  nur  6il- 
tigkeit  hatten,  wenn  p  durch  q  ganzzahlig  theilbar  ist,  allgemein  auszu- 
sprechen : 


8)  Wenn  man  ein  reguläres  p  Seit 
verlängert,  bis  jede  Seite  die  ^te  fol- 
gende schneidet ,  so  erhält  man  q  re- 
guläre—Seite, welche  alle  demselben 
Kreise  umschrieben  sind. 


Wenn  man  im  regulären  p  Eck  je- 
des Eck  mit  dem  als  ^tes  auf  ihn  fol- 
genden verbindet,  so  erhält  man  q  se- 

euläre  —Ecke,  welche  alle  demselben 

Kreise  einbeschrieben  sind. 


Als  Beispiel  zu  diesen  beiden  Sätzen  betrachte  man  das  reguläre ,  in 
und  um  einen  Kreis  beschriebene  12  Eck  oder  12  Seit.  Man  erhält  durch 
das  vorgeschriebene  Verfahren ,  indem  man  dem  q  alle  Werthe  von  1  bis 
11  ertheilt,  erst  das  convexe  12 Eck,  dann  2  reguläre  ^^  =6 Ecke,  3  regu- 
läre y  =  4Ecke,  4  reguläre  ^  =3Ecke,  endlich  5  reguläre  ^Ecke, 
und  diese  letztere  Figur  ist  ein  in  sich  geschlossenes  Sternpolygon;  setzt 
man  ^  =  6,  so  erhält  man  6  reguläre  \^  =  2Ecke,  und  hieraus  geht  die 
Bedeutung  des  Zweiecks  hervor:  Das  in  den  Kreis  eingeschriebene 
Zweieck  -ist  ein  Durchmesser^  das  dem  Kreis  umschriebene  unendliche 
Zweiseit  ist  ein  System  von  2  parallelen  Berührungslinien«  —  Fährt  man 
nach  dem  zweiten  der  beiden  Sätze  8)  noch  weiter  fort,  indem  man  das 
7te,  8te  u.  s.  w.  bis  Ute  folgende  Eck  mit. jedem  Eck  verbindet,  so  kommt 
man  wieder  auf  dieselben  Figuren,  nur  in  umgekehrter  Ordnung,  und  all- 
gemein ist  unmittelbar  anschaulich ,  dass  für  eine  gerade  Zahl  p  man  auf 

die  nämlichen  Sternpolygone  stösst,  wenn  q  von  0  bis  — ,  als  wenn  es  von 
—  bis  p  wächst,  nur  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge,  und  dass  bei  einem 


ungeraden  p  dasselbe  gilt  für  q  zwischen  den  Grenzen  0  bis 


p—l 


und  den 


Dabei  bleibt  der  Ceutriwinkel  des  Polygons  kleiner 


Grenzen  bis». 

2 

als  «,  so  lange  ä'  <  —  ist,  und  er  wird  grösser  als  nr,  wenn  S'^  — 


ist.  — 


Was  aber  die  Verlängerung  der  Seiten  betrifft,  so  scheint  die  Giltigkeit 
des  ersten  der  beiden  Sätze  S)  dann  aufzuhören,  wenn  man  die  Seiten 
bis  in  die  Unendlichkeit  verlängert  hat,  da  man  sie  darüber  hinaus  nicht 
mehr  verlängern  kann.  Eine  Linie  nach  der  einen  Seite  hin  über  die  Un- 
endlichkeit hinaus  verlängern ,  heisst  jedoch  eben  nichts  anderes ,  als  sie 
auf  der  anderen  Seite  von  der  Unendlichkeit  herein  verkürzen,  ebenso, 
wie  einen  Winkel  über  die  Grenze  nAer  Winkel  hinaus  vergrössern,  heisst, 
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ihn  nach  der  entgegengesetzten  Seite  yerkleinern;  und  bei  dieser  Auf- 
fassung kommt  man  dann  auch  nach  dem  ersten  der  Sätze  8)  in  umgekehr- 
ter Ordnung  wieder  auf  die  nämlichen  Polygone ,  wenn  man  q  grösser  als 

p 

—  werden  lässt. 

2 

Die  Bemerkung,  welche  wir  bei  den  letzten  Betrachtungen  machten, 
nämlich  dass  es  auch  gewisse  Polygone  von  verschiedenen  Ordnungen 
giebt,  welche  gemeinsame  Seiten  und  Ecken  haben  und  sich  nur 
durch  die  Auffassung  der  Umfangswinkel  unterscheiden ,  bleibt  uns  noch 
allgemein  auszuführen.  Da  nämlich  ira'joEck  das  auf  einen  Punkt  in 
einer  Richtung  als  gtes  folgende  Eck  identisch  ist  mit  dem  als  {p+q)te& 
folgenden  und  allgemein  mit  dem  als  {mp  +  q)teB  folgenden ;  da  es  ferner 
identisch  ist  mit  dem  in  umgekehrter  Richtung  ab  (p  — 9)tes  folgenden  und 
allgemein  dem  als  {mp  —  g)tes  folgenden,  so  muss  das  Sternpolygoh  von 
p  Ecken  und  qter  Ordnung  seinen  Ecken  und  Seiten  nach  identisch  sein 
mit  dem  Polygon  von  j»  Seiten  und  {mp  +  q)ieY  Ordnung,  wo  m  irgend  eine 
ganze  Zahl  von  jf  0  bis  +  oo  bedeutet;  und  das  Gleiche  geht  auch  hervor 
aus  der  Betrachtung  der  Aufeinanderfolge  der  Seiten. 

Es  folgt  übrigens  auch  aus  den  Formeln  zur  Seitenberechnung  des 
Sternpolygons  in  7) : 

S=±l)sin(i^'j   und  £=±Jtang(?^'j, 

da  sowohl  stna  =  +  sin  {mn  +  a),  als  tang  «  =  +  iang  (»i«  +  a) ,  und  folg- 
lich auch 


and 


ist. 


Der   Centriwinkel    und   der   Umfangswinkel   des  Sternpolygons  von 

p  Seiten  und  {mp  +  q)ter  Ordnung  wird  jedoch  abhängig  von  m,  indem  der 

Centriwinkel  gleich  wird: 

2{mp±q)7c_^_  2qn 

p  —    p 

und  der  Umfangswinkel  gleich  wird: 

p—2{mp  +  q)  o^^    .^±^^. 

P  P 

hieraus  geht  durch  Yerglcichung  mit  den  Formeln  3)  und  5)  hervor,   dass 

die   Centriwinkel  und  Umfangswinkel  des  letzteren  Polygons  von  denen 

des  Sternecks  der  gten  Ordnung  nur  durch  ein  ganzzahliges  Mnltiplum 

von  7C  und  durch  ihr  Vorzeichen  sich  unterscheiden.     Wir  können  deshalb 

das  Sternpolygon  von  der  Ordnung  q  und  das  von  der  Ordnung  {mp  +  q)^ 
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überhaupt  als  identisch  betrachten.  So  ist  z.  B.  das  fünfseitige  Stern- 
polygon der  2ten  Ordnung  identisch  mit  dem  fünfseitigen  Sternpoljgon 
von  der  Ordnung  3  =  5  —  2  (siehe  Fig.  1). 


Fig.  l. 


Eine  Gruppe  von  q  regulären  —  Ecken  bildet  immer  dann  ein  Stern- 
polygon, wenn  q  und  p  relative  Primzahlen  sind ;  und  stellen  wir  die  Frage 
auf,  wie  vielerlei  pseitige  Sternpolygone  es  überhaupt  gebe,  so  muss 
nach  dem  Bisherigen  die  Antwort  lauten:  so  viele,  als  es  relative  Prim- 
zahlen zu  p  giebt,  die  kleiner  sind,  als  — .  —  Die  Figur,  die  aus  q  regu- 
lären —  Seiten  zusammengesetzt  ist ,  bildet  eine  Gruppe  von  r  Sternpoly- 
gonen der  Seitenzahl  —  und  der  Ordnung  — ,  wenn  r  der  grösste  gemein- 

schaftUche  Divisor  von  p  und  q  ist;  jene  Figur  bildet  endlich  conyexe 
Vielecke ,  wenn  q^=l  oder  in  p  theilbar  ist.     Soll  der  Werth  des  Bruches 

^  ein  irrationaler  sein ,  so  müssen  die  ganzen  Zahlen  p  und  q  unendlich 

gross  genommen  werden;  dann  liegt  ein  Sternpolygon  vor  von  unendlicher 
Seitenzahl  j9  und  unendlicher  Ordnung  q\  seine  Ecken  füllen  die  Periphe- 
rie des  umschriebenen  Kreises  aus;  der  geometrische  Ort  seiner  Seiten- 
mitten ist  der  eingeschriebene  Kreis,  und  diese  Seiten  selbst  füllen  den 
Flächenraum  des  concentrischen  Ringes  aus,  den  beide  Kreise  bilden, 
oder  mit  anderen  Worten :  Das  Polygon  schliesst  sich  nie ,  wenn  man  seine 
Seite  in  oder  um  den  Kreis  herum  aufträgt. 

Wir  dürfen  es  nicht  unterlassen ,  die  beiden  Sätze  8) ,  welche  zu  ein- 
ander reciprok  sind,  noch  wie  folgt  zu  verallgemeinern:      C^oOöIp 

igi  ize      y  g 
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Wenn  man  im  Sternpolygon  von 
;>  Ecken  und  gier  Ordnung  jedes  Eck 
▼erbindet  mit  jedem  mten  folgenden, 
so  erhält  man  das  Sterneck  von 
p  Ecken  und  {q  .  m)  ter  Ordnung. 


9)  Wenn  man  im.  Sternpolygon  .von 
p  Seiten  und  gter  Ordnung  die  Seiten 
verlängert  bis  zutii  Schnittpunkt  mit 
jfder  mten  folgenden,  so  erhält  man 
das  Sternpoljgon  von  p  Seiten  und 
(^r  ..in)ter  Ordnung. 

Dabei  sind  unter  benachbarten  oder  aufeinander  folgenden 
Seiten,  resp.  Ecken  immer  diejenigen  Seiten  zu  verstehen,  die  ein  Eck 
gemeinsam  haben,  und  diejenigen  Ecken,  die  an  derselben  Seite  liegen. 

Was  nun  die  Erweiterung  der  bisherigen  Sätze  auf  die  unregel- 
mässigen Polygone  betrifft,  so  kann  dabei  von  Seitenberechnungen  und 
von  Verallgemeinerung  der  Sätze  1),  2),  3),  5),  7)  natürlich  keine  Rede  sein, 
und  wir  können  uns  nur  die  Aufgabe  stellen,  gewisse  constante  Winkel- 
snmmen  oder  Differenzen ,  welche  dabei  auftreten ,  zu  berechnen.  —  Wenn 
also  irgend  ein  unregelmässiges,  sternförmiges  Polygon  von  J9 Seiten  vor- 
liegt, so  handelt  es  sich,  zu  ermitteln,  welcher  Ordnung  es  zuzuzählen  sei, 
d.  h.  es  zu  classificiren ,  und  dann  handelt  es  sich  darum,  festzustellen,  wie 
aus  seiner  Seitenzahl  p  und  Ordnung  q  die  constanten  Winkelgrössen ,  die 
sich  an  ihm  vorfinden,  abgeleitet  werden  können. 

Man  lasse  eine  Gerade,  indem  man  sie  immer  in  demselben  Sinne 
dreht ,  um  das  Polygon  sich  herumlegen ,  bis  sie  wieder  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  angelangt  ist.  Dadurch  findet  man  die  Summe  seiner  Aussen- 
Winkel  gleich  einer  ganzen  Anzahl,  die  wir  q  nennen  wollen,  mal  27r,  und 
nun  berechne  ma,n  die  Umfangswinkelsumme  des  iPolygons  nach  der  näm- 
lichen Formel  4*),  wie  die  Winkelsnmme  des  regulären  Asterisken  von 
p  Seiten  und  <?ter  Ordnung.  —  Denn  bezeichnet  Za  die  Summe  der  Aussen- 
winkel  und  £u  die  Summe  der  Umfangswinkel,  so  ist: 

Za:==2qn. 

Nun  beträgt  aber  jeder  Aussenwinkel  mit  seinem  Umfangswinkel  als 
Nebenwinkel  J80°  =  »,  und  dies  ist  auch  für  einspringende  Umfangswinkel 
der  Fall,  wenn  man  diesel- 
ben negativ,  die  Aussenwin- 
kel aber  alle  positiv  nimmt, 
daher  ist: 

Za  +  Zu^=^p  ,  Tt; 
zieht  man  von   dieser  Glei- 
chung die  vorhergehende  ab, 
so  wird: 
£u=^{p  —  2^)^,   q,  e,  d. 
Z.  B.   die  vorliegende  Fi- 
gur (Fig.  2)  ist  ein  7seitiges 
Sterneck    der  3ten  Ordnung 
und  kann  betrachtet  und  be- 
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rechnet  werden  als  ein  Complex  von  3  unregelmftssigqn  ^ Ecken;  indem 
die  Aussen winkelsumme  =  3  .  2sE  ist.  Die  Umfangswinkelsamtne ,  in  wel- 
cher der  einspringende  Winkel  u^  negatives  Glied  ist,  rauss  daher  sein: 

Auch  die  Anwendung  unserer  Anschauungsweise  auf  das  Eck  oder 
die  Pyramide  im  Räume  bietet  keine  Schwierigkeit. 

n  von  je  zwei  Greraden  begrenzte  Ebenen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  und  je  zu  zweien  ihre  Begrenzungslinien  gemeinsam  haben ,  zu- 
sammen also  auch  »Kanten  bilden,  sind  eine  Figur,  die  auf  ganz  reciproke 
Weise  zusammengesetzt  ist,  wie  das  Polygon  oder  System  von  n  in  je 
zwei  Punkten  begrenzten  Geraden ,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  je  zu 
zweien  einen  Grenzpunkt  gemein  haben,  daher  auch  n  Ecken  bilden.  Ver- 
bindet man  also  alle  Punkte  eines  ebenen  Sternpolygons  von  p Seiten  und 
^ter  Ordnung  mit  irgend  einem  Punkt  im  Räume  durch  Ebenen  und  ge- 
rade Linien  ,  so  liegt  nichts  im  Wege ,  die  dadurch  entstehende  sternför- 
mige Pyramide  von  J9  Seitenflächen  auch  zur  ^ten  Ordnung  zu  zählen,  d.  h. 

als  Complex  von  §' Pyramiden  der  Seiterizahl  —  zu  betrachten.    Es  wird 

also  eine  solche  Pyramide  von  jeder  Ebene  in  einem  Polygon  geschnitten 
dessen  Winkelsumme  {p—2q)7t  ist,  und  es  lassen  sich,  zumal  für  die  re- 
guläre Pyramide,  Sätze  aufstellen,  welche  den  vier  Sätzen  8)  und  9) 
analog  sind,  und  Anderes  mehr. 

Grössere  Schwierigkeiten  bietet  die  Anwendung  des  dargelegten  Prin- 
cipsauf  die  Polyöder  überhaupt;  es  ist  jedoch  nicht  unsere  Absicht, 
hier  näher  darauf  einzugehen. 
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Einige  Bemerkongen  über  die  Berechnong  der  sogenann- 

ten  Mittel  und  deren  Anwendung  in  den 

ErfAhrnngswistenechaften. 

Von  Dr.  E.  Segnitz, 

ProfesBor  an  der  landwirthschaftlichen  Akademie  zu  Eldena. 


In  der  reinen  Mathematik  ist  häufig  von  Mittel werthen  die  Eede, 
welche  insoweit  unbestimmt  bleiben,  als  es  entweder  für  den  gerade  vor- 
liegenden Zweck  ausreicht,  oder  man  sich  gewisser  Schwierigkeiten  wegen 
begnügen  mass,  deren  Grenzen  festzustellen;  in  der  Statistik,  Meteorolo- 
gie und  anderen  Erfahrnngswissenschaften  dagegen  verlangt  man  und  ver- 
steht unter  „Mittel"  einen  numerisch  bestimmten  Werth,  welchen  man 
als  das  Resultat  der  betreffendQu  Untersuchung  ansieht  und  welcher  wei- 
teren Forschungen  als  Ausgangspunkt  zu  dienen  geeignet  ist  Zur  Be- 
rechnung solcher  Mittel  können  verschiedene  Wege  eingeschlagen  werden, 
deren  Wahl  jedoch  keineswegs  gleichgiltig  ist.  Meiner  Ansicht  nach  wird 
hierbei  —  namentlich  von  Seiten  der  Statistiker  —  gewöhnlich  der  Fehler 
begangen,  dass  man  sich  viel  zu  sehr  auf  das  sogenannte  arithmetische 
Mittel  beschränkt,  welches  doch  nur  für  eine  besondere  Art  der  frag- 
lichen Gattung  von  Grössen  gelten  kann.  Selbst  Quetelet  ist  von  diesem 
Vorwurf  nicht  ganz  freizusprechen;  derselbe  macht  zwar*)  einen  Unter- 
schied zwischen  ^^moyenne  proprement  rfiYe"  und  „moyenne  arilhmetique^'' ;  vom 
analytischen  Standpunkte  betrachtet,  kommen  jedoch  beide  scheinbar  ver- 
schiedene Arten  auf  Eins  hinaus.  Er  sagt  nämlich  geradezu :  „/a  moyenne 
dune  sMe  d'observaiions  ioblient  en  divisani  la  somme  des  valeurs  observees 
par  Je  nombre  des  observations^^ :  den  Ausdruck  moyenne  arühmeiique  aber 
braucht  er  von  dem  Durchschnittswerth  verschiedener  wirklich  existiren- 
der  Grössen  gleicher  Art,  und  bemerkt  dazu,  dass  diesem  Dnrchschnitts- 
werthe  kein  physischer  Gegenstand  genau  zu  entsprechen  brauche.     Ich 


*)  Letlres  sttr  la  thiorie  den  probabilUes  appliquie  aux  sciences  murales  ei  poHtiquet: 
Bruxelles  1840 ;  pag.  5V  et  siäv. 

Zeiuchrift  f.  Matliemntik  u.  Physik.  VII,  2. 
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glaube ,  dass  der  Begriff,  mit  welchem  wir  es  hier  zu  thun  haben ,  viel  all- 
gemeiner aufgestellt  werden  muss;  die  folgende,  ziemlich  naheliegende 
Definition  ist  vielleicht  schon  mehrfach  ausgesprochen  worden ;  es  kann 
indess  keinenfalls  schaden,  wenn  dieselbe  wiederholt  in  Erinnerung  ge- 
bracht wird. 

Mittel  ist  diejenige  constante  Grösse,  welche  statt  einer 
veränderlichen  Grösse  in  die  Rechnung  eingeführt,  das  Re- 
sultat der  letzteren  nicht  abändern  würde. 

Aus  dieser  Definition ,  welche  sowohl  auf  stetig  als  auch  auf  discon- 
tinuirlich  veränderliche  Grössen  passt,  geht  hervor,  dass  das  gesuchte  Mit- 
tel keineswegs  in  allen  Fällen  durch  eine  und  dieselbe  Rechnungsoperation 
gefunden  werden  kann,  dass  vielmehr  das  zu  diesem  Behufe  anzuwen- 
dende Verfahren  ganz  von  den  Beziehungen  abhängt,  in  welchen  die  frag- 
liche Veränderliche  zu  den  Übrigen  in  der  Rechnung  vorkommenden  Grös- 
sen steht. 

Eines  der  einfachsten  und  bekanntesten  Beispiele  eines  solchen  Mittel- 
werthes  bietet  sich  in  dem  Mittelpreise  des  Kornes  dar.  Der  Preis 
eines  Scheffels  Roggen  unterliegt  im  Laufe  der  Zeit  und  von  einem  Orte 
zum  anderen  vielfachen  Schwankungen;  wenn  nun  diese  Schwankungen 
nicht  vorgekommen  wären,  innerhalb  des  betreffenden  Zeitraumes  und  Be- 
zirkes aber  im.  Ganzen  dieselbe  Summe  für  Roggen  verausgabt  und  die 
gleiche  Scheffelzahl  zum  Verkauf  gekommen  wäre,  als  dies  wirklich  der 
Fall  gewesen  ist  —  wie  viel  hätte  unter  diesen  Voraussetzungen  für  einen 
Scheffel  Roggen  gezahlt  werden  müssen?  Sind  V^p\p\p"\  ...  die  Preise, 
zu  welchen  beziehentlich  die  Quantitäten  q^  q\  q\  q"\  . . .  verkauft  werden, 
so  hat  man  für  den  gesuchten  Mittelpreis  offenbar 

, Pg  +/>  !Z   +JP    ^    +  ... 

Gewöhnlich  wird  das  Jahresmittel  auf  die  Weise  festgestellt,  dass  man, 
ohne  Rücksicht  auf  die  verkauften  Quantitäten,  aus  den  an  den  einzelnen 
Markttagen  notirten  Preisen  den  Durchschnitt  zieht;  es  ist  jedoch  anzu- 
nehmen, dass  zu  Zeiten,  wo  die  Landwirthe  viel  Getreide  zu  Markte  brin- 
gen, der  Preis  desselben  herabgedrückt  wird;  während  derselbe  steigt, 
wenn  die  Vorräthe  nahezu  aufgezehrt  sind ,  wenn  die  Landleute  aus  die- 
sem oder  jenem  anderen  Grunde  nur  in  geringer  Zahl  auf  den  Markt  kom- 
men. Es  werden  in  der  Regel  grössere  Getreidemengen  zu  den  niedrige- 
ren, als  zu  den  höheren  Preisen  abgesetzt;  das  übliche  Verfahren  wird 
daher  voraussichtlich  einen  zu  hohen  Durchschnitt  liefern. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Beispiel  kann  die  mittlere  Bevöl- 
kerungszunahme abgeben.  Moreau  de  Jonn&s,  welcher  von  einem 
seiner  Fachgenossen  zu  den  bedeutendsten  Vertretern  der  mathematischen 
Schule  in  der  Statistik  gezählt  wird,  berechnet  dieselbe  in  der  Weise,  dass 
er  die  absolute  Zunahme  der  Einwohnerzahl  durch  das  Prp4uct  aus  der 
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Ansah!  Jahre,  welche  die  betreffende  Periode  nmfasst,  and  dem  arithme- 
tischen Mittela  der  Bevölkerung  am  Anfang  und  Ende  der  Periode  divi- 
dirt*).  So  betrug  z.  B.  im  Jahre  549  nach  Erbaanng  der  Stadt  Rom  die 
Anzahl  der  römischen  Bürger  und  ihrer  Angehörigen  (mit  Ansschlnss  der 
Sclaven)  nach  seiner  Angabe  i,070/)00;  10  Jahre  später  belief  sich  die- 
selbe anf  1,218,000;  dies  war  eine  Vermehrung  um  148,000  Seelen  bei  einer 
mittleren  Bevölkerung  von  1,144,000;  der  genannte  Sohriftsteller  findet 
demnach  bei  seiner  Berecbnungsweise  die  jährliche  relative  Zunahme 

148000 
10.  1144000  =  ''^^"'^^=^^- 
Nennen  wir  Po  die  anfängliche  Bevölkerung,  z^  das  Verhältniss  der  im 
ersten  Jahre  eingetretenen  Vermehrung  zac  anfänglichen  Bevölkerung, 
Zt  das  Verhältniss  der  im  zweiten  Jahre  erfolgten  Zunahme  zur  Bevölke- 
mngszahl  am  Anfange  des  zweiten  Jahres  u.  s.  w. ,  endlich  pi  die  Bevöl- 
kerung zu  Ende  der  i  Jahre  umfassenden  Periode,  so  ist 

Po  (1  +  ^i)  (l  +  ^,)  . . .  (l  +  Zi)  =Pi. 
Setzen  wir  nun  in  dieser  Gleichung ,  der  obigen  Definition  entsprechend, 

Z|  ^ — '  Zj  .  •  •  Zf  • — '•  z  j 

so  erhalten  wir 

Po(i+«y=p.- 

und  hieraus: 

2)  iog{i  +  z)^l-log^S. 

/        '  Po 

Diese  Formel,  welche  natürlich  für  jedes  beliebige  logarithmische  System 
gilt,  ist  zur  Berechnung  der  mittleren  Bevölkerungszunahme  z  so  bequem 
und  so  einfach,  dass  es  eigentlich  keinen  praktischen  Zweck  hat,  sich  noch 
nach  einem  approximativen  Verfahren  umzusehen,  bei  welchem  wir  an 
Genauigkeit  verlieren  würden ,  ohne  in  Bezug  auf  Kürze  der  Bechnung 
irgend  etwas  zu  gewinnen.  Sehen  wir  indess  zu,  ob  sich  die  von  Moreau 
de  Jennys  angewendete  Berechnungsweise  vielleicht  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  rechtfertigen  lässt  I 

Abgesehen  von  denjenigen  Fällen,  wo  bedeutende  Einwanderungen 
stattgefunden  haben,  ist  z  immer  ein  kleiner,  nur  wenige  Procente  betra- 
gender Bruch ;  wir  können  mithin  zuvörderst  näherungsweise  setzen 

log  (1  +  a:)  =  z, 
indem  wir  nämlich  unter  den  Logarithmen  in  Gleichung  2)  natürliche  ver* 
stehen  und  von  der  bekannten  Reihe  nur  das  erste  Glied  beibehalten.  Ist 
nun  die  gesammte  Bevölkerungszunahme  während  der  betrachteten  Periode 
im  Vergleich  zur  anfänglichen  Einwohnerzahl  ebenfalls  nur  klein ,  so  lässt 
sich  dieselbe  Abkürzung  auch  auf 


*)  Man  sehe  dwsen  SiatiHique  des  penples  de  CatUiqidie:  PttriM  1851;  voL  H,  pag. 
363—307,  und  an  verschiedenen  anderen  Stellen.  "  ^OOoIp 
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Pii  \  Po     / 

anwenden ,  und  wir  erhalten  somit  die  NXhernngsformel 

3)  Z  =  ^-^:=^\ 

Eines  linderweiten  genäherten  Aasdmoks  für  den  natürlichen  Loga* 
rithmus  eines  Quotienten  bedient  sich  Poncelet  in  seiner  angewandten 
Mechanik*);  er  gelangt  za  demselben,  indem  er  das  Integral 


Po 

P  Po 

Pi 


Fi 


dorch  eine  mit  Hilfe  der  Simpson 'sehen  Regel  ausgeführte  Qaadratar 
ersetzt.     Auf  solche  Weise  ergiebt  si<^h  für  den  vorliegenden  FkW 

^  t  ^^Po     ^Pi+Po    ^pr 

B abinet  benutzt»*)  eine  dritte  hierher, gehörige  NJiherungsformel, 
um  kleine  Höhenunterschiede  aus  angestellten  Barometerbeobachtungen 
zu  berechnen.    Entwickelt  man  nämlich,  von  der  identischen  Gleichung 

Pi__  Pi  +  Po 

Po         j       Pi  —  Po 
Pi  +  Po 
ausgehend,  die  Logarithmen  des  Zählers  und  Nenners,  welche  den  gebro- 
chenen Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  bilden,  in  unendliche  Reihen  und 
zieht  beide  von  einander  ab ,  so  bleibt 

Po  'P.+Po       'VP<  +  Po/        ^Vp.+Po/  ' 

Ist  nun  die  Differenz  der  Grössen  Pi  und  j^o  im  Vergleich  zu  ihrer  Summe 
klein  genug,  um  bei  dem  ersten  Gliede  der  Reihe  stehen  bleiben  zu  kön- 
nen, so  wird  näherungsweise 

5)  z  =  i^-^% 

«P.+Po 

d.  i.  nichts  anderes ,  als  die  von  dem  Verfasser  der  Stadstiques  des  peuples 
de  VanUquite  angewendeten  Methode  in  Form  einer  algebraischen  Gleichung 
dargestellt. 

Finden  die  Volkszählungen ,  wie  in  Preussen ,  alle  drei  Jahre  statt,  so 
wird  man  keinen  erheblichen  Fehler  begehen,  wenn  man,  um  die  einer 
solchen  Periode  entsprechende  jährliche  Bevölkerungszunahme  zu  finden, 
ieinstatt  der  streng  richtigen  Gleichung  2)  eine  der  vorstehenden  Näherungs- 


*)  Seite  16  des  II.  Bandes  in  der  deutschen  Uebersetznng  von  Dr.  Schnuse. 
••)  Siehe  Comptes  rendua  T,  LH,  No.  0  (11.  fivn'er  1861),  pa^.  221,  oder  die  von 
B  ab  inet  und  Hon  sei  herauBgegthenen  „CaleuU  praHques**  ptig,  ^'7*'>*^^-^^-^^T^ 

•    "  "*         O 
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formein  3),  4)  oder  5)  benutzt;  Moreaa  de  Jonnis  hat  aber  anch  einen  Fall 
behandelt,  wo  dies  völlig  nnznlüssig  war. 

Nach  seiner  Angabe*)  wanderten  die  Jaden,  als  eine  70  Köpfe  starke 
Familie  in  Aegypten  ein ,  welche  hier  in  Zeit  von  430  Jahren  zu  einem 
Volk  von  anderthalb  Million  Individuen  anwuchs.  Die  anfüngliche  Be- 
Tölkernng  (pj  ist  in  diesem  Falle,  gegen  die  schiessliche  (p,)  gehalten, 
verschwindend  klein ,  und  die  Gleichung  5)  würde  sich  somit  in 

2 

d.  i.  in  eine  Formel  verwandeln ,  aus  welcher  die  Volkszahl  am  Ende  der 
betrachteten  Periode  gänzlich  verschwunden  ist.  Der  Verfasser  berechnet 
swar  in  diesem  extremen  Falle  die  jährliche  mittlere  Bevölkerungszu- 
nahme in  etwas  anderer  Weise  als  sonst ,  die  Modification  aber ,  welche  er 
sn  diesem  Behufe  anbringt,  zeigt,  dass  er  die  obigen,  zur  Bechtfertigung 
der  Formel  5)  dienenden  Betrachtungen  kaum  angestellt  haben  kann«  Um 
die  absolute  Vermehrung  während  des  ganzen  Zeitraumes  zu  finden ,  zieht 
er  von  der  schliesslichen  Volkszahl  diesmal  nicht  die  anfängliche,  sondern 
die  mittlere  Bevölkerung  (d.  h.  die  Hälfte  jener  Volkszahl)  ab.  Er  sagt 
nämlich :  Während  einer  Periode  von  430  Jahren  wuchs  die  Familie  Ja- 
cob's  auf  anderthalb  Million  Individuen  an ;  der  mittlere  Betrag  der  Be- 
v<>lkerung  während  dieser  Zeit  war  also  ungefähr  750,000  Personen ,  und 
die  jährliche  Zunahme  betrag  1745  oder  ^ |^  der  mittleren  Bevölkerungs- 
zahl.  Ohne  zu  bemerken,  dass,  zu  welcher  Höhe  auch  die  Zahl  der  Juden 
in  Aegypten  angewachsen  sein  mochte,  seine  Bechnnng  stets  zu  dem  Re- 
anhat 

—  L 
i 

fuhren  musste,  fttgt  Moreau  de  Jonn^s  weiter  hinzu:  „(Tesi  un  lermey.  donl 
la  connaissance  est  fort  importanie  ä  Tetude  de  la  race  humaine ;  car  il  prouve 
que  Je  choses  se  passaient  alors  comme  acluellemeni  ei  qu'une  effrayante  accuma-: 
laUon  de  3978  ans  n'y  a  rien  change  absolumeni,^^ 

Die  nach  richtiger  Methode  angestellte  Rechnung  führt  jedoch  zu 
einem  ganz  anderen  Ergebniss.  Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Zahlen- 
angaben hat  man  nämlich  nach  Gleichung  l2) 

log  (1  +  z)  =  yi^  {log  1500000-  log  70) 
nnd  hieraus : 

Die  mittlere  jährliche  Bevölkerungszunahme  der  Hebräer  in  Aegypten  war 
mithin  reichlich  zehn  Mal  so  gross,  als  die  von  dem  genannten  Statistiker 
berechnete. 


♦)  L.  c.  T,  I.  p.  107. 
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Nehmen  wir  die  gegenwärtige  Bevölkerung  der  ganzen  Erde  zn  120O 
Millionen  an ,  und  gehen  von  der  VorauBsetzung  aus ,  dass  dieselbe  von 
einem  einzigen  Paare  abstammt,  welches  vor  6000  Jahren  gelebt  hat,  so 
ergiebt  sich  ans  der  Relation 

,      ,     ,    ,       %  600000  000 

log  ( 1  +  j)  =  -^ 

die  mittlere  jährliche  Bevölkerungszunahme  fär  das  gesammte  Menschen- 
geschlecht 

z  =  0,0033744  = , 

296,35* 

d.  i.  etwas  inehr  als  }^ Procent,  während  Moreau  de  Jonnis  ^^Vtr  gebunden 

haben  würde.     Die  entsprechende  Periode  dorVerdoppelung  aber» 

welche  bei  den  Statistikern  eine  wichtige  Rolle  spielt^  erhält  man  nach 

der  Formel 

^  ^  ^       log{i  +  z) 

gleich  205^  Jahre;  bei  den  alten  Juden  betrug  dieselbe  während  ihres  Auf* 
enthaltes  In  Aegjrpten  durchschnittlich  beinahe  30  Jahre. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  einem  dritten ,  der  Meteorologie  entlehnten 
Beispiele  von  der  Berechnung  und  Anwendung  eines  Mittel werth es! 

Man  ist  in  neuerer  Zeit  vielfach  bemüht  gewesen ,  die  sich  der  ober- 
flächlichsten Beobachtung  aufdrängenden  Beziehungen  zwischen  der 
Temperatur  und  der  Entwickelung  der  Pflanzen  auf  ein  ge- 
nauer formulirtes  Gesetz  zurückzuführen.  Es  liegt  auf  der  Hand ,  dass 
ausser  der  herrschenden  Temperatur  noch  mancherlei  andere  Momente 
hierbei  in  Betracht  kommen;  es  muss  daher,  wenn  die  angeregte  Frage 
überhaupt  einer  Beantwortung  fähig  sein  soll,  jedenfalls  vorausgesetzt 
werden ,  dass  die  übrigen  Bedingungen  zu  einer  normalen  Entwickelung 
der  Pflanze  in  nahezu  gleichem  Grade  vorhanden  sind.  Es  haben  sich  in 
dieser  Beziehung  namentlich  zwei  von  einander  abweichende  Ansichten 
geltend  gemacht.  Nach  der  einen  yon  Boussingault  vertretenen  Hy- 
pothese soll  die  Summe  der  täglichen  W^memittel,  vom  Beginn 
der  Vegetation  im  Frühling  gerechnet  und  bis  zu  der  fraglichen  Entwicke- 
lungsstufe  (Blüthe,  Reife)  fortgeführt,  für  jede  Pflanzenart  eine  constante 
Grösse  sein,  während  Quetelet  dasselbe  von  der  Summe  der  Qua- 
drate jener  Wärmemittel  behauptet.  Es  kann  nicht  meine  Absicht 
sein,  auf  diesen  in  physiologischer,  pflanzengeographischer  und  landwirth- 
schaftlicher  Hinsicht  äusserst  interessanten  Gegenstand  hier  näher  einzu- 
gehen, aber  eine  das  analytische  Verfahren  betreffende  Bemerkung  kann 
ich  nicht  unterdrücken. 

Theilt  man  die  Ansicht  von  Quetelet,  so  scheint  es  streng  genommen 
nicht  consequent,  wenn  man  sich  zu  Anstellung  einer  hierauf  bezüglichen 
Rechnung  der  auf  die  gewöhnliche  Weise  festgestellten  mittleren  täglichen 
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Temperaturen  bedient.     Geht  man  nämlich  von  der  VorauMetaung  au«, 
dass  die  Entwickelang  der  Vegetation  nicht  den  einfachen  Temperatoreni 
sondern  ihren  Quadraten  proportional  fortschreitet,  ao  ist  dasselbe  Gesetz 
auch  fUr  jedes  noch  so  kleine  Zeitintervali  anzunehmen.     Stellt  man  dem- 
ungeachtet  den  täglichen  Gang  der  Wärme  durch  Ordinaten  dar,  welche 
man  rechtwinklig  auf  die  der  Zeit  proportionalen  Abscissen  aufträgt,  so 
erhält  man  durch  Quadratur  der  auf  solche  Weise  entstandenen  Tempera- 
tnrcnrve  eine  Fläche,  welche  die  tägliche  Wärmesumme  ausdrückt,  und 
daher  allerdings  nach  der  Theorie  von  Boussingault,   aber  nicht  nach  der 
Ton  Quetelet  als  das  Maass  der  diesem  Zeitintervall  entsprechenden  Ent- 
Wickelung  der  Pflanzen  angesehen  werden  kann.  Die  mittlere  Temperatur 
im  gewöhnlichen  Sinne  ist  bekanntlich  die  Höhe  eines  Bechteckes,   wel- 
ches die  Zeit  zur  Basis  und  mit  jener,  von  der  Temperaturcurve  begrenz- 
ten Figur  gleichen  Flächeninhalt  hat.     Ist  die  Ansicht  von  Quetelet  be- 
gründet ,  so  werden  die  Fortschritte  der  Vegetation  keineswegs  gleich  aus- 
fallen für  alle  Tage,   an  welchen  sich  dieselbe  mittlere  Temperatur  in 
obigem  Sinne  ergiebt.     So  lange  das  Minimum  der  an  einem  Tage  vorge- 
kommenen Temperaturen  nicht  unter  eine  gewisse  Grenze  sinkt,  bei  wel- 
cher die  Pflanze  geradezu  leidet  und  bereits  gebildete  Organe  wieder  zer- 
stört werden,  wird  dem  Princip  des  Letzteren  zu  Folge  eine  um  so  raschere 
Entwickelung   zu  erwarten  sein,  je   weiter  das  Minimum  und  Maximum 
jener  Temperaturen  auseinander  liegen.     Wenn  mich  mein  Gedächtniss 
nicht  trügt,   findet  sieh  in  der  That  in  einem  der  Berichte  über,  die  zu 
Brüssel  angestellten  meteorologischen  Beobachtungen  eine  dahin  deutende 
Bemerkung.     Es  lässt  sich  aber  dem  von  Quetelet  aufgestellten  Gesetz 
auch  für  ein  unendlich  kleines  Zeitintervall  in  aller  Strenge  Bechnnng 
tragen,  indem  man  die  zur  Darstellung  des  täglichen  Wärmeganges  ge- 
wöhnlich   benutzten    rechtwinkligen   Parallelcoordinaten    durch    Polar- 
coordinaten  ersetzt.     Drücken  wir  die  Zeit  durch  einen  Winkel  tp  ans, 
welcher  nach  24  Stunden  den  Werth  2n  erreicht,  und  die  augenblickliche 
Temperatur  durch  den  Radius-Vector  ^ ,  so  besteht  zwischen  diesen  Grös- 
sen und  dem  der  Quetelet'schen  Theorie  entsprechenden  täglichen  Wärme- 
mittel r  die  Kelation : 

2% 

7)  Jiff^d^^nf^, 

0 

d.  h.  das  gesuchte  Mittel  ist  gleich  uach  dem  Radius  eines 
Kreises,  welcher  mit  der  von  der  Temperaturcurve  einge- 
'schlosscnen  Fläche  gleichen  Inhalt  besitzt.  Das  Flächen- 
element  ist  hierbei,  wie  es  sein  soll,  dem  Quadrat  der  jedcHmaligen  Tem- 
peratur proportional,  und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ergiebt  sich 
sofort,  indem  wir  der  Definition  entsprechend,  welche  wir  weiter  oben  von 
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dem  Mittel  überhaupt*  aafgestellt  haben ,  die  Veränderliche  q  unter  dem 
Integralzeichen  durch  eine  Constante  r  ersetzen.  Es  läest  sich  ohne 
Schwierigkeit  erkennen ,  dass  der  Mittelwerth ,  um  welchen  es  sich  hier 
handelt ,  stets  grösser  ausfallen  muss ,  als  das  sonst  übliche  arithmetische 
Mittel. 

Nehmen  wir  mit  Kämtz*)  die  den  täglichen  Oang  der  Wärme  dar- 
stellende Gleichung  von  der  Form 

8)  ^  =  ^-|-  u,  sm  (9>+r,)  -f  m,  sin  (2^  +  »,)  +  m,  sin  (3g)  +  »t) 
an,  so  ist 

9)  tß"P  =  ^ 

0 
die  mittlere  Temperatur  des  Tages  im  gewöhnlichen  Sinne,   dasjenige 
Wärmemittel  aber,    von   welchen    Gebrauch   zu    machen  ist, 
wenn  man  Quetelet^s  Hypothese  adoptirt, 

9)  r  =  /(^•  +  i(«.«  +  t/.«  +  i/,«+...), 

wie  man  unter  Berücksichtigung  der  Helationen : 

2  ff  2nn-^VH 

1     r  1       /* 

-—  1  «in*  {n<p  +  Vn)  ^9>=^ . /  *•«* ar da?  =  J 

2  71«/  *Znnt/ 

0  Vit 

I  m^*'+*  («y  +  ^n)  ^9=  /  co»^"+*  {nq>  +  Vn)  dip^=0 
0  0 

2 sin  {mip  +  »„,)  sin  (»9  +  »n)  =  cos  \ {m — w)  q>+Vm  —  v„\   ' 

—  cos  \{m  +  n)  (p+  v^  +  Vn\ 
leicht  findet.  Der  Unterschied  zwischen  beiden  Mittelwerthen  würde  nur 
dann  zu  vernachlässigen  sein,  wenn  im  Laufe  des  Tages  zufällig  keine 
merklichen  Temperaturschwankungen  vorgekommen  wären.  Es  ist  ein- 
leuchtend, dass  unter  solchen  Umständen  auch  eine  an  sich  sehr  wenig 
Genauigkeit  darbietende  Methode  —  gleichviel  welcher  Art  das  festzu- 
stellende  Mittel  sein  mag  —  Kesultate  liefern  wird,  die  sich  nur,  wenig 
von  der  Wahrheit  entfernen  können.  Es  will  daher  nicht  viel  sagen,  wenn 
Meyen**)  zu  Gunsten  des  Verfahrens,  nach  welchem  man  das  arithme- 
tische Mittel,  der  höchsten  und  niedrigsten  Temperatur  als  die  mittlere 
Temperatur  des  Tages  ansieht,  .die  Uebereinstimmung^  des  so  erhaltenen 
Resultats  mit  dem  aus  stündlichen  Aufzeichnungen  abgeleiteten  geltend 
macht,  da  die  höchste  von  ihm  beobachtete  Temperatur  22,3  und  die  nie- 
drigste 21,1  Grad  K^aumur,  der  Unterschied  also  nicht  viel  mehr  als  einen 
Grad  betrug. 


*)  GruLidms  der  Pflansengeograpbie,  S.  14. 
♦*)  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Bd.  I.  S.  6ö. 
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Es  dürfte  nicht  schwer  sein,  einen  Apparat  zu  constrniren,  welcher 
die  oben  erwähnte ,  anf  Polarcoordinaten  basirte  Temperatnrcnrve  selbst 
zeichnet;  durch  eines  der  unter  dem  Namen  Planimeter  bekannten  Instru- 
mente könnte  dann  der  eingeschlossene  Flftchenraum  leicht  gefunden  und 
daraus  das  fragliche  W&rmemittel  leicht  gefunden  werden.  Bekanntlich 
begnügt  man  sich  in  der  Regel ,  das  Thermometer  zu  gewissen  Tages- 
stunden zu  beob^hten  und  daraus  mit  Hilfe  einer  empirischen  Formel  das 
tägliche  Wärmemittel  abzuleiten.  Denken  wir  uns  nun  den  Ursprung  der 
gewählten  Polarcoordinaten  als  Mittelpunkt ,  mit  den  Radien  r  und  d  zwei 
cuncentrische  Kreise  umschrieben,  so  liegt  anf  der  Hand,  dass  wegen 

der  erstere  Kreis  die  Teroperaturcurve  in  zwei  Punkten  schneiden  wird, 
welche  dem  Maximum  der  täglichen  Temperaturen  näher  liegen,  als  die 
Durchschnittspunkte  derselben  Temperatarcurve  und  des  dem  gewöhn- 
liehen  arithmetischen  Mittel  entsprechenden  zweiten  Kreises.  Es  scheint 
das  Einfachste  zu  sein,  dass  man  sich  täglich  auf  zwei  Beobachtungen  be- 
schränkt und  dieselben  zu  denjenigen  Zeitpunkten  anstellt,  wo  durch- 
schnittlich die  augenblickliche  Temperatur  mit  dem  gesuchten  Wärme- 
mittel übereinstimmt;  zu  diesem  Behufe  würden  die  beiden  entsprechen- 
den Werthe  von  q>  aus  der  Gleichung 

^  +  «1  sin  ((p  +  p,)  -f-  Uf  sin  (2  9  +  r,)  -f-  . .  . 

zu  bestimmen  sein.  Oewöhnlich  verfährt  man  indess  nicht  in  dieser  Weise, 
weil  die  Constanten  t<| ,  U| » •  •  •  i^j ,  t;^ ,  •  • .  mit  den  Jahreszeiten  veränderlich 
sind  und  sich  daher  wechselnden  Beobachtuugsstunden  ergeben  würden; 
jedenfalls  aber  darf  der  hervorgehobene  Umstand  bei  der  Wahl  dieser  Be- 
obachtungsstunden nicht  unberücksichtigt  bleiben ,  wenn  wir  zur  Prüfung 
der  Quetelet'schen  Hjpothesen  Thermometerbeobachtungen  anstellen  und 
dabei  die  grösstmögliche  Genauigkeit  erzielen  wollen. 

Sehr  häufig  wird  die  Berechnung  eines  Mittels  angestellt,  um  einen 
ungefähren  Anhaltspunkt  zur  Schätzung  desjenigen  numerischen  Werthes 
zu  gewinnen ,  welcher  eine  gewisse  veränderliche  Grösse  in  Zukunft  wahr- 
scheinlich annehmen  wird.  Hierbei  ist  die  Wahl  der  verflossenen  Periode 
von  Wichtigkeit.  Ein  derartiger  Schluss  von  der  Vergangenheit  auf  die 
Zukunft  ist  offenbar  nur  dann  gerechtfertigt,  wenn  sich  die  auf  die  frag- 
liehe Grösse  einfliessenden  Momente  in  der  Zwischenzeit  nicht  wesentlich 
geändert  haben.  Diese  Bedingung  wird  selten  erfüllt  sein,  wenn  wir  sehr 
weit  in  die  Vergangenheit  zurückgreifen ;  so  ist  z*  B.  wenig  Wahrschein* 
lichkeit  dafür  vorhanden,  dass  die  Bevölkerung  der  Erde  in  206  Jahren 
anf  2400  Millionen  angewachsen  sein  werde,  wie  aus  der  weiter  oben  gefun- 
denen Periode  der  Verdoppelung  allerdings  folgen  würde.  Bei  der  Wahl 
eines  zu  kurzen  Zeitraumes  dagegen  können  wir  nicht  darauf  rechnen^ 
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dass  sich  roräbergehende  znfftUige  Erscheinungen  gegenseitig  aufheben 
und  das  gesuchte  Mittel  deutlich  genug  hervortreten  lassen.  Der  erwiihnte 
Gebrauch  der  Mittel werthe  ist  femer  überall  unstatthaft,  wo  sich  in  den 
Variationen  der  fraglichen  Grösse  eine  fortschreitende  Bewegung  kund 
giebt. 

Handelt  es  sich  um  die  Constanten  einer  sogenannten  empirischen 
Formel,  so  können  ihre  der  Erfahrung  entlehnten  Mitteli^erthe  nur  inner- 
halb der  Grenzen  dieser  Erfahrung  mit  einiger  Sicherheit  angewendet 
werden.  Es  ist  daher  sehr  wenig  gerechtfertigt,  wenn  man  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Temperatur  des  Bodens  —  soweit  unsere  Beobachtungen 
reichen  —  nahezu  der  Tiefe  proportional  wächst,  einen  Schluss  auf  die 
weiter  im  Inneren  oder  wohl  gar  im  Mittelpunkt  der  Erdkugel  herrschende 
Temperatur  zu  ziehen  wagt.  Bezeichnen  wir  die  veränderliche  Tiefe  unter 
der  Oberfläche  durch  x^  so  wird  die  entsprechende  Temperatur  T  aller- 
dings-eine  Function  von  x  sein,  und  wir  haben,  die  Anwendung  des  Ma- 
claurin' sehen  Satzes  auf  diesen  Fall  vorausgesetzt, 

T=m + xr(o) + y  r(o) + f  rw  + . . . 

In  sehr  wenigen  Fällen  ist  bei  derartigen  Beobachtungen  eine  Tiefe  von 
2000  Fnss  erreicht  worden;  meistentheils  war,  wenn  wir  den  Erdhalb- 
messer als  Längeneinheit  wählen, 

1.^1  .  1 

X  ^ ,     ar  ^  — ; ,     ar  <*  -r, ; u.  s.  f. 

^  10000'  lOOOOOOOO'  ^  1  000000  000000 

Unter  solchen  Umständen  kanu  es  nicht  Wunder  nehmen ,  dass  bei  den 
bisherigen ,  auf  diesen  Gegenstand  gerichteten  Untersuchungen  das  dritte 
und  die  späteren  Glieder  der  obigen  Reihe  nicht  merklich  hervorgetreten 
sind;  es  folgt  aber  hieraus  in  keiner  Weise,  dass  dasselbe  auch  noch  für 
«  £=:  1  stattfinden  werde.  Die  Beobachtung  lehrt  uns  eben  nur  die  unge- 
fähren Zahlenwerthe  kennen ,  welche  die  Grössen  f{0)  und  /^(O)  bei  den  zu 
Grunde  gelegten  Einheiten  annehmen;  im  Uebrigen  bleibt  uns  die  Form 
der  fraglichen  Function  völlig  unbekannt,  und  die  Temperatur  im  Mittel- 
punkt der  Erde  kann  noch  jede  beliebige  sein. 
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IV. 

Ueber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Oeometrie  der 

Flächen. 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Universität  GÖttingen. 


Sind  x^  y,  z  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Fläche, 
deren  Gleichung  F^{x^y^  2)  =0  ist,  so  kann  diese  Gleichung  als  Besultat 
der  Elimination  von  u  und  v  zwischen  den  Gleichungen : 

1)  x  =  fp{u,v)y     y==^,  («,»),     «  =  g>,  (M,t;) 

angesehen  werden.  Legt  man  v  in  den  Gleichungen  J)  einen  bestimmten 
Werth  bei ,  so  repräsentiren  diese  Gleichungen  eine  Cnrve.  Nimmt  man 
in  den  Gleichungen  1)  v  als  einen  variabeln  Parameter,  so  entspricht 
jedem  bestimmten  Werthe  von  v  eine  Curve,  Iftsst  man  v  variiren,  so 
erhält  man  ein  System  von  Cnrven,  die  sämmtlich  auf  der  Fläche 
^  (^9  9f  ^)  =  ^  liegen.  Ebenso  erhält  man  ein  zweites  Curvensystem  auf 
der  Fläche ,  wenn  in  den  Gleichtiugen  1)  zuerst  u  als  variabeler  Parameter 
genommen  wird.  Mittelst  der  Gleichungen  l)  wird  also  ein  Punkt  einer 
Fläche  als  Durchschnitt  zweier  Curven  definirt,  die  auf  der  Fläche  liegen 
und  welche  zwei  Systemen  angehören,  die  durch  v=Con8t.  und  tt=Const. 
gegeben  sind. 

Ist  d$  der  allgemeine  Ausdruck  des  Bogenelements  einer  Curve  auf 
einer  Fläche ,  so  hat  man  : 

d^^Edu^  +  2Fdudv  +  Gdü', 
wo: 

]-G-:)'-G!)v(i-:)". 

cxdx      dydy      dzdz 

Von  den  drei  Quantitäten  E^  G,  F  sind  die  beiden  ersten  immer  posi- 
tiv ,  während  Fy  durch  passende  Wahl  der  beiden  unabhängigen  X^^^M'p 
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liehen  u  und  v^  verschwinden  kann,  was  offenbar  stattfindet,  wenn  die 
beiden  Cnrvensysteme  u  =  Const.  und  v  =  Const.  sich  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  orthogonal  schneiden. 

Für  die  Cosinus  der  Winkel  a,  fr,  c,  welche  die  Normale  im  Puokte 
i^yl/j^)  ini^  den  Achsen  der  x^  y  und  z  bildet,  hat  man  folgende  Glei- 
chungen : 

X  X 


3) 


€08  a: 


cosb  = 


y{X*+Y*  +  Z*)' 

r 


'y(EG—F*y 

Y 


cosc-' 


z 


y^EG—F^y 
z 


y{x*  +  F« + 2«)  ~y{£G'^F*y 

wo  J",  ¥  und  Z  folgende  Bedeutung  haben: 

dydz      dydz  dzdx dz^dx  dxdy      dxdy 

^  düdv~Fvdu'        ~dudv~dvdü'        ~dudv~dvdli' 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Werthe  von  Z,  Y  und  Z  geben  die 
Gleichungen  3) 


5) 


dx  dy  .  dz 

^cosa  - — H  cos 6 r — \r  cosc ^-  =  0j 
'  du  du  du 

dx  ,         .dy  ,  dz 

cos  ö  ^—  +  cosb':r-'+  cos  c  :r-  =  0. 

dv  dv  dv 


Zur  Vereinfachnog  der  folgenden  Entwickelungen-  werde  gesetzt : 


A  =  X 


d*x 


d'y 


,d*z 


+  ^ä;?  +  ^^= 


6) 


c=x 


d*x 


dudv 


+  r 


8*y    ■  z  ^*'  : 

dudv         dudv' 


d*x 

dv^ 

du 
dtf 

dx 

du 

dy 

du 

dz 
du 

dx 

dv 

dy 

dv 

dt 
dv 

d*x 
dt^ 

d*y 

d^ 

d*z 

dv' 

dx 
du 

dy 

du 

dz 
du 

dx 

dv 

dy 
dv 

dz 
dv 

d*x 

d*y 
dudv 

d*z 

dudv 

dudv 

dx^ 
du 

dy 

du 

dz 

du 

dx 

dv 

dy 

dv 

dz 

dv 

Durch  Differentiation  der  Gleichongen  4)  nach  w  and  v  folgte 


oogle 
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dx  deosa      dy  dcotb      dt  dcosc  , 

ä^-7ir  +  ä^-ä;r  +  ä;"ä7r — cis(^-^)  *, 

ds  dcosady  deosb      dt  dcosc  , 

d^-^V^d^^-Ji-'^dZ-Tv C{EG-F^    ♦, 

d*  deosa      dy  dcotb      dt  dcote  . 

d-p-dV^rvIV^Tv-Tv lf{SG-F^  *. 

Diese  Gleichangen  in  Verbindnng  mit: 

dcosa  ,         ^dcosb  dcosc 

du  du  du 

d  cosa  .         ^  d  cosb  .  d  cosc 

'*""  "äT  +  "'*  "IT" + ""'-dT  =  * 

geben: 

r^^      ^^cosa        J      Jz  dy\      ^(      .dz 

(EG  —  F^—^ —  =A[cosb^ cosc^-t  —  CicosbT cosc 

^  'du  \        dv  dvj         \        du 

[EG  —  F*)— r —  ^=si  Ä\cosc-z cosa---]  —  V\co$c- cosa-^r-] 

^  'du  \         dv  dvJ         \         du  du) 

i^^    «-n3^<>*^     ä(      ^y        i.^^\    n(      ^y        r^*\ 

(EG  —  ^)— ^ —  =^lco*ari—  co^ft^- I  — (7(co*a:r^ —  co^ftr- I 
^  'du  \         dv  dv/         \        du  du/ 

,«^       ^^cosa       ^(      ^dz  dy\       „/      ^dz  dy\ 

(EG  —  F*)  -^ — =:^C[co8b- cosc-^]  -Blcosb- cosc^] 

^  ^    dv  \        dv  dv/  \        du  du/ 

,„^       ^,.^C056        ^/         dx                dz\       ^(         dx  dz\ 

(EG  —  jF*)  —5 —  =C[co8C' cosa^-']''B[cosc:z cosa^r-] 

^  '     dv  \         dv  dv/  \         du  du) 

ißG-F^^-^'^^cicosa^^-coshPi-BicosayL^cosiPi. 

^  '     dv  \         dv  dv)         \         du  du) 

Diese  Oleichnngen  lassen  sich  durch  Einführung  der  Hauptkrtim- 
mnngshalbmesser  und  der  Winkel ,  welche  die  Tangenten  zu  den  beiden 
Hauptschnitten  mit  den  Coordinatenachsen  bilden,  noch  bedeutend  ver- 
einfachen »  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll. 

Aus  den  Gleichnugen  7)  leitet  man  leicht  die  drei  folgenden  ab: 

8) 
/dcosaV      /dcosbV     ^dco8c^_A^G  +  C^E-^^ACF 
\    du   )       \    du    )       \   du   ) 


7) 


{dcosaV     /dcosby     fdcoscy_B* 


{EG—F*y        • 
E+C*G  —  2BCF 


{^EG  —  F^Y         ' 

dcosa  dcosa      d  cosb  d  cosb      dcosc  dcosc C{AQ+BE)'-{AB+C^)F 

TiT     dv    "*^~aM        dV^^du        dV  {EG—F*y  • 

IL 
Geht  die  Ebene 

({—  x)  cos  «  +  (i?  -*-y)  CO*  /3  +  (t — •)  CO*  y  =  0 
durch  die  Normale: 
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cos  a       cos  b     -  cos  c  ' 
SO"  ist : 

cos acosa  +  cosb  cosß  +  co* c  co*y  =  0 , 

-cosa  +  -cosß  +  ^^cosy)du 

Ist  Q  der  Krümmungshalbmesser  einer  Carve  doppelter  Krümmung 
im  Punkte  {x^  y^  z),  so  hat  man : 

1        \dwdw*     dmdrvV  "*"  Kdwdn^     dtvdw^J       \dwdfv^     dwdn^) 


Q 


i©v(E)+(fe)r 


wenn  x,  y  und  z  als  Functionen  einer  Vafiabeln  w  angesehen  werden.  Um 
den  Krümmungshalbmesser  der  Schnittcurve  der  Ebene  9)  mit  einer 
Fläche  im  Punkte  (x,  y^  z)  zu  finden,  kann  man  eine  der  Variabeln  u  und 
V  als  Function  der  anderen,  oder  besser ,  beide  als  Functionen  einer  drit- 
ten Variabeln  ip  ansehen.  In  der  letzeren  Voraussetzung  giebt  die  zweite 
der  Gleichungen  10) 

du  idx  dy       ^  ,  ^^  \ 

•^  =  — ö'lö-  cosa  +  ^cosß  +  -^cosy\^ 
dtv  ^  ^dv  dv       ^      ov       '  ' 

dv  idx  dy       o  \  ^^ 


öv  idx  dy       o  t^^  { 

Ofo  ^du  du       '^      du       '  ' 


oder 


du  dv 

12)  -=  — (7f),  ^=gP, 

'  dw  dw       ^ 

wo  g  eine  Unbestimmte  bedeutet ,  und  zur  Abkürzung  gesetzt  ist : 

!->     ^^        .  ^y      /,  .  ^^ 
P=^cosa  +  ^cosß  +  —  cosvy 
du  du       ^      du       ' 

dx  dy  dz 

dv  ov       ^      dv       ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  12)  folgt  nun : 

dx dxdu       dxdv ( rfi^      f\^^\ 

div~ TuVw^ d'vTm~^\:  Tv~^ Tu)' 

oder  für  P  und  Q  ihre  Werthe  eingesetzt,  mit  Beachtung  der  Gleichungen 

3)  und  4) : 

d  X 

—  =  ^  {cos  hcosy  —  cos  c  cos  ß)y{EG'-'  F*). 

ow  • 

Auf  diese  Art  findet  man  die  Gleichungen:  ^  j 
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dx 

r,'  =g{cosb  cosy  —  cosc  cosß)  y{EG — ^), 

1    o 

14)  \  ^  =  g  {cosc  cosa  —  cosa  cos  y)y{EG — J^), 

dz 

—  =g(cosa  cosß  —  cosb  cosa)  y{EG — F*), 

b'+(l£)"+6^)=^(— )• 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  folgt : 

dyd^z      dzd^y      dzd^x      dxd*z      dxd*y      dy  d*x 
dfvdn^      dwdn^      drodn^      dtvdn^      dtvdw*      dtvdn^ 


cos  a                            cos  ß                           cos  y 

d  cosa  d  cosb  d  cosc 

=  g»{EG-'F') 

drv       drv        drv 
cos  a     cos  ß    cos  y 
cos  a    cos  b    cos  c 

• 

Die  Gleicfaang  11)  geht  hierdurch  über  in: 

dcosa  dcosb  d  coBc 

yi^EG—F')_  1 

drv        dw        drv 
cos  a     cos  ß     cos  y 

Q                9 

cos  a    cos  b     cos  c 

^dcosa          dcosa        dcosb         dcosb        dcosc         dcosc 
^    dv       :^    du    '         dv        ^    du    '  ^    dv       ^    du 

cos  ff                             cos  ß                            cos  y 

cos  a                             cos  b                            cos  c 

Haltiplicirt  man  diese  Gleichnng  mit 

dx     dy     dz 
du     du     du 

y{EG—F^  = 

dx     dy     dz 
,    dv     dv     dv 
cosa  cosb  cos c 

) 

•0  folgt,  wegen  der  Gleichungen  6^ 

(EG—F^^  _ 

—PC-k-QÄ    —PB  +  QC   0 
P                      Q      0 
0                       0       1 

9 

• 
oder 

15)                          g  =  - 

{EG^F*)* 

iO'—ZCPO  +  BP^' 

Aas  den 

Gleiehunge 

n: 

nr^r 
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cos  a  cos  a  'i'  cos  b  cosß  'i-  cos  c  cosy  -=:  0, 

cosa  ^~-  +  cosb  r-  +  co»c  r—  =  0, 
du  du  du 


folgt: 


dx  .^.V  .  ^^ 

cosa---  +  cosb  r — |-  cosc  -—  =  0 

^»  ov  ov 


=  0. 


cos  u  cos  ß 

cos  Y 

dx  d9f 
du    du 

dz 

du 

dx  dy 
dv     dv 

dz 

dv 

=  0, 


Diese  Gleichang  quadrirt,  giebt: 

1     P 
P    E 
Q    F 
d.h. 
.      16)  EG  —  F*  =  GP*+EQ*—2FPQ. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichnng  and  cosa  cosa  +  cos b.cosß  + cosc  cosy  =  0 
kann  man  zwei  der  Quantitäten  cosa,  cosß^  cosy  durch  die  dritte  ausdrucken, 
so  dass  in  q  nur  noch  ein  arbiträrer  Winkel  enthalten  ist.  Um  die  Werthe  von 
cosuj  cosß  und  cosy  zu  finden,  für  welche  q  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,  kann  man  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  jP  und  Q  statt  der  Winkel 
a^  ß,y  als  Variabele  nehmen.     Differentiirt  man   unter  dieser  Voraus- 
setzung die  bemerkten  Gleichungen  und  setzt  ^^  ==  0 ,  so  folgt: 
{AQ-^CP)  dO  +  {BP--CQ)  dP=o, 
IeQ-^FP)  dQ  +  {GP—FQ)  dP^O, 
also : 

17^  AQ—CP^  RP--CO 

)  EQ  —  FP      GP—FQ 

oder,  wenn  g  eine  Unbestimmte  bedeutet: 


18) 


iAQ-CP=g{EO^FP), 
^BP—CQ  =  g{GP—FO), 


Diese  Gleichungen,  respective  mit  Q,  P  multiplicirt  und  addirt,  geben: 

AQ^^2CP0  +  BP*  =  g{GP^  —  2FPQ  +  EQ*) 
oder  wegen  15)  und  16) 

y{£G—F*)_ 


Substituirt  man  diesen  Werth  von  g  in  die  Gleichungen  18) ,  so  folgt  durch 
Elimination  von  P  und  Q 

^«  (^i?  —  C*)  +  (f  {AG  +  BE—2CF)  y{EG—F*)  +  {BG  —  F^y  =  0. 
Durch  diese  Gleichung  ist  das  Maximum  und  Minimum  des  Krüm- 
mungshalbmessers einer  Fläche  im  Punkte  {x^  y,  z)  bestimmt,  oder,  nach 
der   gewöhnlichen   Redeweise,    die    beiden   Hauptkrümmungshalbmesser. 
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Bezeichnet  man  ihre  Werthe  durch  /  und  r",  so  Iiat  man  fär  dieselben  die 
Gleichungen : 

11  _AG  +  BE—2CF 

1    _    AB  —  C* 

in. 

Das  System  der  Gleichungen  16),  17)  und  coi^a  +  cos'ß  +  co^Y=sl 
giebt  für  jede  der  Quantitäten  cos  u,  cos  ß^  cos  y  eine  quadratische  Glei- 
chung,  deren  Wurzeln  die  Richtungen  der  Tangenten  zweier 'Normal- 
Schnitte  ,  der  sogenannten  Hauptschnitte ,  im  Punkte  (or,  ^,  z)  einer  Fläche 
bestimmen.  Die  Krümmungshalbmesser  dieser  Hauptschnitte  sind  /  und 
r".  Seien  nun  cos  a\  cos  b\  cos  c  die  Werthe  von  cos  a,  cos  j5,  cos  y,  welche 
dem  Normalschnitt  mit  dem  Krümmungshalbmesser  r  entsprechen,  und 
cos a\  cos b'\  cos  c'  die  analogen  Werthe  für  r\ 

Man  setze,  analog  wie  in  13). 

20) 

5-  CO««  +  ^  CO«  d  +  ^-  CO*  c  =  jP  ,    ^  cosa  +^cosb  +--cosc  =  P  , 
du  du  du  du  du  du 

--co«a+^co«ft  +^eo«c=ß,    —  co«a  +^cosb  +^cosc  =0  . 

OV  OV  OV  0V  ov  ov 

Die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  Tangente  im 
Punkte  (o:,  ^,  z)  der  Fläche  zur  Curve  (u)  mit  den  Ach- 
sen bildet ,  sind : 

J_dx  J^dy  J^dz 

yEdu   yEdu  yEdu 

Für  die  Curve  {v)  hat  man  die  entsprechenden  Grössen : 

i_?^  JL?^  J«?f 

yGdv  yodv  yodv' 

Bezeichnet  man  durch  n  den  Winkel ,  welchen  die  Curvon  (u)  und  (v)  mit 
einander  bilden ,  so  ist : 

F 


oix  i     fdxdx      dydy.dzdz\_ 

21)         '^^'^^vEGKdlidi'^d'ud'v^dZrv)  —  } 


ySGXdudv  '  dudv  '  dudvj    ^  yEG 
Ist  femer  ^  der  Winkel,  welchen  die  Carve  (u)  und  der  Hauptschnitt  mit 
dem  Krümmungshalbmesser  /  mit  einander  bilden,  so  folgt: 

cos  1p  =  —- (  cosa  r-  +  cos  6  — -  +  CO«  c  5-  I  =  ^tt;. 

Für  i'',  P",  ß^  und  jP"  ergeben  sich  die  folgenden  einfachen  Werthe : 

22^  K  =  <^^**  ^^»         ö'  =  ^^^  (»  — *)  ^^» 

^  ii>''=  -  «nt,;^^,     ff'^sin  («-9>)  ^ofilizedbyGoOQlc 
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Aus  diesen  Gleichangen  findet  man  leicht: 

23)      E=P'*  +  P'*,     G=0'*  +  Q"\     F^P'O'  +  P^^O". 

Statt  der  ersten  der  Gleichungen  10)  hat  man  die  beiden  folgenden : 
cosa  cosa  +  cosb  cos  b'  +  cosc  cosc  =  0, 
cos  o-  cos  a  +  cos  b  cos  6"+  cos  c  cos  c"=  0. 

Diese  Gleichungen  mit 

cosüTT-  +  cosb  ^^^  cosc  ^  =  0, 


du 

dx 


du 

dv 


cosa-^r-  +  cosb^  +co8C  —  i=0 


du 

dz 

'dv' 


geben: 


cosa   cosb'  cosc 

dx      dy      dz 
du      du       du 

dx      dy      dj 
dv       dv.     dv 


=  0. 


cos  a"  cos  6"  cos  c ' 
dx       dy       dz 
du       du       du 
dx       dy       dz 
dv        dv       dv 


=  0, 


oder,  wenn  man  das  Product  der  vorstehenden  Gleichungen  bildet: 
cos a  cos a    +  cos b'  cos b"  +  cos c*  cos c'     P'     Q' 

P"  E     F    =0. 

Q"  F     G 

Da  nnn  wegen  der  Gleichungen  22) 

E  Q'Q"  +  GP'  P"  —  F{P^Q"  +  P"iy)  =  0, 
so  folgt: 

cos  a  cos  a   +  cos  V  cos  b"  +  cos  c  cos  c"  =  0. 

Die  Determinanten  Ä^B^  und  C,  bestimmt  durch  die  Gleichungen  6),  las- 
sen sich  sehr  einfach  in  Function  von  r',  r",  P\  P",  Q*  und  Q"  darstellen. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  18)  successive 

y{EG  —  F*)  Y{FG  —  F*) 


statt  g  und  P\  iß';  P'\  Q"  statt  P^Q^  so  erhält  man  folgendes  System  von 
Gleichungen : 

AQ'-  CP'  =  \  {EQ'--FP')y{EG-F*),    BP'^CQ'—\{GP^''FP')  y{EG^F*), 
ÄQ"- CP'^\i,EQ'*'-FP")y{EG-F^),    BP'''CQ''=\{GP"^FP")y{EG-F^), 

BP'— CO' 


oder  wegen  der  Gleichungen  23): 

^Q' Qp*  p" 


p'Q"  —  P"Q' 


■y{EG—F*), 


i>'£)''-/"'(?'-,ed<e?oogle 
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Hieraos  ergeben  sich  £fir  A^  B^  C  folgende  Werthe: 


y{EG  —  F*)        r" 
r 


24)  ;  B  _Q'-       0-« 


Y{EG  —  F^)         r"     •       r       , 

IV. 
Aas  den  Glelchttngen : 

^M  *^M  ^M 

C05fl  ^-  +  CO**  5-  +  cosc  --  =  ö , 

^p  ^^  ^t; 

cos  a  cos  a  +  cos  b*  cos  b  +  cos  c  cos  c  ==  0, 
„dx  „dy  ,  „dz        _„ 

^M  ^M  ^W 

,,dx  „dy  „dz       ^„ 

cosa  —+cosb   —^cosc  —  =0, 

dp  dv  dv 

cos  a"  cos  a  +  cos  b"  cos  b  +  (^os  c"  cos  c=:^0 
findet  man  für  cos a  und  cos a'  folgende  Werthe : 

y{EG—F*)  cos a^  —  P'  (cos  b^  —  cosc^) 

+  Q'(cosb- cosc^), 

\         du  du/ 

y{EG  —  F^)  cosa'^^  P"  (cos * |^  —  ^^*  ^  |f) 

'\'  Q"  \cosb  ^  -^  cos c  ^\ , 
\         du  du/ 

Dnrch  Sabstitation  der  Werthe  von  Ä^  B^  C  aus  24)  nimmt  die  erste  der 
Gleichnugen  10)  folgende  Form  an: 

^Q-(cosbll-coscp^\, 

oder  wegen  25): 

dcosa  P'         ,       P" 

-_ — = r.cosa 7-cosa  .  ^^  , 

^"  "^  '^  DigitizedbyGOOQie 
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Analog  wie  die  Torstehende  Gleiclinng  erh&lt  man  statt  der  Gleichungen  7) 
das  folgende  einfache  System: 


dcosa  P'         ,      P'"         ^ 

du  r  r 


dcosa  0  ,       Q 

dv  r  r 


26)  < -^ — = T.cosh T-coih  ,      -^ —  =_*,>co*d  ~~cosb  , 

'    ^     du  r  r  dv  r  r 


dcosc            P*  • 
-^ —  = T,COZC 

du  r 


P"         „       dcosc            ff         ,       Q" 
'-rcosc  ,       —5 —  = r,  cosc r  cos  c  . 

r  dv  r  r 


Um  die  Differentialquotienten  von  cos a\  cos a\,^  nach  u  und  v  zu  finden, 
setze  man: 


27) 


,dcosa     ,         .„dcosV    .  „dcosc         ^ 

\  cosa   — h  cosb   — ^-- 1-  cosc   — ^^ —  =  M^ 


cosa 


du 
,d  cosa" 


du 


du 


,,dcosb     ,           ,dcosc 
+  cos  b  —- }-  cos  c  —^ =  N. 

ov 


dv  dv 

DifFerentiirt  man  die  Gleichungen: 

co^  a  +  cos^  b'  +  cot?  c  =  1, 

cos  a  cos  d  +  cos  b  cos  b'  +  cos  c  cos  c  =  0, 

cos  a    cos  a   +  cos  b"  cos  b'  +  cos  c"  cos  c  =  0, 

CO«'  a"  +  CO*'  b"  +  cos^  c'  =  1, 

cos  a  cos  a"  +  cos  b  cos  b"  +  cos  c  cos c'  =  0, 

l  cos  d  cos  a"  +  cos  b'  cos  b"  +  cos  c  cos  c"  £=  0 

nach  u  und  v,  so  findet  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  26)  und  27): 

,  d  cos a'  ,,d  cos b'  .  ,d  cos  c 

I   cosa  — ^-^^  +  cosb  — ^-^^  +  cosc  — ^5^7—  =ö, 


28) 


cos  a- 


du 
d  cosa' 


du 


du 


.  d  cosb'   .  d  cosc       P* 

+  cos  b  — h  cos  c 


cosa 


cosa 


du 

n d  COS d  .„d  cos b' 


d 
d  cosa 


—  +cosb    —^ h 

u  du 


cosc 


du  r' 

,  d  cos  c 


du 


=  M, 


cos  a 


du 
d  cosd* 


^„dcosb"  .          „dcosc" 
'Cosb   —7^ |-cofc  —T =  0, 


du 


cosa 


du 

,  d  COS  a" 


dcosb" 
+  cosb  —z f-  cosc 


du 
d  cosc' 


cosb' 


du 

,  d  cos  d' 


du 


29) 


cosa 


du  du 

,d cosd  ,  d cosd 


•^cosc 


,  d  cos  c" 


du 


M, 


cos  a 


cosa 


dv 

d  cosa' 

TT' 

,  d  cosd 


+  cosd 
+  cosb 
+  cosb" 


dv 
dcosd 

~dr~ 

d  cosd 


.  d  cos  c 

-^COSC   —^ :^0, 

dv 
d  COS  c       Q' 


+  cosc 


•  cosc 


dv 
d  cos  c 


-=P^^, 
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,,dcösa     .        ^„dcosb              „dcosc 
cosa  — 5 i-cosb  — 5 I-C05C   — 5 =  0, 

dv  cv  dv 

deosa'   ,            dcosb'',  dcosc'       O" 

cos  a  — r h  cos  b  — y  cosc  — 


dv  dv  dv  r  ' 

fdcosa"  ,         ^,d cosb"  ,          ,dcosc' 
\  cos  a  — r h  cosb  — ^ i-cosc  —5 =  N. 

\  dv  dv  dv 

Da  co^  a  +  co^  b  +  eo^  c  =3 1 ,  so  geben  die  Gleichungen  28)  bekanntlich 
die  folgenden:  / 

cot^a  +  cofa  +  eofa'  =  1,     cos « co*6  +  cosa  cosb'  +  coscl' cosb'*  =  0, 

cw^ b  +  co^ V  +  C05* 6"  =  1,     cos acosc'\-  cos a  cos c  +  cos a"  cos c*  =  0, 

eoj* c  +  coi?c  +  coi^c"  =  1,     co«6  cosc  +  co*6'  co*c'  +  cosb"  cosc"  =  0. 

Diese  Gleichungen  gestatten  ans  20)  nnmittelbar  die  Werthe  der  Differen- 

tialqnotienten  yon  cos a\  cos a' , ,.  nach  u  nnd  v  zu  finden ,  nämlich : 


30) 


du 

r                                ' 

dv 

—  "TT  <'«#ir  a  —  jiT  CV9  »  9 

d  cosb' 
du 

=  -TT  /?o»  6  +  Jlf  CO«  6", 

d  cosb' 

dv 

=  %r  cosb  — Neos b'\ 

deotc 

dn  ^ 

p" 

==i-;rcesc  +  Meos  c'\ 

d  cos  e 

dv 

=  -;rCosc  —  N  cos  e\ 

\dcota" 
1     du 

z=r^cosa  —  Mcoscy 

deosa 
dv 

ff' 
=  -T-cos  a+  N  cos  «', 

Idcoib" 

p' 
^Z'-rcosb  —  Meos  b\ 

dcosb" 

0" 

f     du 

dv 

•^^  — J"  vu«  U  "l*   If  üf/o  V  ) 

1  dcose" 
\      du 

P' 
=  -7-  cos  e  —  M  cos  c\ 

dcose" 
dv 

==^  co*c  +  Neos  c\ 
r 

Differentiirt  man  in  den  Gleichungen  20)  P'  nnd  P"  nach  v^  ff  and  (f*  nach 

tf,  so  folgt: 

aO^_aP[_a«  aco^a        ay  dcosb*       dz  dcose 
du        dv~dv      du  dv     du     '^  dv     du 

(ds  d cosa    ,  £y  3 cosb'      dz  dcosc\ 
du    dv    '^ du^TT"^ du    dv  r 

dgr      dP^_ds  deosa        dyd cosb"  _^ dz  dcose" 


du        dv       dv     du       '  dv     du  dv     du 


d cosa'      dy  d cosb"      dz  d eose" 


dv       'du     dv     ^  du     d 
oder ,  wegen  der  Gleichungen  30) : 

'Datch  diese  Gleichungen  sind  M  nnd  N  bestimmt    Ans  den  Gleichnngen 
2«)  and  30)  folgt :  Digimed  by  GoOglc 
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d 


?m8i>        \r  *  r*  J  \dvr         r      / 

+  1- — r 7;  JVIco«a 

\dv  r        r      J 

(P^Q'  .  i>"ö"\  ,   {d  Of      Q''\ 

\^M  r        r      / 
Da  die  Factoren  von  cos  a^  cosa\  cos  a"  in  den  voratehenden  Glei- 
chmigen  einander  gleich  sein  müssen ,  so  bat  man : 


dur"       dvr" 

du  r        cv  r         r    ^ 


oder  nach  31) 


jur 

)ur        dv  r    ~r\du         dv )' 


dur         dvr'       r   \du         dv  /^ 

dt 


d.h. 


,^     jVr"     7)\du      dv  )~?^A^  du      ^  dv)* 

Aus  den  Gleichungen  30)  folgt: 

d^cosa       (dP^HQ"\  .   (nsiü      P'0'\ 

dlid»         V^pr  r    /  \  r  '  / 

/dO'NP"\  ./;,.„  />'()'\ 

/ai^  ,  p"Q'\ 

xa«        r  r   / 


cosa 


also 
33) 


dH  .  dN      P'^' ^P"Q' 


dv     'du  rr' 

Diese  Gleichung  enthält,  in  etwas  verschiedener  Förm^  den  von  Gauss 
gegebenen  Ausdruck  von  rr"  in  Function  der  Differentialquotienten  von 
£,  F,  G  nach  ti  und  v.     Aus  den  Gleichungen  31)  findet  man  nämlich: 

M{P'Q"-P"Q')  =  P'?£  +  P"^^-^i{P'»+P"'), 
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Mittelst  der  Gleichungen  22)  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  Über  in: 


oder  da: 


üf=i 


,  dG  dVE  diU 

^  du  do  dv 


sin  w  .  ySG  ==  y{EG^F% 


yEG         d__  _F^       dj^ 
yEG—F*)  du  yEG'^  du  ' 


'""-VEG' 

J^ 

^ZE 

V 

S. 

'  Gy{EG 

-F^ 

ZE 

e'^ 

du 

^~^Ey{EG-^F*) 

Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch : 

dG  dE  dE 

,  d  ^dZ-^d7        -  ^^■ 
*ap  Gy(EG—F*y 


^^^ 

.^~- 


^    ap        a«     ^  /    yEG     _d    ^^  \ 


Durch  £ntwickelung  erhttlt  man  hieraus  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
chung. 

V. 

Nimmt  man  auf  einer  Fläche  ein  besonderes  System  von  Cnrven  an, 
80  wird  eine  der  Variabein  u  und  v  Function  der  anderen  sein ,  oder  man 
kann  dieselben  als  Functionen  einer  dritten  Variabein  t»  ansehen. 
Setzt  man : 

du_   ,     ar^_   , 

dw~^    dw~^' 

80  ist  die  Bedingung ,  dass  zwei  successive  Normalen  in  einer  Ebene  liegen : 


dx  dx  , 

du     ^  dv 


dX  ,_,dX  , 
—  u   4-  —  V 

du     ^dv 


^u'  +  ^J^p' 

du    ^  dv 


dz   ,  ^dz  . 


dT  ..er  ,  dz  ,,dz  . 

du  dv        du  dv 


=  0, 


wo  X,  r,  Z  darch  die  Gleichangen  4)  bestimmt  sind.    Maltiplicirt  man 
diese  Gleichung  mit 


dx 

du 

dy^dz 
du  du 

dx 

dv 

dydz 
dv  dv 

X 

r  z 

=y(EG-n, 
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80  folgt: 


Eu+Fv     Fu+Gv  0 

0  0   ^  EG-'F^ 

—  Au—Cv      —  Cu—Bv      \j^{EG-^  F^u'  +  |  ^  {EG—F^)  v 

d.h. 

34)         {Eu  +  Fi;')  {Cu  +  Bv)  =  {Fu  +  Gv)  {Au  +  Cv). 
Man  findet  dieses  Besultat  leicht,  wenn  man 

du  du  du 

und  |fj'+|yr+|-'z  =  0 

dv  dv  do 

nach  u  und  v  differentürt.     Hierdurch  erhftlt  man : 

a 

d 


=0, 


dudu'*' dudu^ dudu^     \   8«*  ■'"    a«»"*"   dt^)~      ' 

^p  Völler  öiiö»         dudvj 


au  av     au  a»     du  at 

aaraJF    ayar    a2az_     /    a«:r   .y^'y   ,^^'^\_     ^ 

dv  du'^  dv  du'^dv  du~     \  dudv'^    dudv'^   dudv)~ 

Substituirt  man  in  die  Gleichung  34)  für  E,  F,  G,  Ay  B,  C  ihre  Werthe  aus 
23)  und  24) ,  so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  einfache  Form  an : 

(4— Jr)  {P'0"-P"ff  \P'P"u'  +  ffff'v*+iP'0"+P"Q')u'v\  =0 

oder 

i>'P"u  •+  i?'0"f'*+  {P'&'  +  P"Q')uv  =  {P'u+iyv)  {P"u+Q''v')  =0. 
Damit  also  zwei  successive  Normalen  in  einer  Ebene  liegen,  hat  man  die 
BedingUDgen : 

35^  iP'u+ffv=:0, 

d.  h.  zwei  Differentialgleichungen ,  deren  Integration  die  bekannten  Krüm- 
mungslinien giebt.  Nimmt  man  diese  Krttmmungslinien  zu  Systemen  der 
Cnrven  (u)  und  (&),  so  muss  die  Integration  'der  Gleichungen  35)  u  =  Const. 
und  &=: Const.  geben,  was  offenbar  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn 
/>'  =  0,  ö"  =  0  oder  ö'  =  0,  P"  =  0.  Eine  dieser  Annahmen  folgt  aus 
der  anderen  durch  Vertauschung  von  u  und  v.  Setzt  man  also  0'  ==  0, 
P"  =sO  und  einfach  Pj  Q  statt  P\  Q'\  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

36) 

—  cosa  +^cosb  +  —cosc  =P,  ^  cosa  +^C08b  +—cosc  =0. 
cu  du  du  uv  ov  ov 


dv  i 
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d  cos  a 
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i>«  =  i:,    (y  =  G,    F=zzo, 

P  ,       dcosa'  Q 


du 
d  cosb 


du 

d  cosc 


'  -T,  cos  a . 

r 

•  T,  COS  b , 

r 


dv 

d  cosb 


= ?  cos  a  , 


du 


: T/  COS  i 

r 


dv 

d  cos  c 


\  cos  b'\ 


37) 


d  cosa       P  ,    _. 

— ;r =r  -7>  CO*  a  +  M  COS  ü   , 


3  p  r 

d  cosa 


7  cosc 


dv 


=s  —  Ncosa\ 


dcosV      P  dcosb'  ^        ., 

=  T?  cosb  +  Mcosb  ,     —5-;; —  =  —  Ncosb  , 


av 


a«        r 

d  cosc        P  „       d  cos  c  _, 

^=Z'^,COSC  +  Mcosc  ,      — ^r =r  —  Ncosc  . 

a» 

— 5 =!  -T  CO*  a  +  iv  CO«  a , 

d  cos  hl 


du  r 

dcosa 


du 

d  cosb" 


du 
dcosc 


=  — Mcota, 


du 


=  —  Mcot  e' 


dv 
dcote" 


=  —.eotb  +  N  cos  b\ 


s=  -7  cos  c  +  Neos  c. 


38) 
39) 


\r"       rJdo~r'*dv'     \r~r"J  du^r'du' 


dv 


=  -QM, 


dQ 

du 


-PN, 


^,dN__  PQ 
du  "**8u  "77" 


oder 


Aas  den  Gleichangen  96)  nnd 

^-  CO»  a  +  5-  CO»  *  +  -    CO»  c  =  0,     ^-  CO»  «  +  ■^  CO»  6  +  ^-  CO»  c  =  0 
«M  ?M  a«  dv  dv  dv 

erhllt  man 


40) 


dx       -        .  dx       . 

^^^Pcosa,  -==Qcosa, 

dz       „        ,  dz      ^ 

j-^-=Pcosc,  y^  =  Qcosc, 


Die  Gleicbung  39)  ISsst  sich  dnrch  Einführung  der  Bogenelemente  der 
Krttmmnngfllinien  in  eine  sehr  elegante  Form  bringen.  Beseichnet  man 
die  Bogenelemente  der  Krümmungslinien  (u)  und  (o)  respective  durch  d  s 

und  ds\  so  hat  man :  oigiti^ed  by GoOglc 
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-'=/lCT)+(f!)*+(l^)'!=^"-=-. 

Die  Qleichungen  38)  werden  hierdurch : 

/l        i\dlogP__        d    1   (\        l\  dlogQ  _        d    1 
\r         rj     dt  ds  r    \r       r  /      dt  dt  r 


Ferner  ist : 


dM_     dM_       ^d'P  _        ^^jd'iogP  ,   fdIogP\*l 

7r~^a/~     ^ö5'«~     ^<  a*'»   ^v  a/  ;r 


a 
a 

Die  Gleichung  89)  geht  hierdurch  über  in : 

d_^)dj"r'    f   .     d   S  ds  r 

ds")  1 

VI. 
Denkt  man  sich  von  jedem  Punkte  einer  Fläche  aas  einen  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser  auf  der  Normale  abgetragen,  so  liegen  die  End- 
punkte dieser  Segmente  auf  zwei  Flächen.  Sind  (xi ,  yi ,  Z|)  (or, ,  y, ,  z,) 
die  Punkte  beider  Flächen,  welche  dem  Punkte  (x^  y,  z)  entsprechen,  so 
sind  diese  Punkte  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

iXi  =  ä:  +  r  cos  a,     ar,  =  j?  +  r '  cos  «, 
yi  =  y  +  '•'  cos  6,      y,  =  y  +  r '  cos  ft, 
z,  =  «  +  r  <?05 c,      z^=^Z'^  r"  cos c, 
Haben  u  und  v  wieder  dieselbe  Bedeutung ,  wie  in  V.,  so  ergeben  sich  mit- 
telst der  Gleichungen  37)  leicht  folgende  Gleichungen : 

—  =p\^^^^J  cosa  -jrj^cosa,       j^=:—cosa, 

d*x,  d*r  Q  dr 

-dJ=  d^'""'  -T'd^""" 

d*x,  d*r  ,  Pdr 

X — TT-  =  s — ;^  cot  a  +-y;-—cota 

dudv  dudv  r  dv 

Für  ^  .  •  •  •  erhält  man  durch  Vertanschong  von  a  mit  b,  c  ganz  analoge 
Gleichungen.     Man  setze:  Digimed by GoOglc 
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du 

d*jc,  d^tt,  d'z, 

dv"   av*   dv 

d^x,     d^y,     d 

dudv dudv  d 

udv 

A,= 

du 

du 

dz, 
du 

B,= 

dx^   dt/i    dz^ 
du     du    du 

c,= 

dxi      dyi       dzt 
du       du        du 

dx,  dy, 
dp     dv 

dz, 
dp 

dXf   dyi    dzx 
dv     dv     dv 

dxi      dy^       dzx 

dv       dv       dv 

Um  die  Werthe 

von  J,,  B,,  C,  auf  einfache  Art  zn  erhalten ,  multipHcire 

man  dieaelben  mit 

cos  a     cos  b     cos  c 

8  v^ 

cos  a     ^os  b'    cos  c 
cos  ö"  cos b"  cos c* 

» 

wo  l«  =  l 

,  also 

e=:  +  l.     Man  findet: 

f-(- 

-^hi:^  Ä4-^)-?i^  '"'i'-f) 

.i,= 

—H'-^y^- 

d*r                             ^                         Q  dr 
dv*                                                     r'dv 

tB,= 

l:       K-.i)     « 

dv 

0 

0 

-n-^)(^1- 


Snbstitnirt  man  in  Ai  für  M  seinen  Werth  aus  ; 

•^' Q  V       rV/'*di" 

Setzt  man 


),  so  ist 

dv' 


E, 


_dx,dx,   ,dy,dy,       dz.dz, 
'       du    dv  "^  du  dv   '^  du  dv' 


so  findet  man  leicht: 
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Mit  Hilfe  der  obigen  Werthe  Ton  ^| ,  ^| ,  C^  folgt  nun : 

A,B,—c,^  —     ^"^     '^^  ay;- 

dv 
Gehen  A^ »  B^^  C^j  E^,  F^j  G^  durch  Yertauschnng  von  x^  y^  z^  mit  x^  y^  z^ 
über  in  J^^  ^^t  ••  m  >^  findet  man: 

{E,G,—F,'y_       .  .,     du 

du 
Für  den  Fall,  daas  r — r'  =  k  ist,  wo  k  eine  Constante  bedeutet ,  gehen 
die  beiden  letzten  Gleichnngen  über  in : 

{E,G,-F,y      {E,G,-F,r)*^ 
A,B,  —  C,^  ~  A^B^—C^^ 
Bezeichnet  man  die  beiden  Flächen ,  definirt  durch  die  Gleichungen  41), 
als  die  Flächen  der  Krümmnngsmittelpunkte  einer  gegebenen  Fläche ,  so 
hat  man  folgendes  Theorem: 

Ist  die  Differenz  der  Hauptkrttmmungshalbmesser  in  jedem 
Funkte  einer  Fläche  constant ,  so  haben  die  beiden  Flächen  ihrer 
Krümmungsmittelpunkte  fiberall  constantes ,  negatives  Krüm- 
mungsmaass. 
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V. 

üeber  die  Messimg  kleiner  Xlngzeiten  von  Oeschossen 
mittelst  bewegter  Elektrioitat 

Von  Dr.  Emil  Kahl. 


Die  Bewegung  von  Geschossen  geschieht  sowohl  im  Rohre ,  als  auch, 
nachdem  dieselben  das  Rohr  verlassen  haben,  in  der  Luft,  so  schnell,  dass 
die  Beobachtung  der  Zeitmomente,  in  welchen  die  Geschosse  bestimmte 
Punkte  ihrer  Bahü  passiren,  mit  den  fQr  Zeitbeobachtongen  gewöhnlich 
angewendeten  Instrumenten  nicht  ausgeführt  werden  kann.  Es  ist  nun 
für  die  Artillerie  ein  dringendes  Bedürfniss,  eine  Zeitbeobachtungsmethode 
zu  besitzen,  welche  mit  der  grössten  Genauigkeit  die  Zeitmomente  zu  be- 
obachten gestattet,  in  welchen  ein  Geschoss  durch  bestimmte  Stellen  sej- 
ner  Bahn  hindurchgeht;  denn  von  einer  guten  ZeitbeobachtuDgsmethode 
bSngt  die  experimentelle  Prüfung  jeder  Luftwiderstandshypothese  ab  und 
eine  genaue  Methode  der  Zeitbeobachtung  ist  für  viele  artillerie-technische 
Versuche  zu  wünschen,  welche  zur  Kenntniss  der  Anfangsgeschwindigkeit 
und  der  Flugzeit  von  Geschossen  im  Geschützrohre  führen  sollen.  Seit 
einiger  Zeit  haben  sich  Physiker,  Mechaniker  und  Artilleristen  damit  be- 
schäftigt, Methoden  zur  Messung  kleiner  Zeiten  auf  die  ausserordentlich 
grosse  Geschwindigkeit  des  elektrischen  Stromes  zu  gründen;  die  Literatur 
über  diese  Versuche  befindet  sich  grösstentheils  in  dem  vor  einigen  Jahren 
eingegangenen  y,Joumal  des  armes  speciales  ^^^  in  dem  „Archiv  für  die  Offi- 
eiere  des  königlich  prenssischen  Artillerie-  und  Ingenieurcorps*'  und  in 
einigen  anderen  milit&rischen  Schriften.  Da  mir  der  Gegenstand  von  all- 
gemeinerem Interesse  zu  sein  scheint  und  die  oben  genannten  Journale 
der  Mehrzahl  der  Leser  der  Zeitschrift  nicht  zur  Hand  gewesen  sein  dürf- 
ten, so  unternehme  ich  es,  hier  eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten 
Versuche  zu  geben,  auf  die  Eigenschaften  des  elektrischen  Stromes  eine 
genaue  Zeitmessungsmethode  zu  gründen. 

Der  erste  Apparat  zur  Messung  kleiner  Zeiten ,  dessen  Construction 
sieh  auf  die  Eigenschaften  des  elektrischen  Stromes  gründet,  ist  im  Jahre 
1840  von  Wheatstone  hergestellt  worden,  hierauf  haben  sich  die  Herren  p 
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Konstantinoff,  Br^guet,  Martin  de  Brettes,  Siemens,  Hsrt- 
mann,  Hofmann,  Leonhard,  Navez  u.  s.  w.  mit  dieser  Anwendung 
der  elektrischen  Ströme  beschäftigt,  und  es  gebührt  unter  ihnen  Narvez 
das  Verdienst,  einen  Apparat  geliefert  zu  haben,  der  bei  verhältnissmftssig 
leichter  Handhabung  sehr  genaue  Resultate  liefert,  so  dass  er  bereits 
bei  der  Artillerie  mehrerer  Staaten  eingeführt  worden  ist.  Die  Literatur, 
aus  der  ich  geschöpft  habe,  besteht  allerdings  nicht  lediglich  aus  Original- 
berichten, hat  aber  den  Vorzug,  dass  sie  die  Originalberichte  meist  mit 
wörtlichem  Abdruck  wiedergiebt;  sie  ist  demnach  als  eine  hinreichende 
Quellensammlung  zu  betrachten;  ich  vermisste  nur  eine  Nachricht  Über 
einen  amerikanischen  elektrischen  Zeitmessungsapparat ,  dessen  Beschrei- 
bung in  einem  amerikanischen  Joamal  zu  finden  ist.  Dieses  Journal 
konnten  sich  weder  die  Herren  Majore  Navez  und  Martin  de  Brettes  yer- 
schaffen ,  deren  Schriften  ich  benutzt  habe ,  noch  habe  ich  bis  jetzt  zu  des- 
sen Einsicht  gelangen  können.  Die  in  meinen  Händen  gewesene  Literatur 
besteht  aber  in  folgenden  Schriften : 

1)  Memoire  sur  un  projet  de  chronographe  eleciro-magnitique  et  son  emploi 
dans  Jes  experiences  d'ariilterie,  par  Marlin  de  Breites  j  capilaine  d'arlillerie 
{Journal  des  armes  speciales  1849^1  P*  140). 

2)  Experiences  failes  ä  Liege  en  1850,  au  moyen  dun  appareil  Slectro- 
ballistique,  pour  rechercher  finflueuce  exercee  par  differents  modes  de  Charge- 
ment  sur  les  viiesses  initiales ^  par  Mariin  de  Brettes,  capitaine  commandant  au 
3*  regiment  cTartillerie  {Journal  des  armes  speciales  1852^1,  p,  333;  ein  Bericht 
über  diese  Schiessversuche  befindet  sich  auch  im  Archiv  für  preussische 
Artillerie-  und  Ingenieurofficiere,  Bd.  30,  S.  126). 

3)  Elektro -magnetische  Apparate  zu  artilleristischen  Versuchen  (Ar- 
chiv für  preussische  Artillerie  -  und  Ingenieurofficiere ,  Bd.  30 ,  S.  145). 

4)  Schreiben  des  Capitäu  Navez  aus  Lüttich  über  die  Einrichtung  sei- 
ner elektro- ballistischen  Vorrichtung  zur  Messung  der  Flugzeiten  (Archiv 
für  preussische  Artillerie-  und  Ingenieurofficiere,  Bd.  31,  S.  152). 

5)  Appareil  electro-ballistique,  lettre  de  M,  le  capitaine  Navez  {Journal  des 
armes  speciales  1852«,  />.  421). 

6)  Nouveaux  appareils  electro-magnetiques  par  Martin  de  Brettes  y  capitaine 
commandant  au  3'  rdgiment  dartillerie  {Journal  des  armes  speciales  1852«,  p.  145). 

7)  Application  de  Veleclricile  a  la  mesur.e  de  la  vitesse  des  prpjectües ,  par 
Navez  capitaine  commandant  ä  Vetai  major  de  Vartillerie  beige  {Journal  des  armes 
speciales  1852^,  289,  408,  433;  1853«,  5,  65,  145). 

8)  Etudes  sur  les  appareils  electro  magnetigues  destines  aux  experiences  de 
tartillerie  en  Angleterre,  en  Russie,  en  France,  en  Prusse,  en  Belgique,  en 
Sudde  etc.  etc.  par  Martin  de  Brettes,  capitaine  commandant  au  8'  regiment 
dartillerie  {Journal  des  armes  speciales  1852^,  467;  1853«,  31,  05;  1853*,  6,  89, 
177,  505;  1854«,  158,  278,  414).  DigitizedbyGoOglc 
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9)  Ballistische  Versnohe  mit  dem  elektromagnetischen  Apparat  des 
Hauptmann  Navez  (Archiv  für  preoss.  Artillerie*  und  Ingenieurofficiere, 
Bd.  32,  S.  176). 

Dieses  Literatnryerzeichniss  entbttlt  Alles,  was  ich  zu  Anfange  des 
Jahres  1861  über  ElektrobalHstik  in  militärischen  Jonrnalen  Yorgefnnden 
habe;  in  anderen  als  milit&rischen  Joarnalen  fand  ich  den  Gegenstand  gar 
nicht  erwähnt.     Die  oben  genannte  Literatur  enthält  nun : 

1)  Vorschläge  zur  Messung  der  kleinen  Zeiten,  welche  ein  Geschoss 
braucht,  um  von  einem  Punkte  seiner  Bahn  zu  einem  anderen  Punkte  sei- 
ner Bahn  zu  gelangen. 

2)  Urtheile  ttber  die  Brauchbarkeit  der  vorgeschlagenen  Apparate  auf 
Orand  elektrischer  Erfahrungen  oder  auf  Grund  von  Prüfungen  eines  aus- 
geführten Apparates  durch  Versuche  ausgesprochen. 

3)  Nachrichten  über  Schiessversuche,  bei  denen  die  Anfangsgeschwin- 
digkeiten der  Geschosse  mit  Hilfe  der  Navez^schen  elektroballistischen 
Vorrichtung  ermittelt  worden  sind. 

Die  Arten ,  wie  Diejenigen ,  die  sieh  mit  der  Messung  sehr  kleiner 
Zeitintervalle  auf  elektrischem  Wege  beschäftigt  haben ,  die  Aufgabe  ge- 
löst haben ,  mögen  zunächst ,  von  einer  einzelnen  Idee  ausgehend ,  geschil- 
dert werden.  Man  denke  sich  einen  Cjlinder,  der  sich  gleichförmig  sehr 
schnell  um  eine  horieontale  Achse  dreht  und  über  dem  ein  Stift  vertical 
beweglich  angebracht  ist.  Wird  der  Stift  in  dauernde  Berührung  mit  der 
Cjlinderoberfläche  gebracht,  so  verzeichnet  er  auf  dem  Umfange  des  C7- 
linders  fortwährend  einen  und  denselben  vollen  Kreisbogen.  Wenn  aber 
der  Stift  erst  in  dem  Momente  mit  der  Cjlinderoberflftche  in  Berührung 
gebracht  wird,  wo  das  Geschoss  einen  Punkt  Ä  seiner  Bahn  passirt  und 
wieder  genau  in  dem  Momente  von  der  Cylinderoberfläche  abgezogen  wird, 
wo  das  Geschoss  einen  zweiten  Punkt  B  seiner  Bahn  passirt,  so  beschreibt 
der  Stift  bei  entsprechend  rascher  Umdrehung  des  Cylinders  nur  einen 
spitzen  Kreisbogen  auf  der  Cylinderoberfläche.  Ist  die  Länge  dieses 
spitzen  Kreisbogens  a  und  macht  der  Cjlinder  in  einer  Secunde  n Um- 
drehungen, so  ist  die  Umfangsgeschwindigkeit  des  CjHnders  «fnn,  wenn 
d  der  Durchmesser  des  Cylinders  ist  und  die  Zeit,   während  welcher  der 

Stift  den  Kreisbogen  berührte,  ist  - — .    Das  Geschoss  brauchte  demnach 

r —  Secunden,  um  vom  Punkte  Ä  der  Flugbahn  zum  Punkte  B  derselben 

SU  gelangen.  Die  Ausführung  dieser  und  ähnlicher*  Ideen  erfordert  nur, 
ein  Mittel  zu  finden ,  wodurch  der  Stift  genau  in  demselben  Momente  zur 
Berührung  mit  der  Cjlinderoberfläche  gebracht  wird ,  in  welchem  das  Ge- 
schoss den  Punkt  Ä  der  Flugbahn  passirt  und  .wodurch  der  Stift  wieder 
genau  in  dem  Momente  vom  Cylinder  abgezogen  wird,  in  welchem  das 
Geschoss  den  Punkt  B  seiner  Plugbahn  passirt.     Auch  ein  solches  Uebc^^olc 
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tragangsmittel  rnttsste  noch  vollkommen  Genüge  leisten,  welches  den  Stift 
am  eine  genau  bekannte  Zeit  später,  als  das  Geschoss  durch  den  Punkt  Ä 
geht ,  mit  dem  rotirenden  Cjlinder  in  Berührung  bringt  und  um  eine  genau 
tu  bestimmende  Zeit  später  wieder  von  der  Cylinderoberfläche  ablieht, 
als  das  Geschoss  durch  den  Punkt  B  geht.  Die  verschiedenen  Bearbeiter 
des  Problems  haben  nun  geglaubt,  auf  die  grosse  Geschwindigkeit  des 
elektrischen  Stromes  das  Mittel  der  Uebertragung  gründen  zu  müssen. 
Anstatt  eines  Cylinders  sind  auch  andere  Apparate  benutst  und  vorge- 
schlagen worden,  die  sich  in  bekannter  Bewegung  befinden  und  die  ich  mit 
dem  Namen  Bewegungsapparate  bezeichnen  werde,  und  die  Elektri- 
citätsströmang  ist  in  sehr  verschiedener  Weise  zur  Uebertragung  vorge- 
schlagen worden.  Welche  Methoden  vorgeschlagen  oder  ausgeführt  wor* 
den  sind ,  zeigen  die  folgenden  Paragraphen. 

§.  1.    ITebertragungsapparate. 

Die  Uebertragung  hat  man  immer  dadurch  zu  bewerkstelligen  ge- 
sucht, dass  in  den  Augenblicken,  wo  das  Geschoss  die  Punkte  A  und  B 
seiner  Bahn  passirt,  durch  dasselbe  selbst  ein  elektrischer  Strom  herge- 
stellt ,  oder  unterbrochen ,  oder  umgekehrt  wird.  Die  Vorschläge  beziehen 
sich  zunächst: 

A.    auf  die   Anwendung    eines   Entladungsstromes   der  Leydner 
Flasche. 
Diesen  hat  Siemens  vorgeschlagen  und  beabsichtigt  die  Entladung 
einer  Leydner  Flasche  auf  folgende  Weise  durch  ein  Projectil  vollziehen 

zu  lassen.  Fig.  1  stellt  ein  Drahtgitter 
vor,  der  Draht  x  geht  z.  B.  vom  inne- 
ren Belege  einer  Leydner  Flasche  aus 
und  ist  oben  an  einem  viereckigen  höl- 
zernen Rahmen  isolirt  befestigt,  er  ver- 
zweigt sich  in  die  isolirten  Drahtstücke 
1,  8,  5,  7,  0, 11.  Der  Draht  y  ist  mit  dem 
äusseren  Belege  derselben  Leydner 
Flasche  verbunden  und  verzweigt  sich 
in  die  DrahtstUcken  2,  4,  6,  8,  10.  Die 
Abstände  zweier  benachbarter  Draht- 
stäbe sind  geringer,  als  der  kleinste 
Durchmesser  des  Geschosses.  Sobald  das  Geschoss  das  Gitter  durchbricht, 
berührt  es  die  Ausläufer  des  inneren  und  äusseren  Beleges  und  bewirkt 
durch  eine  metallische  Berührung  die  Entladung  der  Flasche.  Hat  man 
nun  an  jedem  der  Punkte  A  und  B  ein  solches  Drahtgitter  aufgestellt  und 
die  Enden  von  jedem  mit  einer  Leydner  Batterie  verbunden ,  so  werden  in 
den  Augenblicken,  wo  das  Geschoss  durch  A  und  durch  B  geht,  die  mit 
den  Gittern  zusammenhängenden  Leydner  Batterien  geschlossen«     So  viel 


I 


Fig.  I. 
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mir  bekannt  ist,  ist  nie  ein  Siemens'sches  Gitter  ausgeführt  worden,  so 
dass  die  Erfahrung  sich  darüber  nicht  hat  aussprechen  k((nnen;  es  iSsst 
sieh  jedoch  im  Voraus  erwarten ,  dass  die  beabsichtigte  Wirkung  desselben 
ausbleibt,  sobald  das  Projectil  keine  metallisch  reine  Oberfläche  be- 
sitzt; auch  dürfte  es  schwer  sein,  bei  feuchter  Witterung  eine  hinreichende 
Isolirong  der  Drähte  herbeizuführen. 
Die  Vorschläge  beziehen  sich 

B.  auf  die  Anwendung  des  continuirlichen  Entladungsstromes  der 
galvanischen  Batterie.  ' 

a.  Wheatstone  hat  anfänglich,  sowie  auch  der  schwedische  Ge- 
neral W  r  e  d  e  die  mechanische  Erschütterung  zur  Herstellung  des  galva- 
nischen Stromes  benutzt.  Wheatstone ,  der  dieses  System  bald  mit  einem 
besseren  vertauscht  hat,  hat  sein  früheres  System  nicht  genau  beschrieben. 
Das  des  General  Wrede  besteht  in  Folgendem : 

Am  Punkte  A  der  Flugbahn  befindet  sich  eine  Bretblende ,  an  welche 
oben  ein  Leitungsdraht  befestigt  ist,  der  daselbst  eine  LJuterbrechungs- 
stelle  (Fig.  2)  hat.     Das  eine  Ende  p  des  yw.  2. 

Drahtes  ist  durch  Elasticität  gespannt  und  p 

würde  das  andere  Ende  n  metallisch  beruh-     *= ==='^^^^^^      ^^^  _^ 

reu,  wenn  beide  nicht  durch  ein  zwischen-  ^ 

geklemmtes  Stück  k  eines  Isolators  getrennt  erhalten  würden.  Sobald  das 
Geschoss  in  die  Bretblende  einschlägt,  wird  durch  die  mechanische  Er- 
schütterung der  Isolator  k  zur  Seite  geschleudert  und  die  Metallfeder  p 
kommt  alsbald  in  metallische  Berührung  mit  n,  wodurch  der  Strom  ge- 
schlossen wird* 

Auf  ähnliche  Weise  bewirkt  General  Wrede  die  Umkehrung  eines 
Stromes.  Auf  einer  Blende  ist  ein  Commutator  befestigt ;  es  sind  elastische 
Federn  an  demselben  so  angebracht,  dass  sie  dem  Commutator  diejenige 
Stellung  ertheilen  würden,  in  welcher  er  den  Strom  umkehrt,  wenn  dies 
ein  an  die  Federn  angeklemmtes  Stück  Isolator  zuliesse.  Sobald  das  Ge- 
schoss durch  die  Blende  geht,  wird  das  Stück  Isolator  4nTch  die  mecha- 
nische Erschütterung  herausgeschleudert;  die  Federn  wirken  somit  auf  die 
Stellung  des  Commutators  und  der  Strom  wird  umgekehrt.  Diese  Schlies- 
sungs-  resp.  Umkehrungsmethode  ist  zwar  im  Jahre  1849  wirklich  in 
Schweden  angewendet  worden,  allein,  da  sie  uur  gedient  hat,  die  Zeiten 
zu  messen,  welche  ein  Geschoss  braucht,  um  sehr  grosse  Bogen  seiner 
Trajectorie  zu  messen ,  so  lässt  sich  von  den  erhaltenen  Resultaten  kein 
Schluss  ziehen  auf  die  Messung  äusserst  kleiner  Zeiten ,  vielmehr  muss  sie 
ans  dem  Grunde  zurückgewiesen  werden ,  weil  wegen  der  endlichen  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Stoffes  und  wegen  der  Dauer  der  elasti- 
schen Wirkung  der  Federn  der  Eintritt  resp.  die  Umkehrnng  des  Stromes 
erst  kurze  Zeit  nach  Durchbrechung  der  Blende  durch  die  Geschosse  er^ 

Zeilschrin  r.AJathbiiialik  u.  Physik.  VIl,  2,  7  ^ 
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folgen  und  weil  man  weder  ein  theoretisches,  noch  ein  praktisches  Hilfs- 
mittel hat,  diese  Verzögerang  zu  bestimmen. 

b.  (Das  Wheatstone'sche  Drahtgitter  zur  momentanen  Unterbrechung 
oder  Herstellung  eines  galvanischen  Stromes.)  —  Wheatstone  hat  zuerst 

ein  Drahtgitter  (Fig.  3)  vorgeschlagen, 
welches  aus  hin«  und  hergewundenem 
dünnen  Draht  besteht,  dessen  Windun- 
gen einen  geringeren  Abstand  haben,  als 
der  kleinste  Geschossdurchmesser,  so  dass 
das  Geschoss  einen  Draht  sicher  zerreisst, 
wenn  es  durch  das  Gitter  hindurchgeht. 
Die  Enden  des  Leitungsdrahtes  vom  Netze 
sind  mit  den  Polen  der  Säule  durch  Dr&hte 
verknüpft,  der  Strom  hört  im  Augenblicke 
auf,  wo  das  Geschoss  dnrch  das  Gitter  geht.  Es  sind  dergleichen  Draht- 
gitter bei  den  belgischen  Versuchen  zur  Bestimmung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit von  Geschossen  angewendet  worden,  wobei  sie  sich  vollkommen 
bewährt  haben. 

Wheatstone  hat  auch  die  Herstellung  einer  elektromagnetischen  Strom- 
wirkung durch 'das  Geschoss  in  folgender  Weise  vorgeschlagen:  Durch 
zwei  um  ein  Hufeisen  in  entgegengesetzter  Richtung  gewundene  Kupfer- 
drähte gehen  zwei  gleich  starke  Ströme  in  entgegengesetzter  Richtung, 
deren  Wirkung  auf  das  Eisen  in  Summa  Null  ist,  so  dass  dasselbe  un- 
magnetisch erscheint.  Die  eine  Leitung  ist  mit  einem  Drahtgitter  ver- 
bunden, welches  sich  in  der  Schusslinie  befindet;  geht  das  Geschoss  durch 
dieses  Drahtgitter,  so  wird  der  eine  Strom  vernichtet  und  der  andere  tritt 
allein  in  Erscheinung  und  macht  nun  das  Hufeisen  magnetisch.  Ist  am 
Ziel  ein  zweites  Drahtgitter  aufgestellt,  durch  welches  der  bei  der  Auf- 
hebung des  ersten  Stromes  übrig  bleibende  zweite  Strom  hindurchgeht,  so 
wird  beim  Einschlagen  des  Geschosses  ins  Ziel  das  Hufeisen  wieder  un- 
magnetisch. Der  Major  Navez  hat  diesen  Vorschlag  Wheatstone's  aus- 
geführt und  ist  bei  seinen  deshalb  angestellten  Versuchen  zu  der  Ansicht 
gekommen,  dass  die  ReguHrung  der  beiden  Ströme,  deren  elektromagne- 
tische Kraft  sich  equilibriren  soll,  mindestens  unbequem  ist  und  solche 
physikalische  Kenntnisse  und  Experimentirkunst  erfordert,  dass  das  Prin- 
cip  der  Equilibrirung  der  magnetischen  Stromkraft  wohl  an  einem  Appa- 
rate angewendet  werden  darf,  der  zu  rein  wissenschaftlichen  Versuchen 
von  einem  Physiker  gehandhabt  wird,  jedoch  nicht  geeignet  ist,  in  den 
Gang  eines  rein  technischen  Instrumentes  aufgenommen  zu  werden. 

In  besonderen  Fällen  ist  statt  des  beschriebenen  Uebertragungsappa- 
rates  ein  dergleichen  einfacherer  angewendet  worden;  so  z.  B.  genügte  es 
Wheatstone ,  bei  Messungen  der  Anfangsgeschwindigkeit  eines  Geschosses 
das  erste  Netz  durch  einen  quer  vor  der  Mündung  vorbeiführenden  Draht 
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zu  enets^n.  Pouillet  hielt  einen  Strom  so  lan^e  gesoblossen,  als  die 
Bewegung  einer  Kugel  in  einem  Gewehre  dauerte.  Der  Hahn  des  Per- 
cussionsschlosses  war  isolirt  aufgeschraubt,  die  Enden  des  dünnen  Leitungs- 
drahtes einer  galvanischen  Batterie  waren  das  eine  mit  dem  Hahn ,  das 
andere  mit  dem  Pisten  verbunden.  Beim  Abschiessen  des  Gewehres  wurde 
somit  die  Leitung  geschlossen ;  der  Leitungsdraht  der  galvanischen  Batterie 
war  an  der  Mündung  des  Gewehres  vorbeigeführt ,  so  dass  der  Strom  wie- 
der unterbrochen  wurde,  wenn  die  Kugel  die  Mündung  passirte. 

§.  2.    Benutite  und  vorgeschlagene  Wirkungen  der  TTebertraj^gs- 

strOme. 

Wenn  es  gelungen  ist,  in  dem  Momente  einen  Strom  herzustellen  oder 
zu  unterbrechen,  in  welchem  das  Geschoss  einen  bestimmten  Punkt  A 
oder  B  seiner  Trajectorie  passirt ,  so  ist  ferner  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass 
die  hervorgebrachte  elektrodynamische  Reaction  sichtbare  Zeichen  an 
einem  Bewegungsapparate  hervorbringe  oder  auch  so  auf  Körper  einwirke, 
dass  man  nachtriiglich  aus  ihrer  Lage  in  einem  späteren  Zeitmomente  die 
Zeit  bestimmen  kann ,  welche  das  Geschoss  verwendete ,  um  vom  Punkte  A 
seiner  Trajectorie  zu  dem  Punkte  B  derselben  zu  gelangen.  Dergleichen 
Wirkungen  müssen  nun  folgenden  zwei  Bedingungen  Genüge  leisten : 

1)  Die  Markimng  muss  entweder  gleichzeitig  mit  der  elektrodyna« 
mischen  Wirkung  geschehen,  welche  das  Geschoss  beim  Durch- 
reissen  der  Gitter  durch  Vernichtung  oder .  Herstellung  eines 
Stromes  in  den  Drfthten  äussert,  oder 

2)  die  Markimng  geschieht  eine  kurze  Zeit  nach  der  Durchreissung 
der  Gitter  durch  das  Geschoss;  in  diesem  Falle  muss  aber  die 
Verzögerung  der  Markimng  auf  dem  Versuchswege  ermittelt  wer- 
den können,  so  dass  sie  sich  ans  den  Beobachtungsresultaten  eli- 
miniren  lässt. 

Es  sind  nun  folgende  Stromwirkungen  von  einzelnen  Autoren  theils 
nar  vorgeschlagen,  theils  wirklich  ausgeführt  worden,  über  welche  die 
Erfahrung  bereits  zum  Theil  ihr  Urtheil  gesprochen  hat. 

a.  Siemens  hat  die  Priestle j'schen  Flecken  vorgeschlagen.  Priest- 
ley  hat  bekanntlich  zuerst  gezeigt,  dass,  wenn  man  den  Entladungsfunkeu 
einer  Leydner  Flasche  von  einer  feinen  Spitze  aus  auf  eine  blank  polirte 
Metallplatte  überschlagen  lässt,  concentrische  farbige  Ringe  entstehen, 
welche  die  Projection  der  Spitze  auf  die  Metallplatte  umgeben.  Der  Ver- 
such gelingt  um  so  besser,  je  kleiner  die  Entfernung  der  Spitze  von  der 
Metallplatte  ist.  Bei  einer  einzigen  elektrischen  Entladung  zeigt  sich  nur 
ein  je  nach  der  Natur  des  Metalles  der  Platte  verschieden  gefärbter  Fleck 
um  die  Projection  der  Spitze  herum,  welcher  beim  Behauchen  der  Platte 
metallglänzend  bleibt.  Siemens  hatte  vorgeschlagen,  einen  Metallcylinder 
als  Bewegungsapparat  anzuwenden ,  welcher  rasch  um  seine  geomt'trischep 
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Achse  rotirt;  im  Allgemeinen  könnte  man  aber  jede  in  bekannter  Be- 
wegung befindliche  Metallplatte  anwenden,  vrenn  nur  das  Arrangement 
getroffen  ist,  dass  das  Oeschoss  durch  Zerreissung  des  Siemens'schen  Git- 
ters bei  A  das  Ueberschlagen  eines  Flaschen  Funkens  von  einer  der  Metall- 
platte  gegenüber  stehenden  Spitze  auf  die  Platte  veranlasst  und  dass 
ebenso  ein  zweiter  Flaschenfnnke  von  derselben  Spitze  auf  die  Metall- 
platte  überschlägt,  wenn  das  Geschoss  das  zweite  Drahtgitter  bei  B  durch- 
schlägt. Siemens  hat  dies  mit  Hilfe  des  in  S.  1  a  beschriebenen  Gitters  za 
erreichen  gesucht;  es  ist  dort  gezeigt  worden,  wie  durch  die  Kugel  selbst, 
während  sie  durch  ein  Siemens'sches  Gitter  geht,  eine  Leydner  Batterie 
geschlossen  wird;  er  schlägt  vor,  die  Drahtleitung ^  durch  welche  der  Ent- 
ladungsschlag  der  Batterie  hindurchgehen  muss,  an  einer  Stelle  zu  unter- 
brechen,  das  eine  Ende  des  Drahtes  mit  der  Achse  seines  rasch  rotirendea 
Cylinders,  das  andere  Ende  mit  einer  dem  Metallcjlinder  gegenüber  ste- 
henden Metallspitze  zu  verbinden.  Wenn  .nun  Spitze  und  Cylinder  in 
derselben  Weise  mit  einer  geladenen  Batterie  und  einem  Siemens'schen 
Gitter  am  Punkte  B  verbunden  sind ,  wie  sie  mit  den  genannten  Apparaten 
und  dem  bei  A  aufgestellten  Gitter  in  Verbindung  stehen,  so  schlägt  ein 
Funke  von  der  Spitze  auf  den  Cj linder  in  dem  Momente  über,  wo  das 
Geschoss  durch  das  Gitter  bei  A  geht  und  ein  zweiter  Funke  in  dem 
Augenblicke,  wo  das  Geschoss  das  Gitter  bei  B  durchbricht.  Aus  dem 
Bogenabstande  der  beiden  Priestlej'schen  Flecken  und  aus  der  bekannten 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Cylinders  kann  man  nun  die  Zeit  berechnen, 
in  welcher  das  Geschoss  das  Stück  AB  seiner  Trajectorie  durchlief. 

Der  Ausführung  von  Siemens'  geistreichem  Vorschlage  steht  die  nnr 
mangelhaft  mögliche  Isolation  für  Reibungselektricität  entgegen,  ferner 
der  Umstand,  dass  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein  Fleck  von  einiger  Aus- 
dehnung entsteht,  so  dass  es  schwer  ist,  die  Distanz  der  Mittelpunkte  der 
Flecken  ohne  Fehler  zu  bestimmen;  man  wird  daher  mit  Navez  der  Mei- 
nung sein,  dass  ein  nach  Siemens'  Idee  ausgeführter  Apparat  nur  in  sehr 
geschickten  Händen  zu  guten  Resultaten  führen  kann  und  dass  sich  ein 
solcher  Apparat  weniger  zu  technischen  Untersuchungen  eignen  dürfte. 

h.  Die  Mehrzahl  Derjenigen,  welche  sich  mit  der  Messung  kleiner 
Zeiten  zu  artilleristischen  Zwecken  beschäftigt  haben,  hat  die  elektro- 
magnetischen Wirkungen  des  galvanischen  Stromes  zur  Markirung  auf 
einem  Bewegnngsapparate  vorgeschlagen  oder  benutzt.  Wenn  ein  Wheat- 
stone'sches  Gitter  mit  einem  Elektromagneten  und  einer  galvanischen  Bat- 
terie verbunden  ist,  so  wird  das  Eisen  des  Elektromagneten  unmagnetisch, 
sobald  ein  Geschoss  das  Wheatstone'sche  Gitter  zerreisst,  der  Anker  fällt 
vom  Elektromagneten  ab  und  kann,  indem  er  einen  Stift  an  den  Be- 
wegungsapparat ausdrückt,  eine  Marke  an  letzterem  machen.  Von  dem 
Zerreissen  des  Gitters  an  bis  zum  Andrücken  des  Stiftes  durch  den  herab- 
gefallenen Anker  vergeht  jedoch  eine  kleine  Zeit,  welche  nach  allen  £r- 
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fahrnngen  zu  gross,  ist,  um  bei  den  hier  besprochenen  Zeitmessnngs- 
methoden  vernachlässigt  werden  zu  können.  Navez,  welcher  sich  sehr 
▼iel  mit  Apparaten  znr  Messung  kleiner  Zeiten  experimentell  beschäftigt 
hat,  hat  sich,  zum  Tbeil  aaf  seine  eigenen  Erfahrungen  gestützt,  dahin 
ausgesprochen,  dass  der  Anwendung  der  elektromagnetischen  Wirkungen 
folgende  Umstände  hindernd  entgegentreten: 

1)  Die  Zeit  der  Magnetisirung  beim  Beginn  des  Stromes  ist  kleiner, 
als  die  Entmagnetisirungszeit  beim  Aufhören  des  Stromes,  so  dass  sich 
beide  nicht  compensiren. 

2)  Wie  Wheatstone,  erhielt  auch  Navez  durch  Anwendung  starker 
Ströme  eine  kürzere  Magnetisirungszeit  und  durch  Anwendung  sehr  schwa- 
cher Ströme  eine  kürzere  Entmagnetisirungszeit;  allein  diese  Zeiten  waren 
immer  noch  zu  beträchtlich ,  um  sie  bei  der  Messung  kleiner  Zeiten  ver- 
nachlässigen zu  können. 

3)  Leitet  man  einen  starken  Strom  durch  eine  Elektromagnetenspirale 
und  ihm  entgegen  einen  schwachen  Strom,  so  sollte  man  erwarten,  dass 
diese  von  Navez  aufgestellte  Combination  den  Erfolg  haben  müsse,  beim 
Unterbrechen  des  starken  Stromes  durch  das  Geschoss  eine  augenblick- 
liche Zerstörung  des  Magnetismus  im  Eisen  hervorzubringen,  weil  der  in 
Erscheinung  tretende  schwache  Strom  sofort  den  Bückstand  von  Magnetis- 
mus zerstört,  welcher  beim  Aufhören  des  starken  Stromes  zurückbleibt. 
Navez  hat  diese  Idee  deswegen  nicht  durch  viele  Versuche  geprüft,  weil 
er  bei  seinen  Versuchen,  einen  Apparat  zur  Messung  kleiner  Zeiten  zu 
construiren,  auf  eine  andere  Idee  kam,  die  ihm  fruchtbarer  zu  sein 
sehien*  Die  Herren  Hartmann,  Hofmann  und  der  verstorbene  Uhr- 
macher Leonhard  in  Berlin  haben  die  Compensatiousidee ,  die  Navez 
aufstellte,  unabhängig  von  diesem  gehabt  und  angewendet,  allein  es  ist 
mir  nicht  bekannt  geworden,  zu  welchen  Resultaten  sie  gekommen  sind. 
Nach  dem  Urtheil  von  Navez  würde  die  ßegulirung  der  Stromstärken  hier- 
bei so  viel  Mühe  machen ,  dass  ein  expeditiv  arbeitender  Apparat  auf  die- 
sem Wege  nicht  zu  erhalten  ist.  ^ 

4)  Das  von  Martin  de  Brettes  vorgeschlagene  Mittel,  sowohl  die  Mag- 
netisirungs-,  als  auch  die  Entmagnetisirungszeit  für. verschiedene  Strom- 
stärken durch  besondere  Versuche  zu  bestimmen,  um  an  elektromagne- 
tischen Zeitmessungsapparaten  die  erforderlichen  Correctionen  anzubrin- 
gen, hält  Navez,  der  sich  sehr  viel  experimentell  mit  dem  vorliegenden 
Gegenstand  beschäftigt  hat,  wegen  des  von  Martin  de  Brettes  angegebe- 
nen Weges  zur  Ausmittelung  der  Correctionen  für  unpraktisch. 

5)  Der  Major  Navez  hat  die  Idee  gehabt,  einen  Apparat  zu  construi- 
ren, bei  dem  der  Fehler,  mit  Avelchem  wegen  der  endlichen  Magnetisi- 
Tongs  -  und  Entmagnetisirungszeit  die  beobachtete  Flugzeit  des  Geschosses 
behaftet  ist,  durch  einen  sehr  einfachen  Berichtigungsversuch  leicht  er- 
mittelt und  somit  das  Beobachtungsresultat  vom  Fehler  befreit  werden  p 
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kann.    Dieser  Apparat  ist  das  wirklich  bei  artilleristischen  Versuchen  ver- 
wendete elektroballistische  Pendel  vom  Major  Navez. 

c,  Ponillet  hat  bei  seinen  Versuchen ,  die  Zeit  zu  bestimmen ,  welche 
eine  Kugel  braucht,  um  von  der  Entzündung  der  Ladung  an  das  Rohr  zu 
durchlaufen,  die  stromablenkende  Kraft  der  Nadel  benutzt.  Er  hatte,  wie 
schon  früher  erwähnt  wurde,  den  Hahn  eines  Gewehres  isolirt  aufge- 
schraubt und  Hahn  und  Fiston,  jeden  für  sieh  mit  den  Enden  eines  Mul- 
tiplicators  und  einer  Säule  durch  Kupferdrähte  verbunden,  von  denen  der 
eine  auch  quer  vor  der  Milndung  des  Gewehrs  vorbeigeftthrt  war.  Beim 
Abfeuern  schloss  der  auf  den  Fiston  aufschlagende  Hahn  den  elektrlschea 
Strom,  der  wieder  unterbrochen  wurde,  sobald  die  Kugel  die  Mündung 
.passirte.  Der  Strom  konnte  daher  nur  so  lange  auf  die  Multiplicatornadel 
wirken,  als  die  Kugel  Zeit  brauchte,  um  den  Gewehrlauf  zu  durcheilen. 
Es  lUsst  sich  aus  der  Totalablonkung  der  Nadel  und  deren  magnetischen 
Momente  die  Anfangsgeschwindigkeit  berechnen,  welche  der  Nadel  durch 
den  Strom  ertheilt  wurde  und  aus  dieser  und  der  stromablenkenden  Kraft 
die  Zeit,  während  welcher  der  Strom  geschlossen  war.  Man  erkennt  so- 
fort, dass  dieses  Verfahren,  wenn  es  (in  welcher  Weise,  hat  Martin  de 
Brettes  gezeigt)  zur  Messung  kleiner  Flugzeiten  der  Geschosse  ange- 
wendet wird,  nur  sehr  Inngsam  zum  Ziele  führt  und  dass  es. einen  Apparat 
und  eine  Experimentirkuust  orfordert,  die  seine  Anwendung  zu  tech- 
nischen Zweckei^  bedenklich  erscheinen  lassen. 

d.  Navez  bespricht  auch  die  Anwendung  chemischer  Wirkungen,  wie 
sie  beim  elektrochemischen  Telegraphen  von  Bain  versucht  worden  sind. 
Denkt  man  sich  beispielsweise  einen  Metallcylinder  mit  dem  empfindlichen 
Papiere  des  Bain'schen  Telegraphen  überzogen,  den  Cylinder  in  rasche 
Rotation  um  seine  geometrische  Achse  versetzt,  wobei  zwei  Metallstifte 
denselben  an  einer  Stelle  der  Oberfläche  berühren;  die  Metallstifte  einer- 
seits und  die  Achse  des  Oylinders  andererseits  seien  mit  den  Enden  von 
zwei  Drahtleitungen  verbunden ,  von  denen  die  eine  eine  Säule  mit  dem 
einen  Stif^  und  mit  einem  Wheatstone^schen  Gitter  am  Funkte  A  ver- 
bindet, während  die  andere  ebenfalls  eine  Säule  mit  dem  Wheatstone'- 
schen  Gitter  bei  B^  dem  anderen  Metallstifte  und  dem  rotirenden  Cylinder 
in  Verbindung  setzt.  Geht  das  Geschoss  durch  A^  so  hört  der  Strom  in 
der  ersten;  durchbricht  es  B,  so  hört  derselbe  in  der  zweiten  Leitung  auf. 
Sobald  ein  Strom  durch  den  rotirenden  Cylinder  und  durch  einen  Stift  hin- 
durchgeht, beschreibt  letzterer  einen  blauen  Bogen  auf  der  Cylinderober- 
fläche.  Die  Bogenlänge  zwischen  dem  Ende  des  einen  und  des  anderen 
blauen  Bogens  auf  dem  Cylinder  giebt  nun  bei  bekannter  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Cylinders  die  Zeit  an,  welche  das  Geschoss  brauchte,  um  die 
Strecke  A  B  der  Flugbahn  zu  durchlaufeii.  Solchen  und  ähnlichen  Pro- 
jecten  stehen  nun  die  Erfahrungen  entgegen,  welche  bei  Versuchen  mit 
dem  Instrumente  von  Bain  1851  zwischen  Faris  und  Tours  gemacht  wor- 
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den  Bind;  es  seigte  sich  damals,  dass  bei  grossen  Entfernungen  die  Punkte 
und  Striche  sich  so  verlängerten,  dass  die  Schrift  beinahe  unleserlich 
wurde.  Fiseau  erklärt  dies  dadurch,  dass  beim  Eintreten  des  Stromes 
nicht  momentan  elektrochemische  Wirkung  erfolgt  und  dass  dieselbe  noch 
knrae  Zeit  nach  dem  Unterbrechen  des  Stromes  fortdauert,  Aus  einem 
ähnlichen  Gründe  lässt  sich  das  Princip  des  BakowelPschen  Telegraphen 
nicht  anwenden. 

§.  3.    Bewegnngsapparate. 

Es  sind  folgende   Bewegungsarten    theils  nur   vorgeschlagen,   theils 
auch  wirklich  angewendet  worden: 

1)  Die  Bewegung  des  freien  Falles. 

2)  Die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene. 

3)  Die  Bewegung  von  Pendeln. 

4)  Die  gleichförmige  Bewegung  eines  Cylinders. 

5)  Die  sprungweise  Bewegung   der   Zeiger  eines   rasch   gehenden 
Uhrwerkes. 

6)  Die  Bewegung  einer  Magnetnadel. 

1.     Bewegung  des  freien  Falles. 

Die  Bewegung  des  freien  Falles  ist  bei  der  vom  Artillerieoberst  D  e  - 
booz  gegen  Ende  der  dreissiger  Jahre  vorgeschlagenen  Vorrichtung  zur 
Messung  der  Anfangsgeschwindigkeit  der  Geschosse  angewendet  worden; 
den  Gang  dieser  Vorrichtung  suchte  Navez  zu  Anfange  seiner  Versuche 
auf  galvanische  Ströme  zn  gründen.  Der  ursprüngliche  Apparat  von 
Debooz  bestand  aus  einer  50*^  vor  der  Geschützmündung  aufgestellten 
festen  Scheibe,  vor  der  eine  bewegliche  Scheibe  in  der  Weise  aufge- 
hangen wurde,  dass  eine  oben  an  der  beweglichen  Scheibe  befestigte 
Schnur,  welche  über  zwei  Bollen  bis  dicht  vor  die  Geschützronndung  ge- 
leitet war,  vor  derselben  herabhing  und  durch  ein  Gewicht  gespannt 
wurde,  welches  die  bewegliche  Scheibe  equilibrirte.  Beim  Abfeuern  sollte 
die  Kugel  die  Schnur  zerschneiden  und  hierauf  beide  Scheiben  durch- 
dringen. Die  bewegliche  Scheibe ,  so  glaubte  Debooz ,  sollte  in  dem  Mo- 
mente anfangen  zu  fallen,  in  welchem  die  Kugel  ihre  Schnur  durchschnitt; 
aus  dem  Abstände  der  Kugellöcher  von  einander  (nach  wiedererfolgtem 
Uebereinanderlegen  beider  Scheiben)  wurde,  die  Fallzeit  berechnet,  welche 
nach  Debooz's  Annahme  gleich  der  Flugzeit  der  Kugel  sein  sollte;  aus 
dem  Abstand  der  Scheiben  von  der  Mündung  und  der  Flugzeit  berechnete 
Debooz  die  Anfangsgeschwindigkeit.  Navez  experimentirte  mit  diesem 
Apparate  und  fand  (bei  Annahme  des  Didion'schen  Luftwiderstands- 
gesetzes) die  Anfangsgeschwindigkeit  viel  grösser,  als  er  erwarten  konnte. 
£r  erklärte  dies  durch  die  Trägheit  der  Schnur  und  durch  die  Reibung  an^ 
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den  Rollen;  beide  Ursachen  mnssten  bewirken,  dass  die  bewegliche 
Scheibe  erst  kurze  Zeit  später  zu  fallen  anfing,  nachdem  die  Schnur  von 
der  Kugel  zerrissen  worden  war. 

Navez  versah  die  bewegliche  Scheibe  oben  mit  einem  Stttck  weichem 
Eisen,  welches  als  Anker  eines  Elektromagneten  dienend  die  bewegliche 
Scheibe  vor  der  festen  Scheibe  festhielt.  Der  Elektromagnet  wurde  durch 
einen  Strom  in  Bewegung  gesetzt,  dessen  Leitung  an  der  Geschütz* 
mündnng  vorbeiführte  und  beim  Abfeuern  durch  das  Geschoss  zerrissen 
wurde.  Eigentlich  4iätte  gleichzeitig  mit  dem  Zerreissen  der  Leitung  der 
Fall  der  beweglichen  Scheibe  beginnen  sollen,  allein  Navez  bemerkte, 
dass  die  Entmagnetisirungszeit  je  nach  der  Beschaffenheit  des  Eisens  und 
Stärke  des  Stromes  ungleich  gross  war  und  dass  die  Entmagnetisirung  in 
beiden  Schenkeln  des  Hufeisens  ungleichmässig  erfolgte,  so  dass  die 
Scheibe  während  des  Fallens  ihrer  Anfangslage  nicht  parallel  blieb. 

2.     Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene. 

Einige  Zeit,  nachdem  die  versuchte  Verbesserung  des  Apparates  von 
Debooz  kein  günstiges  Resultat  geliefert  hatte,  versuchte  Navez  die 
schiefe  Ebene  als  Bewegungsapparat.  Am  oberen  Ende  der  schiefen 
Ebene  wurde  ein  kleiner,  auf  Metallschienen  beweglicher  Wagen  mit  Hilfe 
eines  an  ihm  befestigten  Stückes  weichen  Eisens  festgehalten,  welches 
durch  einen  in  Thätigkeit  gesetzten  Elektromagneten  angezogen  wurde, 
dessen  Leitungsdraht  an  der  Mündung  vorbeigeftthrt  war.  Sobald  das 
Geschoss  den  Draht  an  der  Mündung  zerriss ,  Hess  der  Elektromagnet  den 
Wagen  los,  welcher  anfing,  sich  abwärts  zu  bewegen.  Der  W^agen  sollte 
durch  eine  elektromagnetische  Vorrichtung  in  dem  Momente  gebreinst 
werden,  in  welchem  das  Geschoss  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele 
zerriss.  Dieses  Gitter  war  mit  den  Polen  einer  galvanischen  Batterie  ver- 
bunden y  deren  Strom  durch  die  eine  Schiene  auf  der  schiefen  Ebene  ge- 
leitet war,  von  wo  er  durch  das  eine  Wagenrad  in  den  Wagen  hinein, 
durch  das  andere  Rad  in  die  andere  Schiene  und  von  da  wieder  zum  Bat- 
teriepol geleitet  wurde.  Auf  dem  Wagen  befand  sich  ein  Elektromagnet, 
der  durch  den  Strom  activirt  wurde  und  dessen  Anker  eine  Bremse  arre- 
tirte ,  die  nur  in  dem  Momente  in  Thätigkeit  gesetzt  werden  sollte ,  wo  der 
Strom  am  Ziele  durch  das  Geschoss  conpirt  wurde.  Obwohl  Navez  bei 
diesem  Apparate  ausserordentliche  Sorgfalt  angewendet  hatte ,  um  durch 
Gleichheit  der  Entmagnetisirungszeit  des  ersten  Magneten  mit  der  des 
zweiten  Magneten  eine  Elimination  des  Fehlers  beim  Versuche  selbst  zu 
bewerkstelligen,  so  erhielt  er  doch  mit  diesem  Apparate  kein  günstiges 
Resultat,  weil  die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene  zu  langsam  geschieht, 
als  dass  sich  aus  der  durchlaufenen  Strecke  des  Wagens  die  Zeit  mit  Ge- 
nauigkeit berechnen  Hesse.  /^^^^T^ 
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3.     Die  Bewegung  von  Pendeln. 

A.  Wlieatstone's  Doppelpendel.  Zwei  Pendel,  deren  eines 
halbe  Secunden  schlägt  nnd  von  denen  das  andere  eine  etwas  grössere 
Schwingnngsdaner  hat,  werden  beide  an  den  oberen  Endpunkten  ihrer 
Stangen  durch  Elektromagneten  festgehalten.  Wenn  das  Geschoss  die 
Mündung  passirt,  wird  das  eine  Pendel  von  seinem  Elektromagneten  los- 
gelassen, nnd  wenn  das  Geschoss  das  Wheatstone^sche  Gitter  am  Ziele 
durchbricht,  fängt  das  andere  Pendel  an,  sich  zubewegen.  (Nachdem 
früher  Vorhergehenden  ist  es  leicht,  zu  verstehen,  wie  dies  auf  elektro- 
magnetischem Wege  erreicht  wird.)  Man  beobachtet  nun  an  einem  der 
Pendel ,  wie  viel  Schwingungen  vom  Anfang  an  bis  zur  Coincidenz  der 
Pendel  erfolgen.  Hieraus  berechnet  man  mit  Leichtigkeit  die  Flugzeit  des 
Geachosses. 

Das  Doppelpendel  ist  von  Wheatstone  nur  vorgeschlagen ,  von  Navez 
aber  ausgeführt  und  geprüft  worden,  und  es  hat  hierbei  sehr  unregel- 
mässige  Resultate  gegeben.  Navez  schreibt  dies  ausser  dem  Einfluss  der 
Elektromagneten,  den  unvermeidlichen  Fehlem  bei  der  Beobachtung  der 
Coineidenzzeit  zu. 

B.  Electroballistisches  Pendel  von  Martin  de  Brettes. 
Ein  Pendel  wird  elevirt  erhalten  durch  einen  Hebel,  welcher  mit  einem 
Elektromagneten  in  Verbindung  steht,  dessen  Anker  ablftsst  vom  Hebel, 
sobald  das  Geschoss  den  Draht  an  der  Mündung  zerreisst,  worauf  das 
Pendel  anfängt,  sich  abwärts  zu  bewegen.  Ein  anderer  Hebel  wird  durch 
einen  Elektromagneten  verhindert,  die  Hebelstange  zu  arretiren,  dieser 
Elektromagnet  wird  unthätig,  sobald  das  Geschoss  das  Gitter  am  Ziele 
durchbricht,  der  Anker  ^es  Elektromagneten  giebt  den  Arretirhebel  frei, 
welcher  augenblicklich  das  Pendel  festhält.  Aus  dem  Bogen,  den  das 
Pendel  beschreibt,  wird  die  Flugzeit  berechnet. 

Der  Major  Navez  hat  ein  dem  Brettes^schen  sehr  ähnliches  Pendel 
ausgeführt  und  geprüft ;  er  fand  dabei ,  das'  dasselbe  sehr  ungenaue  Resul- 
tate lieferte,  wahrscheinlich  wegen  des  heftigen  Stosses,  wodurch  der 
Arretirhebel  das  Pendel  arretirt. 

C.  Elektroballistisches  Pendel  von  Navez.  Ohne  dass 
Navez  durch  Martin  de  Brettes*  theoretische  Untersuchungen  erst  auf  den 
richtigen  Weg  geführt  worden  wäre ,  war  er  von  selbst  auf  die  Idee  ge- 
kommen, das  Pendel  zur  Zeitmessung  zu  benutzen.  Er  versuchte  es  zu- 
nftchst,  die  Linse  eines  Pendels  durch  einen  Elektromagneten  so- festzu- 
halten, dass  die  Pendelstange  ungefähr  60  Grad  elevirt  war.  Das  Zer- 
reissen  des  Drahtes  vor  der  Mündnng  durch  das  Geschoss  sollte  den  Elek- 
tromagneten unthätig  machen ,  welcher  die  mit  einem  eisernen  Kern  ver- 
sehene Pendellinse  festhielt.  Das  Pendel  beginnt  kurze  Zeit  nach  dem 
Momente  zu  fallen ,  in  welchem  das  Geschoss  die  Mündung  passirt.    Mi^ 
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dem  Pendel  war  eine  eiserne  Scheibe  fest  verbunden,  welche  beim 
Schwingen  des  Pendels  dicht  an  dem  einen  Pole  eines  zweiten  Elektro- 
magneten vorbei  bewegt  wurde,  der  in  dem  Momente  activirt  werden 
sollte,  in  welchem  das  Geschoss  das  Wheatstone^sche  Gitter  am  Ziele 
durchbrach.  Navez  beabsichtigte,  aus  dem  vom  Pendel  während  des  Lau- 
fes vom  Geschosse  zwischen  zwei  Punkten  Ä  und  B  seiner  Flugbahn  durch- 
laufenen Schwingungsbogen  die  Zeit  zu  berechnen,  welche  das  Geschoss 
gebrauchte ,  um  die  Strecke  A  B  seiner  Trajectorie  surttckzulegen ,  und  ge- 
dachte durch  einen  sehr  einfachen  Berichtigungsversuch  die  Fehler  zu 
el^iniren,  welche  dem  Beobachtnngsresultat  wegen  der  Entmagnetisi- 
xungszeit  etc.  anhaften  mussten.  Bei  seinen  Versuchen  wurde  er  zunächst 
auf  einen  Fehler  seines  Apparates  aufmerksam,  der  durch  die  lebendige 
Kraft  veranlasst  wurde,  welche  das  Pendel  beim  Herabschwingen  von 
einem  so  bedeutenden  Elevationswinkel,  als  er  gewählt  hatte,  erlangte. 
Es  kam  nämlich  oft  vor,  dass  die  eiserne  Scheibe,  welche  durch  Activi- 
rung  des  zweiten  Elektromagneten  von  diesem  momentan  angezogen  wer- 
den sollte,  wegen  der  grossen  lebendigen  Kraft  des  Pendels  ein  Stück  an 
den  Polen  hhischleifte ,  ehe  das  Festhalten  wirklich  erfolgte.  Er  begegnete 
diesem  Uebelstande  auf  wirksame  Weise  durch  eine  veränderte  Einrich- 
tung des  Pendels.  Er  brachte  an  dem  Pendel  einen  Zeiger  an,  dessen 
eines  Ende  ein  Muff  von  weichem  Eisen  bildete,  welcher  auf  die  cylin- 
drische  Schwingungsachse  des  Pendels  aufgesteckt  wurde  und  von  dieser 
beim  Schwingen  des  Pendels  durch  leichte  Reibung  mit  fortgenommen 
wurde.  Dieser  Muff  von  weichem  Eisen  überragt  die  Achse  auf  der  einen 
Seite  in  Gestalt  einer  dünnen  cylindrischen  Scheibe,  die  sich  beim 
Schwingen  des  Pendels  vor  dem  Pole  eines  Elektromagneten  in  sich  selbst 
dreht.  Wird  nun  der  Elektromagnet  in  dem  Momente  activirt,  in  wel- 
chem das  Geschoss  durch  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele  hindurch- 
geht ,  so  wird  der  eiserne  Muff  und  der  von  ihm  getragene  leichte  Index 
plötzlich  festgehalten,  während  das  Pendel  weiter  schwingt.  Da  Navez 
die  Aussicht  hatte ,  die  Fehler ,  welche  durch  die  nicht  momentane  Wir- 
kung der  elektromagnetischen  Theile  etc.  seines  Apparates  am  Resultate 
haften  müssen,  durch  einen  einfachen  Berichtigungsversuch  eliminiren  zu 
können,  so  konnte  ei^  nun  auch  den  Apparat,  der  die  Activirung  des  zwei- 
ten Elektromagneten  besorgen  sollte  und  den  er  Schliesser  {conjoncieur) 
nennt,  unbedenklich  etwas  langsamer  wirken  lassen,  als  wenn  er  nur  ein 
Minimum  der  Fehler  beabsichtigt  hätte.  Der  Activirungsstrom  ist  an  einer 
Stelle  unterbrochen,  das  eine  Drahtende  wird  durch  seine  Federkraft,  etwas 
über  dem  anderen  emporgehalten ,  über  dieser  Unterbrechungsstelle  wird 
durch  einen  (von  einem  anderen  Strome  in  Thätigkeit  gesetzten)  Elektro* 
magnetenpol  ein  Stück  weiches  Eisen  festgehalten,  wobei  der  Strom  des 
Elektromagnetenpoles  durch  das  Wheatstone^sche  Gitter  am  Ziele  führt. 
Schlägt  das  Geschoss  in  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele^ein.  so  wird 
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der  Schliesserstrom  nnterbrochen ,  der  Anker  fhllt  vom  Pole  ab  und  bringt 
dnrch  seinen  Fall  die  Drahtenden  des  Activirnngsstromes  an  der  Unter- 
brecbangaatelle  in  Contact,  der  Activirungsstrom  wirkt  auf  den  Elektro- 
roagnetenpol  am  Muffe  des  Zeigers  und  hält  den  Muff  und  somit  auch  den 
Zeiger  fest.  Die  Zeit,  während  welcher  das  Oeschoss  den  Weg  zwischen 
dem  ersten  und  zweiten  Wheatstone'schen  Netze  macht,  wird  nur  erst 
dann  aus  dem  vom  Pendel  vom  Anfange  an  bis  zur  Arretirungsstelle  des 
Zeigers  durchlaufenen  Bogen  richtig  hervorgehen,  wenn  durch  denBerich- 
tigungsversuch  mit  dem  Pendel  von  Navea  die  Summe  folgender  Fehler 
ermittelt  worden  ist:  die  Entmaguetisirungszeit  des  ersten  Elektroui|kg- 
neten,  die  Fallzeit  des  Ankers  am  Schliesser,  die  Magnetisirungszeit  des 
zweiten  Elektromagneten.  Mit  den  bisher  beschriebenen  Theilen  des 
Apparates  von  NaVez  könnte  dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  man 
die  beiden  Wheatstone'schen  Netze  dicht  hinter  einander  aufstellt.  Da  die 
Flugseit  des  Geschosses  in  diesem  Falle  Null  ist,  so  erhält  man  aus  dem 
Yom  Pendel  durchlaufenen  Bogen  nur  die  Jäumme  aller  Zeitfehler.  Um 
den  Bur  Fehlerbestiromung  erforderlichen  besonderen  Schiessversuch  zu 
ersparen,  hat  Navez  einen  Apparat  ersonnen,  den  er  den  Stromaufheber 
{disjoncleur)  nennt  und  dessen  Princip  wesentlich  in  Folgendem  besteht: 
Durch  zwei  in  gerader  Linie  liegende,  an  einem  Ende  aneinander  stos- 
sende  Metallstäbe,  von  denen  jeder  mit  seinem  anderen  Ende  in  einem 
festen  Rahmen  eingesetzt  ist,  wird  sowohl  der  Strom  geleitet,  welcher  die 
Pendellinse  in  elevirter  Lage  festhält,  als  auch  der  Strom  des  Elektro- 
magneten vom  Schliesser.  Gegen  die  Zusammenstossstelle  beider  Metall-' 
Stäbe  lässt  Navez  plötzlich  einen  Bolzen  schlagen,  der  seine  Stosskraft 
durch  eine  starke  elastische  Feder  erhält,  welche  beim  Aufziehen  des 
Bolzens  zusammengedrückt  wird.  Die  Feder  drückt  nach  beendigtem 
Aufziehen  den  Bolzen  gegen  einen  Verstoss;  wird  der  Bolzen  durch  den 
Abdrticker  des  Instrumentes,  auf  den  man  mit  der  Hand  aufdrückt,  vom 
VoTStoss  weggeschoben,  so  wirkt  die  Feder  nunmehr  bewegend  und  treibt 
den  mit  ihrem  Ende  fest  verbundenen  Bolzen  an  die  Zusammenstossstelle 
beider  Metallstäbe ,  welche  hierdurch  ausser  metallische  Berührung  gesetzt 
werden,  wodurch  gleichzeitig  die  beiden  durch  die  Stäbe  geleiteten  Ströme 
aufgehoben  werden.  Die  Aufhebung  des  ersten  Stromes  bewirkt  die  Los- 
reissung  des  Pendels,  die  des  zweiten  Stromes  den  Fall  des  Gewichtes 
vom  Schliesser,  worauf  die  Arretirung  des  Zeigers  durch  den  Activirungs- 
atrom  des  zweiten  Elektromagneten  erfolgt.  Man  erhält  also  durch  An- 
wendung des  Stromaufhebers  die  Summe  aller  Fehler  ebenso ,  wie  dnrch 
einen  besonderen  Schi  essversuch. 

Eine  ausführlichere  Beschreibung  des  Apparates ,  sowie  Abbildungen 
desselben  finden  sich  im  Journal  des  armes  speciales  1853« ,  p.  145. 

Der  Apparat  von  Navez  hat  allen  Anforderungen  entsprochen ,  welche 
an  einen  Apparat  zur  Messung  kleiner  Flugzeiten   der  Geschosse^ 
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machen  kann,  so  dass  derselbe  in  Folge  der  Prttfting  von  einer  Commis- 
sion,  die  aus  höheren  Offizieren  und  Technikern  zusammengesetzt  war,  in 
der  belgischen  Artillerie  Eingang  fand.  Bei  einem  Versuche,  welcher 
angestellt  wurde ,  um  die  Genauigkeit  des  Apparates  zu  prttfen ,  fand  man 
(jede  Zahl  ist  das  Mittel  aus  zwei  Versuchen) 

Zeit ,  welche  die  Kugel  braucht ,  um  von  der  Mündung  aus 

le^M  zurückzulegen 0",0d093i6 

Zeit,  welche  die  Kugel  braucht,  um  von  }6^^b4  vor  der  Mün- 
dung bis  30",54  zu  kommen .  0'',045051i 

f  SuDime  0'',0050827. 

Als  man  nun  die  Zeit  direct  mass,  welche  die  Kugel  brauchte ,  um  von  der 
Mündung  aus  d(r,54  zurückzulegen,  erhielt  man  0" ,0950991.  Es  wurde  fer- 
ner das  Verhältniss  experimentell  ausgemittelt ,  in  welchem  die  durch  das 
Robins'sche  ballistische  Pendel  ermittelte  Anfangsgeschwindigkeit  zu  der- 
jenigen steht,  welche  mit  Navez'  elektrobalHstischem  Pendel  unter  Zu- 
grundelegung des  Didion^schen  Luftwiderstandsgesetzes  ermittelt  wurde. 
Man  fand  bei  Anwendung  des  ersten  340'*,1I ,  bei  Anwendung  des  zweiten 
Instrumentes  343"',83,  welche  Zahlen  in  dem  Verhältnisse  1:  1,01  stehen. 
Das  ballistische  Pendel  muss  jedenfalls  einen  zu  kleinen  Werth  liefern, 
weil  der  Elevationsbogen  desselben  zu  klein  ausföllt,  indem  ein  Theil  der 
lebendigen  Kraft  des  Geschosses  bei  dessen  Deformation  in  Wärme  ver- 
wandelt wird.  Das  elektroballistische  Pendel  liefert  dagegen  die  Ge- 
schwindigkeit etwas  grösser,  wegen  Beibung  an  der  Achse  des  Pendels 
'und  wegen  des  Luftwiderstandes.  Die  wahre  Geschwindigkeit  v  hat  daher 
bei  dem  angegebenen  Versuche  jedenfalls  zwischen  den  Grenzen: 

343",83>»>340-,ll 
gelegen,  welche  sich  so  wenig  unterscheiden,  dass  hiernach  das  elektro- 
ballistische .Pendel  für  sich  einen  Werth  giebt ,  welcher  dem  wahren  Wer- 
the  so  nahe  liegt,  als  man  nur  wünschen  kann. 

Das  elektroballistische  Pendel  empfiehlt  sich  auch  um  deswillen  zur 
Anwendung,  weil  es  mit  allem  Zubehör  von  Drähten,  Gittern  etc.  nur 
etwas  mehr  als  800  Francs  kostet,  während  ein  gutes,  für  starke  Galiber 
construirtes  Bobins^sches  Pendel  10000  bis  20000  Francs  zu  stehen  kommt* 

4.     Die  gleichförmige  Bewegung  eines  Cjlinders. 

A.  Der  Wheatstone'sche  Apparat.  Ein  Cjlinder  rotirt  gleich- 
förmig um  eine  Schraube,  deren  Achse  mit  der  seinigen  zusammenHillt, 
so  dass  er  bei  jeder  Umdrehung  ^  Zoll  avancirt,  ein  Stift  ist  mit  der 
Oberfläche  des  Cylinders  in  Berührung,  er  beschreibt  eine  Schraubenlinie 
auf  derselben,  die  jedes  Mal  unterbrochen  wird,  sobald  ein  Strom  aufhört, 
der  einen  Elektromagneten  bildet,  dessen  Anker  den  Stift  an  den  Cylinder- 
mantel  andrückt.  Vor  Anstellung  des  Versuches  werden  zwei  gleich- 
starke elektrische  Ströme  in  entgegengesetzter  Bichtung  durdudi^  Spirale 
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des  StiftelektromagDeten  geleitet,  wovon  der  eine  Strom  zugleich  dnrch 
das  erste  Wheatstone'sche  Gitter,  der  andere  Strom  zugleich  durch  das 
zweite  Wheatstone^sche  Gitter  am  Ziele  geführt  ist.  Beim  Durchgange  des 
Geschosses  durch  das  erste  Gitter  wird  natürlich  der  Schreibstift  an  die 
Metallfläche  des  Cylinders  angedrückt,  beim  Durchgange  des  Geschosses 
durch  das  zweite  Netz  hdrt  der  Elektromagnet  auf,  eine  Spiralfeder  zu 
hemmen ,  welche  nun  den  Stift  wieder  von  der  Metallflfiche  des  Cylinders 
abhebt.  Wheatstone  hat  auch  angegeben,  wie  man  seinen  Apparat  zur 
Messung  der  einzelnen  Zeiten  verwenden  kann ,  welche  das  Geschoss 
braucht ,  um  einzelne  auf  einander  folgende  Trajectorienbögen  zurückzu- 
legen. Wie  man  leicht  findet,  beschreibt  hierbei  der  Schreibstift  Stücken 
von  Schraubenlinien  auf  der  Cylinderoberflftche ,  wobei  der  Bogenabstand 
ihrer  Anf&nge  von  einander  zur  Berechnung  der  Zeiten  dient. 

Dieser  Apparat  ist  nie  ausgeführt  worden,  es  ist  auch  zu  bezweifeln, 
dass  er  gute  Besultate  geliefert  haben  würde,  da  sich  eine  gleichförmige 
Sehraubenbewegung  eines  Cylinders  sehr  schwer  herstellen  lässt  und  da 
bei  diesem  Apparate  keine  Vorkehrung  getroffen  worden  ist,  um  die  bei 
Anwendung  von  Elektromagnetismus  unvermeidlichen  Fehler  zu  elimi- 
niren. 

B.  Apparat  von  Breguet  und  Konstantinoff.  Konstantinoff 
hatte  bei  Ansicht  eines  Wheatstone'schen  Chronoskopes  die  Idee  gefasst, 
durch  Breguet  ein  Chronoskop  construiren  zu  lassen ,  welches  sich  hinsicht- 
lich seiner  Construction  dem  unter  A.  beschriebenen  Wheatstone'schen  an- 
schliessen  sollte;  er  hoffte,  einen  noch  zweckmässigeren  Apparat  zu  er- 
halten ,  indem  er  den  MetaUcylinder  gleichförmig  um  seine  Achse  rotiren 
liess,  die  Verzeichnung  der  Schraubenlinien  erreicht  er  aber  auf  die  Weise, 
dass  über  den  um  seine  horizontale  Achse  rotirenden  Cylinder  zwei  kleine 
Wagen  auf  Schienen  gleichförmig  und  parallel  zur  Cylinderachse  ver- 
schoben wurden,  von  denen  Schreibstifte  bis  auf  die  Cylinderoberfläche 
herabhingen.  Die  Schreibstifte  waren  von  einander  unabhängig,  hingen 
aber  mit  den  Wheatstone'schen  Gittern  auf  der  Flugbahn  in  der  Weise 
elektromagnetisch  zusammen,  dass  die  AnfHnge  der  Schraubenlinien- 
stficken ,  welche  die  Schreibstifte  auf  den  Cylindermantel  beschrieben ,  mit 
den  Dnrchbohrungszeiten  der  Netze  durch  das  Geschoss  correspondirten. 

Obwohl  dieser  Apparat  von  Breguet  wirklich  ausgeführt  worden  ist, 
so  ist  doch  nichts  weiter  von  demselben  bekannt  geworden ,  als  dass  Kon- 
stantinoff später  Anstrengungen  gemncht  hat,  ihn  zu  verbessern;  von  Be- 
sultaten,  die  mittelst  desselben  erhalten  worden  wären,  hat  man  nie  etwas 
vernommen. 

Martin  de  Brettes  hat  den  Apparat  Breguet  -  Konstantinoff  dadurch  zu 
vereinfachen  gesucht,  dass  er  die  Bewegung  parallel  zur  Cylinderachse 
fordiess,  so  dass  die  Schreibstifte  nur  Kreisbögen  auf  dem  rotirenden 
Cylinder  verzeichnen  konnten.     Er  zeigte  auch,   wie  man  an  einem  be-  ^ 
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sonderen  Apparate  die  Magnetisirnngs  •  und  ISntniagnetisirungszeit  von 
Elektromagneten  messen  könne ,  so  das«  man  in  den  Stand  gesetzt  väre, 
die  Correctionen  am  Endresultat  auszuführen,  welche  die  Anwendung  des 
Elektromagnetismus  erfordert.  Der  Vorschlag  von  Martin  de  Brettes  ist 
nicht  in  die  Praxis  übergegangen,  wahrscheinlich  würde  sich  dabei  heraus- 
gestellt haben ,  dass  die  Handhabung  des  von  ihm  projectirten  Apparates 
sehr  umständlich  gewesen  wäre. 

5.     Die  sprungweise  Bewegung  der  Zeiger  eines  rasch 
gehenden  Uhrwerkes. 

A.  Das  Wheats-tone'sehe  Chronoskop,  erfunden  im  Jahre  1840,  be- 
steht aus  einem  Uhrwerk ,  welches  einen  Zeiger  rasch  vor  einer  Scheibe 
herumbewegt.  Der  Zeiger  fängt  seine  Bewegung  an  oder  er  steht  wieder 
still ,  je  nachdem  ein  Elektromagnet  (der  mit  -einer  Arretirvorrichtnng  am 
Uhrwerk  zusammenhängt)  unthätig  gemacht  oder  activirt  wird.  Der  Strom 
dessen  Aufhebung  den  Zeiger  in  Bewegung  setzen  sollte ,  geht  vor  der  6e- 
Schützmündung  vorüber,  die  Kugel  zerreisst  den  Draht,  der  Elektro- 
magnet im  Uhrwerk  wird  unthätig,  der  Zeiger  beginnt  zu  rotiren.  Die 
Kugel  bringt  durch  ihre  mechanische  Erschütterung  am  Ziele  (s.  $.  1.  B.  a) 
den  Schluss  eines  Stromes  zu  Stande ,  dessen  Leitung  durch  den  Elektro- 
magneten im  Uhrwerk  geht;  derselbe  wird  also  reactivirt,  der  Zeiger  steht 
wieder  still.  Dieser  Apparat,  bei  welchem  durch  die  Sprungwette  des 
Zeigers  die  Flugzeit  direct  angegeben  wird,  ist  zwar  ausgeführt  und  zu 
einigen  Experimenten  in  Woolwich  verwendet  worden ,  allein  Wheatstone 
hat  darüber  nur  die  Mittheilung  gemacht,  dass  der  Apparat  zur  Messung 
kleiner  Zeiten  anwendbar  sei.  Wheatstone  hat  hierauf  einen  ähnlichen 
Apparat  construiren  lassen;  allein  er  hat  weder  eine  deutliche  Beschrei- 
bung desselben,  noch  die  mit  demselben  angestellten  Versuche  gegeben, 
welche  nach  seiner  Aussage  sehr  für  den  Apparat  sprechen  sollen. 

Hill  hat  das  Uhrwerk  des  Wheatston ersehen  Chronoskopes  verbessert, 
indem  er  Sorge  trug,  dass  die  Arretirung  des  Uhrwerkes,  bei  welchem  der 
eine  Zeiger  direct  Zebntelsecunden,  der  andere  Tausendtheilsecunden  an- 
zeigte, recht  leicht  durch  den  Strom  bewerkstelligt  wurde;  allein  da  der 
Gang  dieses  Apparates  ebenso,  wie  der  des  Wheatstone^schen  nicht  un- 
abhängig von  der  Magnetisirungs  -  und  Entmagnetisirungszeit  gemacht 
worden  ist,  so  dürfte  man  gute  Kesultate  bei  Anwendung  desselben  wohl 
bezweifeln.  Martin  de  Brettes  hat  den  Hiirschen  Apparat  für  artUlmstt- 
sche  Zwecke  anwendbar  zu  machen  gesucht;  seine  Bestrebungen  sind  nur 
Project  geblieben. 

Wenn  nun  aus  dem  Vorhergehenden  schon  kein  günstiges  Urtheil  für 
die  chronoskopischen  Apparate  gewonnen  werden  konnte,  so  werfen  die 
Resultate  preussischcr  Versuche  geradezu  ein  ungünstiges  Licht  auf  die- 
selben.    Die  preussische  Artillerie  hat  sich  1843  mit  der  Aufsuchung  der 
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Mittel  beschäftigt,  die  Elektricität  znr  Messung  der  Oesefa windigkeit  der 
Geschosse  anzuwenden.  Anerkannt  wissenschaftliche  Männer,  wie  die 
Herren  Hartmann  und  Hofmann,  sowie  der  verstorbene  geschickte  Uhr- 
macher Leonhard  in  Berlin  haben  hauptsächlich  mit  einem  auf  folgende 
Weise  construirten  Apparate  gearbeitet.  Ein  Zeiger  an  einem  Chronometer 
machte  in  2  Secnnden  einen  Umlauf  ror  einem  Zifferblatte,  welches  in 
1000  Theile  getheilt  war.  Der  Zeiger  wurde  auf  elektromagnetischem  Wege 
in  Bewegung  gesetzt,  indem  die  Kugel  durch  ein  erstes  Wheatstone^sches 
Gitter  auf  der  Flugbahn  hindurchging^  und  auf  ähnliche  Weise  arfptirt, 
wenn  die  Kugel  das  zweite  Gitter  passirte;  allein  hierbei  differirten  die 
beobachteten  Zeiten  von  0",09  oft  um  0'^03  unter  einander.  Hiernach  ist  es 
sehr  unwahrscheinlich,  dass  man  überhaupt  ein  Chronoskop  zu  genauen 
Beobachtungen  sehr  kleiner  Flugzeiten  von  Geschossen  einrichten  könne. 
Martin  de  Brettes  hat  auch  versucht,  die  von  Breguet  1843  erfundene 
Terzienuhr  (compleur  ä  pointage)  zu  ballistischen  Zwecken  zu  benutzen; 
allein  da  bei  dieser  nur  eine  Genauigkeit  von  ^^"  zu  erreichen  ist,  dürfte 
sie  wohl  weniger  zur  Lösung  der  hier  besprochenen  Aufgaben  dienen 
können. 

6.     Die 'Bewegung  der  Magnetnadel. 

Diese  Bewegung  ist,  wie  S.  2  c  gezeigt  wurde,  von  Pouillet  angewen- 
det worden;  sie  ist  an  dem  angegebenen  Orte  so  ausführlich  behandelt  wor- 
den, dass  wir  auf  denselben  zurückweisen  müssen. 

§.  4.  TTeber  die  Anwendung  des  elektroballistischen  Pendels  von  Havex. 

Weder  das  Newton^sche  Luftwiderstandng^setz  (Widerstand  propor- 
tional av*,  a  eine  Constante,  v  die  Geschwindigkeit),  noch  das  von  Didion 
vorgeschlflgene  (Widerstand  proportional  At^+  Bv^^  A  und  B  Constanten) 
genügen  für  die  grossen  Geschwindigkeiten  der  Ballistik.  Dies  zeigte 
z.  B.  der  preussische  Oberst  Otto  (Ueber  den  Luftwiderstand,  Archiv  für 
preuss.  Art.-  u.  Ing.- Offiziere,  Bd.  30,  S.  75),  indem  er  Folgendes  nach- 
wies. Wenn  man  bei  sehr  flachen  Bahnen  zwei  Schlnssweiten  und  dazu 
gehörige  Flugzeigten  misst  und  aus  diesen  die  Anfangsgeschwindigkeiten 
und  die  Constante  des  Newton'schen  oder  die  Constanten  des  Didion'- 
schen  Luftwiderstandsgesetzes  berechnet,  so  stellt  sich  ein  sehr  erheb- 
liches Steigen  der  Anfangsgeschwindigkeiten  mit  dem  Elevationswinkel 
heraus.  Beide  Luftwiderstandsgesetze  genügen  somit  für  die  grossen  Ge- 
schwindigkeiten der  Ballistik  nicht.  Soli  nun  irgend  ein  anderes  hypothe- 
tisches Luftwiderstandsgesetz  geprüft  werden,  so  müssen  zunächst  Be- 
obachtungswerthe  über  die  Flugbahnen  gewonnen  werden.  Ausser  den 
Coordinaten  der  Trajectorien  können  jetzt  aber  auch  noch  die  Zeiten  er- 
mittelt werden,  welche  ein  Geschoss  braucht,  um  einzelne  Trnjectorien- 
bögen  zu  durchlaufen.     Die  ballistischen  Beobachtungen  können  demnach  C 
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durch  das  elektroballistische  Pendel  von  Nayes  so  vervollständigt  werden, 
dass  von  ihnen  mit  Recht  Aufschluss  über  das  wahre  Lnftwiderstands- 
gesetz  gehofft  werden  darf. 

Das  elektroballistische  Pendel  von  Navez  ist  noch  zu  neu,  als  dass 
bereits  viele  Beobachtangen  mittelst  desselben  gemacht  worden  sein  könn- 
ten; seine  Anwendung  hat  sich  bis  jetzt  nur  auf  technische  Zwecke  er- 
streckt und  zwar  auf  folgende  Versuchsreihen  beschränkt: 

1)  Versuche,  welche  im  Jahre  1850  in  Lüttich  angestellt  worden  sind, 
um  den  Einfluss  verschiedener  Lademethoden  auf  die  Anfangsgeschwin- 
digkeiten der  Geschosse  zu  ermitteln  (Archiv  f.  preuss.  Art.-  u.  Ing.- Offi- 
ziere, Bd.  30,  S.  162).  Bei  diesen  Versuchen  wurde  die  Zeit  ermittelt,  in 
welcher  die  Kugel  von  der  Mündung  an  entweder  einen  Raum  von  27*,10 
oder  dd'^ydO  durchlief  und  aus  den  Beobachtungsresultaten  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten unter  Zugrundelegung  des  Newton'schen  Luftwiderstands- 
gesetzes berechnet. 

2)  Versuche,  welche  angestellt  wurden,  um  den  Einfluss  des  Eleva- 
tionswinkels  des  Geschützes  und  des  Gewichtes  des  Geschosses  auf 
die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  zu  untersuchen  (Archiv  für 
preuss.  Art.-  u.  Ing.  -  Offiziere ,  Bd.  32,  S.  176).  Bei  diesen  Versuchen  ist 
die  Zeit  gemessen  worden,  welche  das  Geschoss  brauchte,  um  von  der 
Mündung  des  Rohres  an  30"  zurückzulegen;  bei  der  Berechnung  ist  aber 
das  Didion'sche  Luftwiderstandsgesetz  zu  Grunde  gelegt  worden« 

Da  ich  mir  zur  Berichterstattung  über  vorliegenden  Gegenstand  nicht 
überall  die  Originalberichte  verschaffen  konnte ,  und  da  mir  auch  ungeach- 
tet meiner  Bemühungen  Einzelnes  gänzlich  unbekannt  geblieben  sein  kann, 
so  bitte  ich  hier  am  Schlüsse  meiner  Arbeit  alle  Diejenigen ,  welche  die- 
selbe zu  berichtigen  oder  zu  ergänzen  vermögen ,  mich  freundlichst  durch 
Ihre  Mittheilungen  unterstützen  zu  wollen. 
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VL    Integration  der  linearen  DifTerentialgleiöhnng 

1)  y    =ocy  — ny 

mittelst  bestimmter  Integrale,  unter  der  Voranuetsnng,  daM  n  eine 
gaase  positive  Zahl  beseiehnet.  Von  Simon  Spitzer,  Professor  d^s  Mer- 
kantilrechneus  an  der  Wiener  Handelsakademie. 

Nach  den  bis  jetzt  bekannten  Methoden  lässt  sich  das  Integrale  der 
Gleichung  1)  nicht  bestimmen,  es  mnss  daher  ein  nener  Weg  eingeschlagen 
werden ,  um  zu  dem  Integrale  der  Gleichung  1)  zu  gelangen.  Differentiirt 
man  nftmlich  die  Gleichung  l)  n  Mal  nach  j?,  so  erhält  man: 

2)  ^(H^>  =  a:y(*+0 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  der  Laplace'schen  Methode*^)  folgender 
Werth  für  y<*+i>: 

OD 

0 
in  welchem  C, ,  C,,  C,  willkürliche,  blos  an  die  Gleichung 

4)  ^  +  ^«+^»=0 

^1       9h       f*8 
gebundene  Constante  bedeuten,  und  (i^,  ^,,  ^,  die  drei  Wurzeln  der  Ein- 
heit sind.  —  Wir  wollen  nun  den  Ausdruck  3)  so  sehreiben : 

00 


5)  t^^^)  =  ScJe 

0 
denselben  n+l  ] 


0 
und  integriren  sodann  denselben  »-{-1  Mal  nach  x^  hierdurch  erhalten  wir: 

OD  r-^u.uje  1  -—y«.  *^  ^ •_ 


6)      y  =  Scfe-\  [ ^.+t ,^ 

0 

+  <P\  (W)  +  a?<Pt  00  +  «*98(W)  +  •  •  •  +  «•9'«+l(«)J  <*« 


*)  Scherk ,  Jacobi ,  Lobatto  und  Petzval  beschäftigten  sich  mit  der  Integration 
der  Gleichung  y{n)  =  a:y.  Digi^i.ed  by  GoOQIc 

Z«ilschrm  für  Malhcinatik  u.  Physik.  VII,  2.  8  ^ 
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Denn  dieser  Ausdruck  führt,  n  +  l  Mal  differ^ntiirt ,  wieder  auf  die  Glei- 
chung 6)  zurück,  aus  der  er  durch  Integration  hervorging.  9i(u),  (Pt(y)t 
q>^  (»)•••  ^114.1  {u)  sind  willkürliche  Functionen  von  ti. 

Der  in  6)  gewonnene  Ausdruck  für  y  soll  aber  nicht  blos  der  Glei- 
chung 5)  genügen,  sondern  auch  der  Gleichung  1);  dies  beschränkt  die 
Willkürlichkeit  der  mit  (pi  (u),  <Pt{ti)y  <Ps{u)  •  • .  q>t^i(u)  bezeichneten  Func- 
tionen ,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 

Substituirt  man  nämlich  den  in  6)  stehenden  Werth  von  y  in  die  Glei- 
chung 1 ),  so  erhält  man ,  da 

0 
+  9^1  («)  +  2a?y,  (m)  +  3x«<P4(m)  +  . .  •  +  nx^'-^tp^x  (ti)J  du, 

*  1/  a?  ft"-^  M«-5  0:"-' 


y'"==ScJe'^^\^ 


^r^^^' —  1  —  ^UX- 


2! («  —  3)! 


+  1  •  2  .  3  9)4(11)  +  2  .  3  .  4  xq>^{u)  +  3.4.5  a?ip^{u)  +  .  .  . 
+  n(n— 1)  («  — 2)a?^9^^,  (t/)]  rfti 
ist,  folgenden  Werth  für  y"  —  xy  +  ny\ 

7) 

0 

eM«* — 1  —  aus  —  ^-—r ... — ^--- — 


[_ 2! n\ 

+  [l.2.3<p4W+«<PiC«)]  +  [2.3.4^j(ii)  +  («  — l)g>,(tt)lar 

+  [3.4  .  5  v.(w)  +  («— 2)<p,(«)]  0:«  +  .  .  . 

+  [(«  —  3)  (w— 2)  («  — 1)  ep«(ti)  +  4<p^8(ii)]  af^ 

+  [(«  — 2)t«— Ow^'H-iM  +  SV—jW]«"-* 

+  2J:— *  V—lW  +  «"•*  <P«(«)J  rf«. 
Wenn  wir  nun  voraussetzen,  dass  das  unbestimmte  Integrale  des  eben 
aufgeschriebenen  Ausdruckes  folgenden  Werth  habe : 

f**  «•  a^  1»"—^  M*^^  a:*^* 


..» 


ei^u»—l  —  ^ux—^—- .. 


8)  —  SCe 


2!  («  —  !)! 


^"'^^  ""         Digitized  by  GoOglC 
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dann  mass  sein : 

^  2! (« —  3) ! 


^M«*  —  l  —  f^UX  —  ^^-^j—  - 

^«•-l^-l^.»-! 

(«-1)1 

""  •  •  •              f 

+  »  • ^ri?i=i 

+  [1  .  2  .3  9)4(«)  +«9>,(m)]  +  [2  •  3  .  49»(tt)+  («  — 1)  Vt(«)]  « 
+  [3.4.5  <p,(tt)  +  («  —  2)  <pt[u)]  x«  +  . . . 
+  [(«  —  3)  («  —  2)  («— 1)  <p»(m)  +  4g),_s(M)]  X'-* 
+  [(«—2)  (»  -  l)n  <p.+,  («)  +3g)«_2(M)]  a;»- » 
+  2,,,_,  («)  «--*  +  Vn («)  a:^« 

[_^ 2! (n— 1)! 

+  n  . V— --^ — 


^ji+l  jiH-l 


•-*ti"-**ar»*2 


und  dies  giebt  nach  gehöriger  Keduction : 

[1.2.3  (p,{u)  +  n<p,  («)]  +  [2.3.4  g?,(w)  +  (n  — 1)  gp,(M)]  o: 

+  [3.4.5  <pe(w)  +  (;i  — 2)  9,(m)]  ^^••  •  .  • 

+  ((/i-t3)  («-2)  («—1)  <p,(ti)  +  4<p„.3(«^)l^-^ 

+  [(«—2)  («—  l)ny^+i(w)  +  39«_2(w)]  ^""^ 

Hieran«  geht  henror  folgendes  System  von  Gleicbnngen : 
l.2.3«p4(«)  +  n9),(M)  =  0, 
2  .  3  .  49)j(tt)  +  (n— 1)  9),(m)  =0, 
3.4.5  <p,{u)  +  («—2)  9,(«)  =0, 


9) 


10) 


(«--3)  («—2)  (fl-l)  <p,(«)  +4(p,^(w)=0, 
(n— 2)  («  -  1)»  y.+iC«)  +  Zv—li»)  =  0- 

''"-'         ~        2(n  — 2)1'  Digitjedby  Google 
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Aas  der  letzten  Gleichnng  des  Systems  0)  folgt: 

,  .  (n—2){n  —  l)n  . 

also  hängt  (^«.2(11)  ab  Ton  der  willkürlichen  Function  ^»4-1  (t<);  setzen  wir 
letztere  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null,  so  ist  auch  ^«•-.2(t')  gleich 
Null ,  also  haben  wir : 

Aus  der  vorletzten  Gleichung  des  Systems  O)  folgt: 

und  wird  hierin  statt  9>m(u)  sein  in  10)  stehender  Werth  gesetzt,  so  er- 
hält man : 

Die  vorvorletzte  Gleichung  des  Systems  9)  lautet: 

(„-4)  („_3)  (n  — 2)9>^i(m)  +  5v«-4(«)  =  0 
und  giebt: 

g>i.-4  W  — tpm^i  (m). 

Setzt  man  hierein  statt  9711.1  (u)  seinen  in  10)  stehenden  Werth,  so  er- 
hält man: 

u.  s.  f.  Das  System  der  aus  0)  und  10)  abgeleiteten  Gleichungen  lautet 
daher  folgendermaassen : 

VH-.(«)  =  o.    y.(")=-t.(r-i)i'       y>-t(«)  =  -^a.(«-2)!' 

und  daher  ist: 

13)    ,  =  Sc/.-.L ^J^, ^ 

0 

/  af-^  x'-*  x»-''  \ 

"•''*"  V      l.(«-  1)!  "*"  1.4{«— 4)!~l.4.7(n  — T)'!"*"'  *  7 

"*'\      2.(n  — 2)!"*'2.6(n  — 6)!~2.6.8(«— 8)1^""/J'^"" 

\ ■^^oo^e 
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Dieser  Werth  von  y  giebt  nan  in  die  GHeichang  l),  welche  folgender- 
maassen  geschrieben  werden  kann : 

y'"  — a:y'  +  wy=0 
substitnirt,  das  Resultat: 

-  e^** — 1-— ttM«  —  — — ... — 

8)     —  SCe     3  . — — — ^         ^ — 


nnr  mnss  noch  hierein  t«  =s  oo  nnd  u  =s  0  gesetzt  und  die  Resultate  dieser 
Substitutionen  von  einander  abgezogen  werden. 

Ffir  «  SS  00  verschwindet  der  Ausdruck  8) ,   für  « =  0  aber  erscheint 
er  in  der  Form  ^f  dessen  wahrer  Werth 

ist,  was  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


und  daher  vermöge  der  Gleichung  4)  verschwindet.  Es  ist  daher  der  in 
13)  stehende  Ausdruck  das  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  versehene 
Integrale  der  Gleichung  1). 

So  ist  z.  B.  das  Integrale  der  Gleichung 
y   ^xy  —y 
folgendes: 

y=.SCJe     3[ —^ ^u^us 

0 
ferner  hat  das  Integrale  der  Gleichung 

y    ==^xy  —  2y 
die  Gestalt: 


0 
Das  Integrale  der  Gleichung : 

y    =a:y  — 3y 
ist: 


*M*a:*      i^x^a? 


y  =  SC  I  6     3l 3— : ^- \du 

^  J  l  a*i^  22J 


etc.  etc. 
Wir  haben  bis  jetzt  blos  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung  1) 
gegeben,  nicht  aber  das  vollständige  Integrale  derselben.     Es  lässt  sich 
aber  leicht  auch  das  dritte  particuläre  Integrale  finden ,  denn  dieses  dritte  ^ 
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erscheint  in  der  Form  eines  ganzen  algebraischen  Polynoms ,  wie  sich  fol- 
gendermaassen  darthan  lässt:    Die  beiden  Differentialgleichungen: 

1)  y    =xy—ny, 

2)  y(»+3)  =  a;y(»+l) 

haben  gewiss  drei  particnläre  Integrale  gemeinschaftlich,  denn  dieselben 
drei  particulären  Integrale ,  welche  der  Gleichung  1)  gentigen ,  genügen 
auch  der  Gleichuug  2) ,  weil  die  Gleichung  2)  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichung  1)  ist.  Die  Gleichung  2)  hat  aber  ausser  den  genannten  drei 
particulären  Integralen  noch  n  particuläre  Integrale,  die  nicht  der  Glei- 
chung 1)  genügen ,  und  die  blos  in  Eeehnung  eingeführt  worden  sind  durch 
das  n  malige  Differentiiren  der  Gleichung  l).    Es  folgt  aber  ans  2): 

9)  y=z  A^x*  +  An-i^'^  +  A^2^'^  +  ,..+A^x  +  A^ 
unter  An ,  A^^i ,  A^^i . , .  A^^  A^  willkürliche  Constante  verstanden.  Da 
dieser  Ausdruck  n  + 1  willkürliche  Constante  enthält,  so  repräsentirt  er 
n  +  1  particuläre  Integrale  der  Gleichung  2);  wenigstens  eines  dieser  par- 
ticulären Integrale  gehört  daher  der  Gleichung  1)  an.  Um  dieses  zu  fin- 
den, setzen  wir  den  in  0)  aufgestellten  Werth  von  ^  in  l),  und  bestimmen 
die  Constanten  A^ ,  A^^i ,  An^i .  •  •  A^y  A^  so ,  dass  der  Gleichung  1)  iden- 
tisch Genüge  geschieht. 
Aus 

y  =  AnX*  +  An^xaf'-^  +  A^2X^-'^+... 
folgt: 

y'  =  «^„a*-»+  («  — 1)  ^^la:— H  («  —2)  ^.^2^:'^+  .  • . 
y"'^n{n  —  l){n—2)AnX^'^  +  {n  —  \){n  —  i){n—Z)An^xaf^'^ 

+  {n  —  2)  {n—Z)  (n— 4)  A^^x'^  +  . . . 
daher  ist: 
y''-xy+ny^A^x!i^^  +  ^A^2af^^+[ZA,^'\'n{n^l){n^2)An]3i^ 

+  [4^,^  +  («  — 1)  (/»— 2)  in—Z)  An^;\x^^  +  . .  .  =0 
und  diese  Gleichung  zerfällt  in  folgende : 

.^.-1  =  0, 

^»-1  =  0, 

ZAn^z  +  n{n  —  l){n  —  2)An  =  0,  - 

^An^  +  («  — 1)  («—2)  {n  —  Z)  ^««1=0, 

5^«-6  +  («  — 2)  («  —  3)  («—4)  ^-2  =  0, 
daher  ist : 

A  ^        J  ^  ,  ^{^ ^){^ 2)       . 

^«-1  =  0,  ^«-2  =  0,  ^„-3= ^^ ^ -^u, 

A    .-0  A      -CS   A      -      ^(«-1)  (n-2)  (n-8)  (n^4)  jn^h) 

o.  o 

_      it(n  — l)(n— 2)(w  — 3)(n— 4)(n~>5)(ii  — 6)(«— 7)(ii  — 8)  ^ 
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Setzen  wir 

4.  =  ^, 
80  ist: 

c  _       c  _  c 


3(«— 3)!'  *'*~3.6(«  — 6)!'  *"•  ~  3.6.9(«  — 9)1 '  *  *  * 
and  daher  ist  ein  particuläres  Integrale  der  Gleichung  1)  stets  von  folgen- 
der Gestalt: 

^~     Ul       3(n-3)!"'"3.6(n-6)l       3.6.9(«  — 9)-' '^"  J' 
Ganz  auf  gleiche  Weise  könnte  man  nicht  nur  die  Gleichung 

Bondern  auch  die  viel  allgemeinere  Gleichung 

behandeln ,  woselbst  A  beliebig  und  n  ganz  und  positiv  ist. 

Der  «pecielle  Fall 

14)  y^  =  xy  — ny 

gestattet  eine  viel  einfachere  Behandlungsweise.     Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man,  da 


y=c2«, 


y'  =  e'^(z'  +  xz), 

/=<?«  (z'+2xz+z  +  x*z) 
ist,  folgende  Gleichung  zwischen  z  und  x 

z"+xz+(n  +  i)z  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  folgendermaassen  schreiben : 

Ans  ihr  folgt : 

and  hieraus  ergi^bt  sich: 

rf""*  z  —  ^  /*  *' 

3 =  X|e     2    /  e?dx  +  Z,  +  Xaa;+Z4a:*+.  ..  +  X,^la;'•-^ 

daher  ist 

and  endlich 

das  vollständige  Integrale  der  Gleichung  14).  ^  , 
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Man  kann  das  vollständige  Integrale  der  Oleichnng 
14)  y"  =  sy  —ny 

auch  so  schreiben: 

0 
und  hierbei  bemerken,  dass  das  erste  dieser  beiden  particulären  Integrale 
eine  ganze  algebraische  Function  von  x  ist,   die  entwickelt  folgende  Ge- 
stalt hat : 

_     Ta:"  a^-'^  a:*^  ai'^  "1 

^~     Li!       2(«  — 2)l"*"2.4(«— 4)!       2.4.6(«— e)!"*"'"] 


Vn.  Notiz  ft>er  EToluten.  Von  Dr.  A.  Ekkepüb.  —  In  den  ,,Annales 
de  malhemaliques''  {U  XX,  pag.  2i6,  Juin  1861)  ist  ein  Thjeoreni  zu  beweisen 
aufgestellt,  welches  sich  in  etwas  verschiedener  Fassung  in  den  „Compies 
rendus"'  von  1861  befindet.  Dieses  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Weise 
ausdrücken : 

Wird  eine  Rotationsfläche  von  einem  Punkte  oder  parallelen 
Strahlen  beleuchtet ,  so  wirft  die  Fläche  auf  eine  Ebene  £,  senk- 
recht zur  Hotationsacfase ,  einen  Schatten,   dessen  Begrenzung 
eine  gewisse  Curve  C  ist.     Nimmt  man  die  Trennungslinie  von 
Licht   und  Schatten   auf  der  Rotationsfläche  und  die  Achse  der 
Fläche  zu  Directricen  einer  Conoidfläche ,  so  ist  die  Begrenzung 
des  Schattens ,  welchen  die  Conoidfläche  auf  die  Ebene  E  wirft, 
die  Evolute  der  Curve  C 
Am  angefahrten  Orte  ist  dieser  Satz  nur  für  parallele  Strahlen  be- 
merkt;  es  ist  indessen  nicht  schwer,  denselben  fttr  den  Fall  zu  beweisen, 
wenn  die  Fläche  von  einem  Punkte  beleuchtet  wird. 

Ist  u  eine  Function  von  <&,  so  kann  die  Gleichung  einer  Rotations- 
fläche als  Resultat  der  Elimination  von  q>  und  <&  zwischen  folgenden  Glei- 
chungen angesehen  werden , 

1)      a:  =  uco59>,     y=^u8inq>y     z^jucöt^d^j     u  =  ^--^ 

wenn  die  Achse  der  z  zur  Rotationsachse  genommen  wird.     Geht  die  be- 
rührende Ebene  im  Punkte  (x,  y,  z) 

(I — x)  cosd-  costp  +  (iy — y)  cos^sinq>  =  (f — z)  sind^ 
durch  den  festen  Punkt  (a,  fr,  c) ,  so  findet  die  Gleichung  statt : 

(a  — 0?)  co8g>+  {b  — y)  smq>  =  (c  —  2)  tang^^ 
d.  h. 

2)  a  cosq>  -h  b  sinq>  =  m  +  iang&  (c  —  j  u  coi^d(i\. 
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Diese  Gleiehung  in  Verbindang  mit  den  Oleicbnngen  1)  bestimmt  auf 
der  Rotationsfläche  die  Berühningscurve  der  nmschriebenen  Kegelfläche, 
deren  Spitse  im  Pankt  (a,  6,  c)  liegt.  Die  Oleichnngen  der  Directrix  der 
Kegelfläche  sind :  n 

!Xi=ucosq)^     yi  ==  w  sin  9 ,     z^=  j  u  cot%  d  ^, 

Dnrch  Elimination  Ton  <&  swischen  den  Gleichangen 

..  a: — a       y — b        z — c 

4)  = -= 

or, — a      y, — 6        «,  — c 

folgt  die  Oleichnng  der  Kegelfläche ,  wobei  q>  als  Fnnction  yon  %^  ange- 

sehen  ist ,  bestimmt  dnrch  die  Gleichung  2). 

Nimmt  man   die  Curve  doppelter  Krümmung,  bestimmt  durch  die 

Gleichungen  3),  und  die  Achse  der  Rotationsfläche  au  Directricen  einer 

Conoidfläche,  so  erhält  man  die  Gleichung  derselben  durch  Elimination 

Ton  ^  und  q>  swischen  der  Gleichung  2)  und  den  folgenden : 

^\  y —y^     r  —  T 

Sieht  man  <p  als  Function  von  ^  an ,  bestimmt  durch  die  Gleichung  2), 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Conoidfläche  auch  durch  Elimination 
Yon  V  und  ^  zwischen  den  folgenden  Gleichungen : 

6)  xs=zvcosg>,    yz=vsin<p^    z^^^z^. 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  Conoidfläche  im  Punkte 
(x,y,z)  ist: 

Aus  den  Gleichungen : 

dz       dz  dx  ,  dzdy  dz  ,  dz   , 

CD       oxdv       dyov  dx  dy 

findet  man  leicht: 

dw  dz  dz*        dg>  dz  dz* 

Die  Gleichung  7)  geht  hierdurch  über  in : 

/v  \    .      dz4    .    ,  .      ^  dz*        ,.         .     dq> 

—  (I— r  cos<p)  8tng>  —  +  {fi—vstnfp)  cosq>  —  =  (f— t,)  v ^, 

d.h. 

/  t    .     N  dz*       ,.         .     dw 

iyi  cosg}-"^  stn(p)  —  =  (J;  -  «,)  r  —  . 


'dx^^''      ^'dy' 


dzdx  ,  dzdy  l  3«,       (     dz    ,        ^   dz         \d(p 

'Txdh^diu^    ,    -id^^\rd'x''^'''^ry'''Vdi^ 


Geht  diese  Ebene  durch  den  Punkt  (a,  6,  c)  ,  so  ist 

dz^ ,^      ^\  ^^^ 
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Seist  man  den  vorstehenden  Werth  von  v  in  die  Gleichungen  6) ,  so 
erhält  man  die  Gleichungen  der  Bertthrnngscurve  der  Kegelfiäche,  welche 
vom  Punkt  (a,  6,  c)  aus  der  Conoidfläche  umschrieben  ist.  Ist  (^>aft»£t  =  ^) 
ein  Punkt  del:  Bertihrungscurve «  so  ist  die  Kegelfläche  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt : 

b  cos m  —  asinwdz*  b  costp  ^^a  sinwdz, 

a:,  =  cos^— -^— ^,   y.  =  ««^— ;ä^aT' 

a?  — tf_y— fr  _  ^— g 

x^^a      y, — b       2, — c' 

Die  beiden  Kegelflächen  4)  und  9)  treffen  die  Ebene  der  x  und  y  in  zwei 

Curven  C  und  C^   für  welche  folgendes  System  von  Gleichungen  besteht : 

/    _  u  cosfp  —  a 


,                   c      Jbcosw  —  a  smadz*  . 

F  =  «  — [ — ^  —  co*9)— al 

'«-4     (c-z.)||      '*  J 

I    ,       ,            e       Jbcosqt-^asinwdz*    .  .- 

!y  =6 p r — -^;^^^9  —  ^ 


12)  flro59  +  6«>i^==tt+ton^'^.(c  — 2,),   Zi^=^  j  u  coi^d^^   ^^^^*  ^^^^' 
Durch  Differentiation  von  12)  folgt: 

13)  (6co,v-««>,y)||  =  ^^'. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung : 

14)  c  Jl ^--- ^  I  co8*^  u  coi^  —  u  I  =s  ilf , 

substituirt  für  r^  seinen  Werth  aus  13)  in  die  Gleichungen  11) ,  subtrahirt 

diese  Gleichungen  von  den  Gleichungen  10) ,  so  findet  man : 

-p,v  ,  M  ,  M      , 

15)  j?— a?r= cosg>y      y — y= stnfp. 

l  j  ~~~  C  Z|  ~~~  c 

Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  und  14)  geben  die  Gleichungen  10) 
nach  O  differentürt : 

dx  M  sinq)       dy M  costp 

dd'      b  cos <p  —  a  sinq)  sin* &^    dd"  bcosg>  —  asintp  cos*^' 

Hieraus  findet  man  leicht: 

dxd*y   '  dyd*x_f  M 1     y 1 c  — g, 

d9d^      d^d9*      \bcosq> — asimp  cos^^J  bcosfp  —  asinq>  cos*^' 

j/\(^A\(^^Y\^__J^ L. 

r     l\d9/  ^  \d^J  ^       b  cosq>  —  a  simp  cos*  ^' 
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Ist  ako  Q  der  KrümmongshalbmesBer  der  Cnnre  C  im  Punkte  C,  so  geben 
die  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

16)  *  =  ;:?r- 

C  —  -t 

Der  Winkel  i,  welchen  die  Normale  cur  Carve  C  im  Punkte  (a:,  y)  mit  der 
Achse  der  x  bildet,  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

dx 

d^ 

oder  X  =  9}.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  wegen  16)  schreiben : 

x'  —  x=sQ  cos  g>f    y  —  yz=sQ  sm<py 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  ein  Punkt  {x\  y)  der  Carve  C  angehört. 

Geschieht  die  Beleuchtung  der  Fläche  durch  Strahlen,  welche  der 
Geraden 

X    y 2_ 

C09a      cosß      cosy 
parallel  sind,  so  hat  man  statt  der  Gleichungen  2)  und  8)  die  folgenden: 
cos  ncosgt-^  cosß  sin q)=scosy.  tang^^ 

\cosß  cos q>  —  cosu  stn 9^)  ö^  —  ^ öa  ^^*  /' 

Da  die  weitere  AusfQbrang  der  Kechnungen  nach  dem  Vorstehenden  keine 
Schwierigkeit  bietet,  so  möge  dieselbe  hier  unterbleiben. 


dx 


TUL  TFeber  eine  Beduotionsformel.  Von  Simon  Spitzer.  —  Durch 
meine  Studien  iiber  Differentialgleichungen  wurde  ich  zu  der  Frage  ver- 
anlasst, ob  und  in  welchen  Fällen  das  Integral 

..  rCo  +  q,x+C,a^+...  +  CnX* 

^  J  {x—a)P{x-^ßy 

auf  die  Form 

«x     ^  r dx J^,+X'tx  +  K,a^+. . .  4  ir,a:"-< 

^        J  (x-^a)P{x  —  ß)9'^  (x  —  a)P-^{x  —  ß)9-^ 

gebracht  werden  kann. 

Differentiirt  man  beide  Ausdrücke,  so  erhält  man: 

Co+  C^x  +  Cjx*  +  . . .  +  Cu^ _  K  _ 

{x  —  ay  {x  —  ßY  {x — a)P  {x  —  ßY 

K^  +  2K,  x  +  ...  +  (n  —  \)Kn^'' 
"*"  (a:— «)J^t(^_^),-l 

.      .  ..  ^l^,  +  K,X+...+  irnX'^-'  ^ .. 
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Multiplieirt  man  beiderseits  mit  {x--a)P  {x  —  ^)^,  ordnet  rechter  Hand 
nach  Potenzen  von  x  nnd  vergleicht  endlich  die  Ooefficienten  gleicher 
Potenzen  von  x ,  so  gelangt  man  zn  den  Oleichnngen : 

C^i:=z{n—p—q)K^t  +  [ß{p^n)  +  a{q  —  n)]I^n, 
(7^2=  {n—l—p^q)  K^t  +  \i^{p  —  n  +  1)  +  a(^ -«+  1)]  iT^^i 
+  (n-.l)a/Jir«, 

0»-^=  («  — 2— P— g)  i^i.-^  +  [/»(P— «  +  2)  +  «  (5^— »  +  2)]  ir^2 
+  (n— 2)a/3A^^i, 

C,  =  (8-p— 5)ir,  +  [/5(p-3)  +  a(^— 3)]^,  +  3«/3ir4, 
^.  =  (2— P— ^)if,  +  [^(p-2)  +  a(^— 2)]ir.  +  2«/Jir„ 

(7o=(i-p— j?)iro  +  [/J(p-i)  +  «(?~i)]A'i+«/Jir„ 

wobei  der  Symmetrie  wegen  £  =  (1  — j»  —  ^)  K^  gesetzt  wurde.  Diese 
Gleichungen  bestimmen  der  Heihe  nach  K^^  A^n-i»«  •  •  K^^  K^^  falls  p +9 
nicht  eine  der  Zahlen  1 ,  2,  3  . .  •  (n  +  l)  i^^* 

Als  Anwendung  der  zwischen  1)  und  2)  bestehenden  Gleichung  zeigen 
wir  die  Integration  der  Differentialgleichung 

3)  (1— a:*)y"— 2a:y'  +  w(«  +  l)y  =  0, 

worin  n  eine  ganz  positive  Zahl  bedeuten  möge. 

Integrirt  man  die  vorstehende  Differentialgleichung  (n4-l)Mal  nach 
einander,  indem  man 

Jydx  =  ^-^\    Jy^-')dx  =  yi-\... 

setzt,  so  erhält  man 

(1  — a:«)y(i-*)  +  2«a:y(-«)  =  t^,  +  6>  +  . . .  +  Q»«» , 
was  auch  rückwärts  durch  (fi+1)  malige  Differentiation  leicht  zu  prüfen 
ist.    Setzt  man  für  den  Augenblick  ^<'")=  z,  so  hat  man  die  lineare  DifPe- 
rentialgleichung 

dz        2nx      _ Cq  +  fi a?  + . . .  +  Cn Ar» 

dx'^i^^^  r=^        ' 

diese  giebt: 

z  -  (1  -a^YJ (j-^l^rPr '^*' 

oder  nach  dem  Vorigen: 

worin  J^^  K^,. .  .K^  von  den  willkürlichen  Constanten  Co,  C| , . .  •  C«  ab- 
hängen. Durch  n  malige  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  folgt  als 
completes  Integral  von  No.  3) : 
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wofttr  man  scbreiben  kann : 

oder  nach  Bertram  und  Heine: 

Vergl.  Heine:  Handbuch  der  Kngelfunctioneu ,  S.  89. 


VnL  Ueber  die  Vertohiedenlieit  des  Klanges  (Klang&rbe),  von 
Brandt  (Pogg.  Ann.,  Bd.  112,  S.  324.)  —  Man  kann  sich  leicht  über- 
zeugen, das8  der  Klang  des  Tones  einer  Saite  ein  verschiedener  ist,  je 
nachdem  man  sie  an  verschiedenen  Stellen,  etwa  wie  beim  Spielen  der 
Harfe,  aus  der  Gleichgewichtslage  bringt  und  dann  loslässt.  Der  Ver- 
fasser des  oben  genannten  Aufsatzes  hat  nun  durch  Kechnung  gezeigt, 
dass  die  einzelnen  Glieder,  aus  denen  in  dem  angegebenen  Falle  der  Aus- 
druck für  die  Ablenkung  und  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes 
der  Saite  zusammengesetzt  ist,  von  verschiedener  Grösse  sind,  je  nach- 
dem die  Saite  an  dem  einen  oder  anderen  ihrer  Punkte  gezupft  worden 
ist.     Bekanntlich  ist  die  Differentialgleichung  einer  Saite : 

wobei: 

ist  und  Q  die  Spannung ,  h  die  Läpge ,  p  das  Gewicht  der  Saite  und  g  die 
Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung 1),  welches  den  Bedingungen  genügt:  für  jedes  t  ist  y  s=:0,  wenn 

ic  =  0  oder  o?  =  Ä  ist  und  r7  =  0  für  <  =  0,  ist : 

ot 

3) 

%xi    ,  nx  ^     .         2%nt   .  "inx  ,     .         Z%nt   .  Znx  , 
fi=sA.  cos  — ;—  8tn—r+A^  cos  —-—  stn  -- — J-  A^  cos — r —  stn  --—  +  . . . 
n  n  na  n  h 

wobei  die  Coefficienten  A  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen  sind : 


4)  ^«  =  /  9  W  9in  ^^ .  de, 


h 
0 

in  welcher  ^^  =:  97  {x)  die  Anfangslage  der  Saite  {t  =  O)  bedeutet.    Ist  die 

Saite  anfänglich  in  der  Entfernung  a  von  dem  einen  Endpunkte  um  die 

Strecke  r  seitwärts  abgelenkt  worden,   so  ist  es  nahezu  richtig,  sich  die-^ 
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selbe  zur  Zeit  /=^0  ans   zwei  Geraden  (s.  Figur)    znsammeDgesetBt  zu 
denken,  von  denen  die  eine  durch  die  Gleichung: 

die  andere  durch  die  Gleichung : 

ausgedrückt  ist.     Die  Gleichung  ^0^=3  ^(ar)  ist  somit  ans  zwei  Addenden 
X{x)  und  tlf(oc)  zusammengesetzt,   von  denen  erstere  Function  zwischen 
o;  £=  0  und  or  =  a ,  letztere  zwischen  ar  =  a  und  x^=^h  gilt  und  von  Null 
verschiedene  Werthe  erhalten  soll«     Demnach  ist: 
a  h 

A         ^    r^  i^    '    ^^^^^    .     2    /•  Ä  — -^    .   nn^  ^^ 
hj    a  h  hj     h--a  h 

0  a 

a  h 

haj  h  h — aj  h 


a 


Durch  die  Substitution  -^  =  %  kommt  man  auf  die  Integralformen 

jsinxdx  und   jtsintdx,    nach  deren  Auswerthung  man  in  dem  gege- 
benen Falle  erhält: 

K\  j  2rÄ*  .  nna 

a(Ä  —  a)n*n*  h 

Die  Ausbiegung  der  Saite  wird  nun  durch  folgende  Reihe  dargestellt: 


fix  2rÄ"        fl     .  na        %nt    ,  nx  ^    \ 


2na        2xn(   ,  Itnx 

— r—  cos  — 7 —  9m  — -— 

h  n  n 


.    1     .  Sna        ZxfrJ   .  ^7tx 


3«  Ä  Ä  Ä 

Die  im  Eingange  dieser  Zeilen  hervorgehobene  Erfahrung,  dass  der 
Klang  einer  Saite  verschieden  ist,  je  nachdem  dieselbe  an  dem  einen  oder 
anderen  ihrer  Punkte  gezupft  wird,  ist  nun  von  Brandt  als  Beleg  für  die 
von  Ohm  gegen  Seebeck  vertheidigte  Ansicht  benutzt  worden,  dass 
jedem  Gliede  einer  nach  der  Fourier'schen  Reihe  zerlegten  periodischen 
Bewegung  ein  einzelner  Ton  entspreche.  Allgemein  ist  bekanntlich  die 
Annahme,  dass  das  Ohr  im  Stande  sei,  eine  periodische  Bewegung  in 
ihre  isochronen  Theilbewegungen  zu  zerlegen.  Wenn  nun  zugegeben  wird, 

dass  das  Glied  der  Reihe,  welches  cos  — - —  enthält,  für  sich  allein  einen 


Digitizedby  VjOOQi^ 


Kleinere  Mittheilangen.  127 


Ton  von  der  Schwingnngsmenge  —  geben  würde,  so  sieht  man  nicht  ein, 

wie  sich  die  Wirkung  von  mehreren  Gliedern  anders  als  durch  Intensitäts- 
▼erhältnisse  von  einem  Intervall  oder  Accord  unterscheiden  sollen,  wie 
Herr  Brandt  sehr  richtig  bemerkt.  Seebeck^s  Einwürfe  beziehen  sich 
faaiiptsftchlich  auf  Fftlle,  in  denen  er  die  einzelnen  Töne,  die  den  Olie* 
dem  der  Reihe  entsprechen ,  sehr  schwach  oder  gar  nicht  hörte  und  in 
denen  er  glaubte  ,-dass  die  höheren  Glieder  (Töne)  nur  den  Grundton  ver- 
stärken, mit  dem  sie  allerdings  gleiche  Periodicität  besitzen«  Braüdt  ist 
es  nun  gelungen ,  an  einer  Saite  manche  Obertöne  besonders  stark  heraus- 
sahören,  oder  dieselben  ganz  zu  unterdrücken,  je  nachdem  die  Saite  an 
verschiedenen  Stellen  gezupft  wurde.  Diese  Fähigkeit  seines  Gehöres, 
sollte  sie  eine  allgemeine  sein^  spricht  allerdings  für  die  (jetzt  wohl  allge- 
mein angenommene)  Hypothese  von  Ohm.  Die  oben  mitgetheilte  Kech- 
nang  soll  nur  die  einzelnen  Fälle  erklären ,  unter  denen  namentlich  die- 
jenigen charakteristisch  sind ,  bei  denen  Obertöne  ausfallen.  Wird  die 
J3aite  an  einem  Punkte  gezupft,  der  sie  in  irrationalem  Verhältnisse  theilt, 
so  giebt  sie  eine  Reihe  von  Tönen,  deren  Schwingnngsmengen  sich  wie 
die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  zu  einander  verhalten.  Die  höheren 
Obertöne  werden  nicht  mehr  gehört,  weil  ihre  Intensität,  die  dem  Aus- 
druck ^«5)  proportional  ist,  mit  wachsendem  n  sehr  rasch  abnimmt.  Wird 
die  Saite  in  der  Mitte  gezupft,  so  bemerkt  man  einen  hohlen  Klang  des 
Tones  und  das  Fehlen  der  Obertöne,  die  2,  4,  6,  8  etc.  Mal  so  viel 
Schwingungen  machen  als  der  Gmndton ;  dies  erklärt  sich  dadurch ,  dass 

sin  —7—  =  sin  —  wird  und  daher  für  ein  gerades  n  den  Werth  Null  an- 
h  2 

nimmt.     Um  den  Versuch  anzustellen,  soll  man  nach  Brandt  nach  dem 

Anschlagen  der  Saite  dieselbe  an  einem  Schwingungsknoten  berühren,  der 

dem  zu  beobachtenden  Oberton  angehört.    Dadurch  tritt  er  allein  hervor 

und  wird  dann   auch   leicht   ohne    Berührung  des   Schwingungsknotens 

gehört. 

Der  Unterschied  im  Klange  rührt  von  der  verschiedenen  Beimischung 

höherer  Töne  (im  Sinne  Ohm^s)  zum  Grundtone  her.     Der  grelle  Klang 

einer  dicht  an  der  Befestigungsstelle  gezupften  Saite  wird  von  Brandt 

durch  das  stärkere  Auftreten  der  Obertöne  erklärt.  Dies  stimmt  mit  No.  6) 

vollkommen  überein ,  denn  ist  --  klein«  so  fallen  erst  die  entfernteren  Ober- 

n 

töne  weg.  Dr.  Kahl. 


TL  Bedenken  A.  ▼.  Baumgartner's  gegen  das  Wärmeäquivalent 
A  =  423,55  Kilogrammeter  von  Joule  (Ueber  den  Grund  der  scheinbaren 
Abweichung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes  bei  verschiedenen 
Gasen,  von  Freiherrn  Andreas  v.  Baumgartner,  mathematisch- naturwissen-^ 
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schaftliche  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften ,  Bd.  38. 
8.  379). 

V.  Baumgartner  geht  von  der  Ableitung  des  Arbeitsfiqnivalentes  der 
Wärme  aus ,  welche  durch  die  Verbindung  von  Grössen  geschehen  kann, 
die  zu  anderen  Zwecken  für  Gase  mit  der  grössten  Genauigkeit  bestimmt 
worden  sind.  Die  Berechnung  aus  den  für  0^  C.  bestimmten  Constaaten 
eines  Gases  ergiebt  bekanntlich  für  das  Arbeitsfiquivalent  der  Wärme : 

pa      1      __P«        ^ 

S  Cj — c        s  (Je — l)c, ' 
wobei  p  den  der  Spannung  des  Gases  entgegengesetzten  und  ihr  gleichen 
Druck  auf  die  Einheit  der   Oberfläche  bedeutet,    a   der    Ausdehnungs- 
coefflcient  bei  der  Erwärmung  von  0^  C. ,  s  das  specifische  Gewicht  des 
Gases ,  C|  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck ,  c  die  l^ei  constan- 


tem  Volumen ,   A:  =  —  ist, 
c 


Die  Bestimmungen  sind  nur  für  wenige  Gase 


ausgeführt  worden,  die  meist  von  Regnaalt  erhaltenen  Werthe  sind 
folgende : 


Käme  des  Oases. 


Atmosphärische  Luft . 
Wasserstoffgas   .... 

Stickgas 

Kohlenoxydgas  .... 

Kohlensäure 

Stlckoxydnl 

Cyangas  ........ 

Schweflige  Säure  .  .  . 


0,003665 

0,0036612 

0,003068 

0,0036688 

0,0037099 

0,0037195 

0,0038767 

0,0039028 


1,2932 
0,0896 
1,2561 
1,2510 
1,9774 
1,9747 
2,3355 
2,8683 


0,2377 
3,4046 
0,2440 
0,2479 
0,2164 
0,2238 
0,4057 
0,4607 


1,4096 
1,4104 
1,4096 
1,4090 
1,2791 
1,2700 
1,2062 
1,2624 


wobei  die  Werthe  von  k  aus  den  besten  Bestimmungen  der  Schallge- 
schwindigkeit und  Kegnault*s  Bestimmung  der  Dichte  des  Quecksilbers 
zur  Luft  berechnet  sind.  v.  Baumgai-tner  erhält  nun  mit  Hilfe  der  Werthe 
in  obiger  Tabelle  für  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärme : 

1.  für  atmosphärische  Luft  .  .  423,79 

2.  „    Wasserstoffgas 426,49 

3.  „    Stickgas 424,99 

4.  „    Kohlenoxyd 420,30 

5.  „   Kohlensäure 410,74 

6.  „    Stiokoxydul 408,89 

7.  „    Cyangas 249,66 

8.  „    schwefligsaures  Gas    .  .  150,05 

Die  grosse  Abweichung  vom  Aequivalent  423,55  erklärt  nun  v.  Baum- 
gartner durch  theilweise  Verwendung  der  Wärme  zu  innerer  Arbeit. 
Da  nun  unter  den  permanenten  Gasen  Wasserstoff  beim  Comprimiren 
(Mariotte's  Gesetz  und  Compressionswärme)  dem  idealen  Gaszustande  sehr 
nahe  kommt ,  näher  als  andere  Gase ,  und  auch  das  grösste  Wärmeäqui- 
valent giebt,  so  wird  es  wahrscheinlich,  dass  die  anderen  permanenten 
Gase  einen  Theil  der  aufgenommenen  Wärme  immer  noch  zu  innerer  Ar- 
beit verbrauchen ,  so  dass  das  bis  jetzt  allgemein  angenommene  Wärme- 
äquivalent 423,55  von  Joule  vielleicht  zu  niedrig  ist.  Dr.  Kahl. 
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VI. 

Ueber   den  IhialisiniiB  in  den  metrischen  Relationen  am 

▼olldttodigen  Viereek  nnd  Vieneit  auf  der  Engel  und 

in  der  Ebene. 

Von   Dr.   Beez, 

Lehrer  an  der  kSaigl.  Bealsehole  la  Plauen  i.  Y. 


Der  Znsaminenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln  an  vollständigen 
Vierecken  und  Vierseiten  ist  meines  Wissens  noch  nicht  einer  eingehenden 
Betrachtnng  nntersogen  worden  and  es  stehen  die  wenigen  bekannten  tri- 
gonometrischen Lehrs&tze  über  die  genannten  Figuren  gänzlich  isolirt  und 
ohne  Zusammenhung  neben  einander.  Namentlich  aber  fehlt  es  durchaus 
an  metrischen  Relationen  über  das  vollständige  Vierseit  auf  der  Kugel  und 
in  der  Ebene,  so  dass  selbst  die  bekannten  Sätze  vom  Kreisviereck  noch 
kein  Analogen  für  das  Kreisvierseit  gefunden  haben.  Es  dürfte  daher 
wohl  nachstehender  Versuch,  die  vorhandenen  Lücken  auszufüllen  und  be- 
reits bekannte  Sätze  mit  neu  aufgefundenen  zu  einem  Ganzen  zusammen- 
zustellen, gerechtfertigt  erscheinen,  zumal  in  den  metrischen  Relationen 
am  Viereck  und  Vierseit  ein  durchgreifender  Dualismus  sich  zu  erkennen 
giebt,  durch  welchen  eine  übersichtliche  Gruppirung  und  leichtd  Auf- 
fassung sämmtlicher  metrischen  Sätze  ermöglicht  wird. 

Für  das  Dreieck  findet  sich  eine  solche  Zusammenstellung  von  dualen 
Sätzen  bereits  in  dem  vorzüglichen  Lehrbuch  der  Trigonometrie  und  Poly- 
gonomctrie  von  Dr.  H.  Tr.  Müller,  8.  194,  202—204,  261  — 2Ö5,  doch  ist,  wie 
mir  scheint ,  an  den  betreffenden  Stellen  der  Begriff  des  Dualismus  etwas 
zu  weit  ausgedehnt  und  es  werden  Gleichungen  als  dual  bezeichnet,  die 
zwar  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  einander  haben,  aber  in  Bezug  auf  die 
genannte  Eigenschaft  einander  nicht  vidlig  decken.  Der  Begriff  des  Dua- 
lismus ,  wie  er  bereits  in  der  Geometrie  der  Lage  ausgebildet  worden  ist, 
erfordert,  dass  man,  um  von  einem  Lehrsatz  zu  dem  ihm  dualen  überzu- 
gehen, nur  Funkte  (Linien)  mit  Linien  (Punkten)  zu  vertauschen  hat,  wäh- 
rend alles  Andere  im  Wesentlichen  unverändert  bleibt.  In  solch  strengem 
Sinne  lässt  sich  aber  der  Dualismus  auch  in  den  metrischen  Eigenschaften, 
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des  sphärischen  Dreiecks  und  Vierecks  durchführen,  wobei  natürlich  statt 
Punkten  die  an  ihnen  liegenden  Winkel  und  statt  Linien  die  Bogen  gross- 
ter  Kreise  zu  setzen  sind.  Weniger  deutlich  zeigt  sich  der  metrische 
Dualismus  bei  den  ebenen  Figuren ,  da  die  Eigenthümlichkeit  derselben, 
eine  constante  Winkelsumme  zu  besitzen,  die  von  der  Grösse  der  Seiten 
ganz  unabhängig  ist,  den  Zusammenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln 
an  vielen  Stellen  gänzlich  aufhebt  und  häufig  nur  noch  goniometrische 
Beziehungen  übrig  lässt.  Doch  auch  in  diesen  Rudimenten  ist  der  Dua- 
lismus aufs  Strengste  nachzuweisen,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  zur  Ge- 
nüge ergeben  wird. 

Bevor  wir  aber  unseren  eigentlichen  Gegenstand,  das  Viereck,  ins 
Auge  fassen,  wollen  wir  zuerst  ^ie  wirklieh  dualen  Beziehungen  des  Drei- 
ecks und  Dreiseits  feststellen. 

Unter  einem  Dreieck  verstehen  wir  ein  System  von  drei  Punkten 
A^By  C  mit  den  drei  Verbindungslinien  dieser  Punkte  ABz=zCy  JC=b^ 
BC=a  und  den  Durchschnitts  winkeln  ftc  =  a,  ac  =  ßy  ab=y;  unter 
einem  Drei  seit  ein  System  von  drei  Linien  Ay  B^  C  mit  ihren  drei  Durch- 
ächnittswinkeln  BC^=:€i,  AC  =  ßy  AB-=^y  und  den  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  ßy^sa,  ay  =  ft,  aß  =  c.  Bemerken  wir  nun  noch,  dass 
wir  als  den  dritten  Winkel  y  nicht  den  innerhalb  des  Dreiecks  liegenden, 
sondern  seinen  Nebenwinkel  ansehen,  so  erhalten  wir  für  das  Dreieck  auf 
der  Kugel  sofort  die  Beziehungen: 

I.  cos  a  ==  cos  b  cos  c  +  «w  b  sin  c  cos  a, 

IL  sin  a  sin  ß  t=s  sin  b  sin  a  y 

IIL  cot  a  sin  6  =  —  cosb  eosy  +  sin  y  cotoy 

denen  als  duale  für  das  Dreiseit  durch  einfache  Buchstabenvertauschuog 
gegenüber  gestellt  werden  können: 

1)  cos  a=^  cos  ß  cosy+  sin  ß  sin  y  cos  a, 

2)  sin  a  sinb^=  sin  ß  sinUy 

3)  cot  a  sin  |5  =  —  cos  ß  cos  c  +  sin  c  cot  a. 

Es  zeigt  sich,  däss  IL  und  2)  sich  selbst  dual  sind,   indem  durch  die 
Buchstabenvertauschung  keine  neue  Gleichung  erzielt  wird.    Von  den  ab- 
geleiten Gleichungen  mögen   nur  die  Neper*schen  Analogien   aufgeführt 
werden.     Für  das  Dreieck  giebt  es  deren  nur  zwei : 
jy  sin  IJa  —  b)  ^tang  iJM  —  ß) 

sin  4  (a  +  6)  tang  \  y      ' 

^  cos^{a  —  b)^tangi{(,  +  ß) 

cos^{a  +  b)  tang^y       ' 

woraus  durch  Vertauschung  die  für  das  Dreiseit  giltigen  abgeleitet  werden  : 
sin^{a—ß)_tangi{a-b) 
sm^{a  +  ß)  tang\c       ' 

g  cosi{a—ß)_tangi{a  +  b) 

cos^{a  +  ß)  tang  ^c 
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Den  Gleichnngen  des  sphärischen  Dreiecks  sind  folgende  für  das  ebene 
analog : 

I.  a*  =  6*  +  c*  —  2Ac  cosa, 

IL  asinß=ib  sinaj 

III.  —  =  —  cosy-f-  sin  Y  coloj 

jy  a—b_tang^{a  —  ß) 

a  +  b  tang^y       ' 

iang^y       ' 
denen  wiedernm  folgende ,  fär  das  ebene  Dreiseit  giltige  als  dual  bezeich- 
net werden  müssen: 

1)  cos  a^=cos  ß  cos  y  +  sinß  sin  y , 

2)  sinQ,b:=iSinß.aj 

f  c 

3)  cot  a  sinßz=i  —  cos  ß  -{ , 

sin^(a — ß) a  —  b 

shTl^a  +  ß)  ~     c     ' 

.  cos\{a—ß)  _  0  -M 

^  cos^{a  +  ß)       ""c     • 

Gehen  wir  nnn  zn  nnserem  eigentlichen  Thema,  der  Znsammen- 
stellang  derjenigen  Sätze  vom  vollständigen  Viereck  nnd  Vierseit,  über, 
in  welchen  Dnalität  sich  nachweisen  lässt,  so  ist  bei  der  geringen  Zahl 
Ton  dahin  einschlagenden  Lehrsätzen  es  dnrchans  nicht  möglich,  auch  nnr 
im  Entferntesten  einen  solchen  an  begrttnden  y  wenn  man  nicht  zunächst 
,  die  Zahl  der  Eelationen  vermehrt ,  welche  zwischen  Seiten  nnd  Winkeln 
an  genannten  Figuren  stattfinden.  Aber  in  dieser  Beziehung  leitet  das 
Princip  des  Dualismus  gewissermaassen  von  selbst  auf  die  Erfindung  neuer 
Sätze  y  und  da  zwischen  ebenen  und  sphärischen  Figuren  ein  solcher  Zu- 
sammenhang ezistirt,  dass  in  den  Eigenschaften  der  ersteren  die  der  letz- 
teren wenigstens  angedeutet  liegen,  dagegen  ans  den  Formeln  der  Sphärik 
die  der  Planimetrie  ohne  Mühe  und  mit  vollkommener  Sicherheit  ent- 
wickelt werden  können ,  so  ftthrt  jeder  Satz  vom  Viereck  oder  Vierseit, 
mag  er  nnn  der  ^ene  oder  den^Kugel  angehören ,  noch  auf  drei  andere, 
nämlich  auf  den  ihm  dualen  unä  auf  die  beiden  ihnen  analogen  auf  der 
Kugel  oder  in  der  Ebene.  So  hat  z.  B.  der  Ftolemäische  Satz  vom  Kreis- 
▼iereck  in  der  Ebene  seinen  ihm  dualen  ebenfalls  in  der  Ebene,  jeder  von 
beiden  aber  wiederum  seinen  analogen  auf  der  Kugel.  Ebenso  entspricht 
dem  Ganss^schen  Satz  vom  sphärischen  Viereck  {s.  disquisiiumes  generales 
circa  superficies  curvaSy  (heor.  6),  den  ich,  wenn  auch  anders  formulirt , ' an 
die  Spitze  der  nachfolgenden  Reihe  von  Sätzen  gestellt  habe,  zunächst 
ein  dualer  für  das  sphärische  Vierseit ,  und  beiden  können  wiederum  zwei 


analoge  für  das  ebene 


Viereck  und  Vierseit  gegenüber  gestelU  we|^^.^g|^ 
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Erklärungen.  Ein  vollständiges  Viereck  ist  ein  System  von  vier 
Punkten  A^  B^C^  D  mit  ihren  sechs  Verbindungslinien  AB:=^a^  CD:s=ai^ 
BC=b^  AD=ih^^  ACssssc^  BD  =  c^^  von  denen  je  zwei  nicht  in  einer 
Ecke  zusammenstossende ,  wie  a  und  ^i ,  b  und  h^ ,  c  und  C| ,  Gegenseiten 
heissen  mögen.    Als  metrische  Bestimmungsstücke  sind  anzusehen : 

1.  die  Längen  der  Verbindungslinien  selbst; 

2.  die  von  ihnen  gebildeten  Durchschnittswinkel  aa^^  hh^  etc. 

Ein  vollständiges  Vierseit  dagegen  ist  ein  System  von  vier  Linien 
AB^  BCy  CD,  DA  mit  ihren  sechs  Durchschnitts  winkeln  BAD=ay  BCD=^a^y 
ABC=:ß,  ADC=ßi,  AED^=zYy  AFB:==zy^,  von  denen  je  zwei  nicht  auf 
einer  Linie  liegenden ,  wie  a  und  a^ ,  ß  und  ß^ ,  y  und  y, ,  Gegenwinkel 
heissen  mög^n.    Als  metrische  Bestimmungsstücke  sind : 

1.  die  Grössen  der  Durchschnittswinkel  selbst  und 

2.  die  Verbindungslinien  ihrer  Scheitel  aa^  ßßt  etc. 
anzusehen. 

Lehrsatz  la.  In  jedem  sphärischen  Viereck*)  ist  das  Product  der 
Cosinus  eines  Paares  Gegenseiten  vermindert  um  das  Product  der  Cosinus 
eines  anderen  Paares  gleich  dem  Product  der  Sinus  des  dritten  Paares  in 
den  Cosinus  ihres  Durchschnittswinkels. 

cos  a  cos  üi  —  cos  b  cos  h^  =a  sin  c  sin  C|  cos  c  c^ , 
cos  b  cos  6|  —  cos  c  cos  Ci  ^=s  sin  a  sin  ai  cos  aa^ , 
cos  c  cos  Ot  —  cos  a  cos  Ci  =  sin  b  sin  b^  cos  b  6j. 
Beweis.     Bezeichnen  wir  den  Durchschnitt  von  a  und  aj  mit  E^  von 
b  und  6i  mit  J^,  von  c  und  C|  mit  G  und  fassen  wir  die  Winkel  bei  ^,  F 
und  G  in  dem  Sinne ,  dass  nicht  zwei  derselben  Gegenwinkel  in  den  Vier- 
ecken AEDG  und  AFBG  sind,  oder  sei  aa,  ssAED,  bb^  =  180*  —  AFB^ 
cci^^  BG  Ay  so  ist  in  den  Dreiecken 

ABG,  CGD,  BGC  und  AGB 

icos  a  =  cos  AG  cos  BG  +  sin  AG  sin  BG  cos  cc^ , 
cosa^  =  cos  CG  cos  DG  +  sin  CG  sin  DG  cos  cci , 
cosb  z=icos  BG  cos  CG  +  sinBG  sinCG  coscc^y 
cosbi  =  cosAG  cos  DG  +  sin  AG  sin  DG  coscCf, 
woraus  sich  ergiebt: 

cos  a  cosa^  —  cos  b  cos 6,  =  sin  {AG^CG)  sin  {BG^D G)  cos  cc, , 

=  sin  c  sin  c,  cos  cci« 
Aus  den  Dreiecken 

BEC,  AED,  AEC  und  BED 
(cosb=^  cos  BE  cos  CE  +  sin  BE  sin  CE  cos  aa^ , 
^.  1  cosb^  =  cosAE  cos  DE -^^  sin  AE  sin  D E  cos  aa^ , 

•    ^  j  CO*  c  =  cos  AE  cos  CE  +  sin  AE  sin  CE  cos  a a^ , 

f  cos  Ci=^cos  BE  cos  DE  ^i-  sin  BE  sin  DE  cosaa^. 


*)  Es  soll  von  nun  an  statt  vollständiges  Viereck  oder  Vierseit  nur  Viereck 
oder  Vierseit  überhanpt  gesagt  werden.  C^  r^r^r^\r> 
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folglich: 

cos  b  cos  61  —  cos c  cos  Ci=sin{BE  —  AE!)  sin  {CE  —  DE)  cos  aa^^ 
=:zsma  sin  «i  cos  a a^. 
Aus  den  Dreiecken  CAF,  DBF,  ABF  und  CDF  findet  sich  endlich: 
/  CO«  c  =  COS  CF  cos  AF^-  sin  CF  sin  AF  cosbb^, 
1  cos  c,  =  cosDF  cos  B  F^^  sin  D  F  sin  BFcosbb^, 
^  )  cos  a  z=:i  cos  AF  cos  B F —  sin  AF  sin  BFcosbb^, 

l  cosa^  =  cos  CF  cos  BF —  sin  CF  sin  DF cosbb^y 
also : 

cos  c  cos  c,  —  cos  a  cos  a^  ==  sin  {CF  —  BF)  sin  {D F —  AF)  cos  b 6, , 
=  sin  b  sin  &,  cos  b  b^. 
Lehrsatz  Ib.  In  jedem  sphärischen  Vierseit  ist  das  Product  aus 
den  Cosinus  eines  Paares  Gegenwinkel,  vermindert  nm  das  Product  der 
Cosinus  eines  anderen  Paares  gleich  dem  negativen  Product  der  Sinus  des 
dritten  Paares  in  den  Cosinus  des  Bogens,  der  die  Gegenecken  des  dritten 
Paares  vorbindet. 

cos  a  cos  tti  —  cos  ß  cos  ßi^i-^siny  sin  y,  cos  y  y, , 
cos  ß  cos  ßi  —  cos  Y  cos  yt  =  —  sin  a  sin  «|  cos  «  »1 , 
cos  y  cos  yj  —  cos  a  cos  «,  =  —  sinß  sin  ß^  cos  ßß^. 
Beweis.     Aus  den  Dreiecken  AFE,  CFEy  DFE^  BFE  ergiebt  sich 
der  Reihe  nach  y  wenn  der  Bogen  EF^=s,  yy^  gesetzt  wird : 

CO«  er  =  —  cos  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  DFE  cosyyx , 
cosux  =  —  cos  CFE  cos  CEF  +  sin  CFE  sin  CEF  cos  yy^ , 

—  cosß=^  cos  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  BFE  cos  yy^ , 

—  cosß^  =  —  cos  BEF  cos P FE  +  sin  BEF  sin  BFE  cos  yy^ , 
woraus  man  findet: 

cosacos  «1  —  cosßcosßi  =—  cos  yy^  sin(CFE—BFE)  sin  {CEF—BEF), 
= —  sin  y  sin  y,  cos  yy^. 

Man  könnte  Ib.  auch  direct  aus  la.  ableiten,  wenn  man  erwägt,  dass 
das  Polarviereck  zum  ursprünglichen  sich  wie  ein  Vierseit  zum  Viereck 
verhält.  Durch  die  bekannten  Substitutionen  in  den  Formeln  des  Vierecks 
wird  man  dann  die  Formeln  für  das  Polarviereck  oder  das  Vierseit  er- 
halten. Zugleich  ist  im  Betreff  des  Sinnes ,  in  welchem  die  Verbindungs- 
bogen  yyi,  oa, ,  ßßi  zu  nehmen  sind,  zu  bemerken,  dass  nicht  zwei  der- 
selben sich  innerhalb  eines  Vierecks  schneiden  dürfen,  dass  also  yyi  =  EF, 
00,  =  ACy  aber  ßßi  =  180®  —  ^  Z>  zu  setzen  ist. 

Lehrsatz  Ic.  In  jedem  Viereck  in  der  Ebene  ist  die  Summe  der 
Quadrate  eines  Paares  Gegenseiten,  vermindert  um  die  Quadrate  eines 
anderen  Paares  gleich  dem  negativen  doppelten  Product  aus  dem  dritten 
Paare  und  dem  Cosinus  ihres  Dürchschnittswinkels. 

fl*  +  V  —  (P*  +  *!*)  == 2CCi  COSCCxy 

b*  +  V  —  (<^*  +  O  =  —  2aai  cosaa^ , 
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Beweis.  Aus  den  Dreiecken  ABG,  CGD,  BGC  und  AGD  er- 
sieht sich : 

c^=AG*  +  BG*  — 2AG.bg  coscc^y 
a^^czriCG^-i-DG*  — 2CG.bg  cos cc^, 
b^  =BG*+CG*+2BG.CGco$  cc, , 
h^^^AG^-^-  BG*^2AG.DGcoscc^, 

folglich  ist: 

(^  +  a,^-{h^  +  h,')  =  —  2coscc,{AG  +  CG)  {BG  +  DG\ 
=  —  2CCi  coscc^.  ' 

Lehrsatz  I(f.     In  jedem  Vierseit  in  der  Ebene  ist  das  Prodnct  aus 
den  Cosinus  zweier  Gegenwinkel  vermindert  um  das  Froduct  zweier  an- 
deren gleich  dem  negativen  Froduct  aus  den  Sinus  des  dritten  Paares. 
co$  o  cos  Oft  —  cos  ß  cos  ßt  =  —  siny  sin  y^ , 
cos  ß  cos  ßi  —  cos  y  cos  yj  =  —  sin  a  sin  «t , 
cos  y  cos  y,  —  cos  a  cos  a,  =  —  sin  ß  sin  |5,. 
Beweis.     Aus  den  Dreiecken  AFE,  CFE,  DFE  und  BFE  folgt: 
cos  a  SS  —  cos  BEF  cos  DFE  +  sin  BEF  sin  DFEy 
cos  Ol  =  —  cos  CFE  cos  CEF  +  sin  CFE  sin  CEF, 

—  cosß  z=i  —  CVS  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  BFE^ 

—  cosßi  =  —  cosDEF  cos  BFE  +  m  DEF  sin  DFE, 
also: 

cos  «  cos a,  —  cos  ß  cos  j?,  =  —  sin  {CFE  —  DFE)  sin  {CEF —  BEF) , 
=  —  sin  y  sin  y^. 

Lehrsatz  IIa.  In  jedem  sphärischen  Viereck  ist  die  Summe  der 
drei  Producte ,  welche  aus  den  Sinus  je  zweier  Gegenseiten  und  dem  Co- 
sinus ihres  Durchschnittswinkels  gebildet  werden ,  gleich  Null. 

sin  a  sin  aj  cos  aoi  +  sin  b  sin  b^  cos  bb^  +  sin  c  sinc^  cos  oci  =  0. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  Addition  der  drei  Gleichungen  in  la. 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  16.,  Ic,  Id.  die  entsprechenden  Sätze: 

Lehrsatz  116.  In  jedem  sphärischen  Vierseit  ist  die  Summe  der 
drei  Producte  aus  den  Sinus  je  zweier  Gegenwinkel  in  den  Cosinus  ihrer 
Verbindungslinien  gleich  Null. 

sin  a  sinoi  cosaui  +  sin  ß  sin  ft  cos  ßßi  +  sin  y  sin  y,  cos  yyx  =  0. 

Lehrsatz  II e.  In  jedem  ebenen  Viereck  ist  die  Summe  der  drei 
Producte  aus  je  zwei  Gegenseiten  in  den  Cosinus  ihres  Durchschnitts- 
winkels gleich  Null.*) 

aa,  cosaa^  +  ^^i  ^os bb^  +  CC|  cos cc^  =  0. 


*)  Dieser  Satz  g^lt  such  für  das  ränmliclie  Viereck  oder  Tetraeder.  8.  Jacobi's 
Anhänge  zu  v.  S winden,  No.  959,  wenn  man  nur  statt  DnrchBchnittswinkel  zweier 
Gegenseiten  den  Winkel  setzt,  welchen  eine  Seite  mit  einer  sie  schneidenden ,  der 
Gegenseite  parallelen  Geraden  bildet.  /^^^^T^ 
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Lehrsatz  lief.     In  jedem  ebenen  Yierseit  ist  die  Summe  der  drei 
Prodncte  ans  den  Sinns  je  zweier  Gegenwinkel  gleich  Null. 
sin  a  sin  a^  -^  sin  ß  sin  ßt'i-siny  sin  yi  ^  0. 
Lehnsatz  1.    Wenn  in  einem  sphftrischen  Viereck  AB  CD  die  Seite 
AB=^a^  CJ)  =  aiy   BC  =  b^  ADssib^  und  der  Unterschied  der  Gegen* 
winkelsummen  {A  +  C)  —  {B  +  D)=^J  gegeben  sind,  so  lässt  sich  stets 
.  ein    zweites  Viereck  A*  S  C  D'  construiren,    welches    dieselben    Seiten 
A' B'  ^=^0^  C*  D'  =  a^^  B^C'  ^^b^  A'  B'  ^sibx   aber  den  entgegengesetzten 
Unterschied  der  Gegenwinkelsummen  besitzt,  nämlich  {A'+C) — (ß'+/>') 
=  — zl. 

Beweis.  Man  denke  sich  die  vier  Seiten  a,  a, ,  6,  6|  am  die  Punkte 
A^^B^  Cj  D  drehbar,  so  wird,  wenn  man  A  und  C  einander  allrnfthUg  nähert, 
wodurch  B  und  i>  sich  von  einander  entfernen,  die  Winkelsumme  A+C 
sich  vergrössern ,  ^  +  j!>  dagegen  kleiner  werden.  Das  Umgekehrte  wird 
eintreten,  wenn  man  A  und  C  von  einander  entfernt,  wodurch  B  und  D 
sich  nähern.  Man  hat  es  nun  offenbar  in  der  Gewalt,  diese  Verschiebung  in 
dem  einen  oder  dem  anderen  Sinne,  je  nachdem  anfänglich  {A+Ü^^^B+B) 
war,  so  lange  fortzusetzen,  bis  {A  +  C)  —  [B  +  B)^^0  ist  und  darüber 
hinaus,  bis  {B' +  B')  ^  {A' +  C)  denselben  Werth  J  hat,  wie  vorher 
{A  +  C)  —  (B  +  B).  Zwei  derartige  Vierecke  wie  ABCB  und  Ä  B' C  D' 
mögen  augeordnete  heissen,  während  das  zwischen  ihnen  liegende,  für 
welches  die  Gleichung  A+C^='B  +  B  stattfindet,  das  sphärische  Sehnen- 
viereck ist.  Nennt  mati  bei  derselben  Bezeichnung ,  wie  bisher ,  das  dritte 
Paar  Gegenseiten  in  dem  Viereck  A  B  CD^  c  und  c^ ,  in  dem  zugeordneten 
Viereck  A' B' C' B  aber  c  und  C|,  so. finden  zwischen  den  Grössen  a,  ap 
6,  6|  und  c ,  c'i  und  A  folgende  Belationen  statt : 
Lehrsatz  Illa. 

sir^\c  sir^\Cx  =  sif^\c  .  sif^\c^ 

==  »in*4  a  sin* ^01  +  sin* ^  b  sin^^  6, 
+  2  8in^a  sin^Oi  sin^b  sin^b^  cos^J 
und  in  ganz  entsprechender  Weise  für  die  beiden  eingeschlagenen  Vier- 
ecke ACBB,  ADBC  und  den  ihnen  zugeordneten  A'C  D'  B,  A' U  Bl  C\ 
wenn  die  Unterschiede  der  Winkeldifferenzen 

(BAC—BBC)  —  {ACB  —  ABB) 
und 

{CAD  — CBB)  — {AGB  — ABB) 
bezüglich  A  und  J'  gesetzt  werden : 

sin*\b  sin*\b,  =  sin*\b' .  sin*\b\ 

=  sin*  \  a  sin*  1  a|  +  sin*  \  c  sin*  \  Ci  ■ 

—  2sin^a  sin^a^  sin^c  sin^Cx  cos^/f^ 
sin*^a  sin*\a^  =  sin*\a  .  sin*^a\ 

=  sin*^b  sin*^bi  +sin*^c  m'^c, 

—  2sin\bsin\b^  sin\c  sin^Ci  cos^J\ 
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m^c    sin  \ c 
8in\Ci'  sin^c\ 

8in*^a  «m'^ft, +  «n*4^j  8in*\b+28in^a  gin^a^  8in\b  sin^b^  C08\/l 

9in^\a  9if^\b  +  $ni^\a^  «m*|6|+2Wit^a  »in\a^  9m\b  sin^b^  co9\d^ 
9m ^b    sin\b' 
9m\bx'  sin\b\ 

9in^\a  siv?\Ci'\'Sin^\a^  8in*\c^29in\a  9in\a^  9in\c  9ln\c^  co9\^ 
9in^\a  sin^\c'\'9in^\ai  8in^^c^^2sin\a  9m\a^  9m\c  9in\Cx  co9\^^ 
9in\a    9in\d 
8in\ax'  9%n\a\ 

sin^\b  m*iO|-f-«m*^6|  m*^c— 2m^fr  nn |fri  9in\c  9in\cx  co9\/f 

9in*^b  9in^^c+9inF^bi  «m'^^i  —  2«m^6  m^^,  9m\c  m^Cj  co9^^' 
Der  Beweis  der  Formeln  unter  III a.,  jedoch  ohne  Berücksichtigung 
des  zugeordneten  Vierecks,  ist  von  Herrn  Professor  C.  W.  Baur  in  seiner 
schätzenswerthen  Abhandlung  im  Julihefte  von  1801  in  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden,  und  ihm  gebührt,  wie  ich  auch  dankbar  anerkenne,  das 
Verdienst  ,*  die  Formeln  unter  Illa.  zuerst  aufgestellt  zu  haben.  Ich  bin 
auf  die  Sfttze  unter  III  a.  und  IVa.  durch  die  Verallgemeinerung  der  For- 
meln III c.  und  IV c,  die  an  der  betreffenden  Stelle  bewiesen  werden,  ge- 
kommen ,  habe  jedoch  bis  jetzt  noch  keinen  Beweis  für  dieselben  gefun- 
den. Von  ihrer  Richtigkeit  kann  man  sich  indess  durch  Rechnung  über- 
zeugen. 

Mit  Hilfe  des  Polarvierecks  auf  der  Kugel,  welches  zu  dem  ursprüng- 
lichen Viereck  wie  ein  Vierseit  sich  verhalt,  ergeben  sich  folgende,  den 
Sätzen  nia.  und  IVa«  entsprechende  Beziehungen,  in  denen 

«I  «1, /5, /J,,y,  yj 
wie  bisher  die  sechs  Winkel  eines  vollständigen  Vierseits 

Winkelpaare  sind ,  die  bezüglich  den  drei  zugeordneten  Vierseiten  ange- 
hören, endlich: 

9  =IbF—DE)^{I>F^BjE), 
t"  =  {CF—AF)  —  (CF^ÄE) 
gesetzt  worden  sind,    also  bezüglich  die  Unterschiede  der  Gegenseiten- 
summen oder  Differenzen  des  sphärischen  Vierseits  bedeuten. 
Lehrsatz  III6. 

=  co^i  « <?o«*4  «i  +  ^^^ii*  ^^^4  A 

-f-  2eO$\i3tCOs\tii  C08\ß  C09^ßi  C08\s, 

cos* Iß. ro5*4/J,  =co5*4/f  <^o^kß>i 

=  cos^^a  cos^\ai  +  cos*^y  co^^yt 


—  2  cos^a  cos^Oi  cos^y  00^4/1  ^^f^^\        t 
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—  2 cos ^ß  cos \ßi  cos 4y  cos^yi  cos ^ b\ 
Lehrsatz  IV 6. 
cos\y     cos^y 
cos\Yi'cosly\ 

co^^«co^^ft-f  co^|gj  cos^^ß  +  2cos^acos^ai  cos^ßcos^ß^  cos^t 

cos^^a  cos^ Iß  +  co^^Of  co^ ^ßt+2cos^a  cos la^  cos}^ßcos^ßi  cos^b^ 
coslß    cos^ß^ 

COS\ßi'  COS^ß^i 

COS* |ttCOJ*|yi+co5*^gj  CQg* ^y— 2 cos 4 g cos |flft  cos^y  cos^ yt  cos}^b 

cos^  \a  cos^.^y  +  cos^  ^i  co^^yt  —2cos^acos^aiCOS^ycos^yi  cos^s^ 
cos^a    cos^a  * 

cos  ^Oi*  cos  ^Ui 

co^^ßcos^\y^+cos*^ßt  co^^y—Zcos^ß cos^ßi  cos\ycos\yt  cos\8' 

co#"J/Jco^|y+co«*J|5,  co^^y^—2cos\ßcos^ß^cos^ycos^yi  cos^s"' 
Lehnsatz  2.  Wenn  in  einem  ebenen  Viereck  AB  CD  die  Seiten 
AB^^a^  CD=iai^  BC  =  b^  AD^=b^  und  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
A+  C  gegeben  sind ,  so  lässt  sich  stets  ein  zugeordnetes  zweites  Viereck 
A'B'C'B^  construiren,  welches  dieselben  Seiten  A'B'^^Oy  C'I)'=^aiy 
IfC'  =  bj  A'J)'  =  bi  und  dieselbe  Gegenwinkelsumme  nur  in  verkehrter 
Lage  enthält,  so  dass  ^ +/>'  =  ^  +  C  und  folglich  auch  ^  +  C  =  ^  +  /). 
Beweis.  Denkt  man  sich  die  Seiten  a,  Oj ,  6,  b^  des  ebenen  Vierecks 
um  die  Punkte  Ay  By  C^  D  drehbar,  so  wird,  wenn  man  B  und  D  einander 
nfthert,  A  und  C  sich  von  einander  entfernen  oder  umgekehrt  und  die 
Gegenwinkelsumme  A  +  C  zu-  oder  abnehmen,  je  nachdem  B  +  D  ab- 
oder  zunimmt.  Für  den  speciellen  Fall,  dass  die  Gegenwinkelsummen 
gleich  werden,  also  A+C^^B  +  B  =  2R  wird,  erhält  man  das  Kreis- 
viereck.  Nun  kann  man  aber,  vorausgesetzt,  dass  anfänglich  A+C^B+B 
war,  das  Viereck  so  lange  verschieben,  bis  es  in  die  neue  Lage  Ä ß C* B' 
kommt,  in  welcher  ^+C'  =  ^  +  i>,  5'+/>'  =  J+C  wird.  Nennt  man  in 
diesem  Viereck  das  dritte  Paar  Gegenseiten  (die  Diagonalen)  c  und  c'j, 
während  sie  im  ursprünglichen  c  und  q  hiessen,  und  setzt  ^+C —  (^+i>) 
=  J,  also 

^^=^1+^Z:l(^±^=  180'-- (/?  +  !))  oder  ={A^C)  —  \m\ 

80  ist: 

Lehrsatz  IIIc. 

c^C*  =  c'*c  ,*  =  a*ö,«  +  6*6,«  +  2  a«,  bb^  cos  \A 
üud  für  die  beiden  Vierecke  mit  einspringenden  Ecken ,  wenn 
{BAC-'BBC)  —  {A€B'-'ABB)  = //, 
\CAB  —  QBB)  —  \aCB  —  ABB)  =  /i' 
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6«  &,«  =  6'«  ftV  =  a* «,«  +  c*  c,*  —  2  aa^  cc^  cos  ^J, 

Desgleichen  ist: 
Lehrsatz  IVc. 

c_  c_ g*ft|*  +  C|*6*+  2agj  ftftj  cos^J 

Ci  *  c'i       a*  6*  +  Cj*  6,*  +  2  aa^  66,  co«  ^ ^ ' 
6^  h^ ö*c,'  +  a/c* — 2aa^hh^cos\^ 

a    o^ 6*c,*  +  6,*c*  —  266,  cc,  cos\/f' 

«,*«',       6* c"+  6,*  c,' — 2  66,  cc,  cos^J' " 

Beweis  von  Hie.  und  IVc. 

Es  sei  AC^^ai,  BD  =  y,  so  ist  in  den  Dreiecken  ABC  und  AD  C 

cos  B:=: 


COS  D  = 


2ab 


2  0,6, 
Setzt  man  ferner : 

^  =  cos  (F+2>)  =  cos  B  cosD  —  sin  B  sin  D 


und  substituirt  hierin  die  Werthe  von  cos  B^  cosD,  j/l — co^b^  j/l — co^Dy 
so  erhält  man  nach  Uinwegschaffung  der  irrationalen  Grössen 

1) 
(fl'  +  6«— ^)«       (V  +  6,«— ^7  (fl'  +  6«-:c«)Ca,«+6,«--a^)^  , 

4a'"6«  "*■  4öi*6,*  ^  2aa^bb,  ^' 

Auf  ganz    ähnliche  Weise   ergiebt  sich    aus   den   Dreiecken    ABD 

und  BCD 


cos  Az 


2a6,        ' 


cos  C  = 

2  a,  6 

Da  aber: 

cos  {A+C)  —  cos  [360*  —  (^  +  D)]  =  fi, 
so  findet  man  durch  dieselben  Operationen ,  wie  vorher : 

2) 
(g'+^'-y*)'       K+fe'-y')'  (««  +  6,«-^y')(a,«  +  6«— y«)^  , 

4a« 6,*         "^         4a,« 6«  **  2aa,  66,  **  * 

Entwickeln  wir  zunächst  die  zusammengesetzten  Ausdrücke  in  l)  und 
2),  ordnen  1)  nach  der  Hauptgrösse  Xy  2)  nach  y  und  reduciren  beide  Glei- 
chungen auf  Null  f  so  ergiebt  sich : 

0  =  jr*  (a«6«  +  o,«  6,«  —  2  ^aai  66,) 

)     -  2a:«  [a«6«(a.«+6.«)  +  a,«6,«  (a«+  6«)  ^fiaa,  bb,  (a«  +  a,«  +  6«+6,«)] 
^  1     +  a«6«  (a,«  +  6,«)«  +  a,«  6,«*(a«  +  6«)«  —  2  f*  aa,  66,  (a«  +  6«)  (a,«  +  6,«) 
-  4  a«a,«  6«  6,«  (1-fi«). 
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—  «y*  [o*  6,*  («,•  +  ^*)  +  «,'  b*  K  +  ^i*)  —  ^««i  ^^  («•+a,*+6'+*,')l 

Setzen  wir  hierin  zur  Abkürzung : 

ab  +  Oibi  ■=  ^, 

a«  +  a,«  +  6*  +  V=^ 
und 

ABC—{i  +  (i)J)*E  =  S, 

80  ergeben  sich  aus  3)  und  4)  für  d?  und  y  die  einfacheren  Bedingnngs- 
gleichnngen : 

5)  0  =  a^[2?«— 2(l+f*)i>«]  — 2S.T»  +  [^*— 2(l+f*)^T[^*— 2(l+f*)^'L 

6)  0  =  y*[C«--2(l+^)i>«]-.25y»  +  [^«— 2(l+fi)2>*][2?«— 2(l+fi)i>«], 
ans  denen  rr*  und  ^  gefunden  werden : 

_,_g  +  n^«-[^«-2(l  +  ft)i>'][^»-2(l+fi)/>'][C»-2(l+ft)i>«]t 

5  +  K|S«-M«~2(l  +  ft)2>»][^'-20+^)Z>«][C«-2(l+ft)2>»]} 
^  ^""  C't_2(l  +  ^)ö« 

Die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von  x  und  y,  die  hier  allein  in 
Betracht  kommen  können,  reducirt  sich  auf  zwei  für  jede  Grösse,  also  im 
Ganzen  auf  vier.  Nun  kommen  in  beiden  Gleichungen  als  Bestimmungs- 
stücke, sowohl  für  Xy  als  für  y  die  Grössen  a,  »i ,  6,  6i  und  fi,  d.  h.  die  Co- 
sinus der  Gegenwinkelsumme  A+C  oder  B+D  vor.  Aus  vier  Seiten  aber 
nnd  einer  Gegenwinkelsumme  lassen  sich  nach  dem  2.  Lehnsatze  zwei  von 
einander  verschiedene  Vierecke  construiren ,  die  wir  zugeordnete  genannt 
haben.  Die  vier  von  einander  verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Glei- 
chungen 3)  und  4)  stellen  die  vier  von  einander  verschiedenen  Diagonalen 
dieser  beiden  Vierecke  dar,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  zu  bestimmen, 
welche  von  den  Wurzeln  als  zusammengehörige  Diagonalen  eines  und 
desselben  Vierecks  zu  betrachten  sind.  Erwägt  man  zu  dem  Zwecke, 
dass  bei  Verschiebung  des  Vierecks  AB  CD  die  Verlängerung  der  einen 
Diagonale  eine  Verkürzung  der  anderen  nach  sich  zieht,  so  kann  kein 
Zweifel  obwalten,  dass,  wenn  c  und  c,  die  Diago^en  des  ursprünglichen 
c  und  c\  die  Diagonalen  des  zugeordneten  Vierecke  sind ,  ihnen  folgende 
Werthe  zukommen  müssen: 


^*  ~C»— 2(l  +  tt)Z>«'  r-  T 
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,,_    S—j/S*—T 
*    ~'B*'—2(l+(,)Jf" 

'  ~C*— 2(1+1*)  J)»' 
worin : 

T={A*-iH+(L)If][B*-iil+^)D'][C*~2{l  +  ,i)D*] 
gesetzt  worden  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  aber  durch  Hbltiplication : 

9)       <^Ct*= =-''»    '•» 


nnd 


(5*-2(l+^)/)»][C»-2(l+^)Z/']  • 

T.    [C»— 2(1 +,»)/)»]» 


'  1 


worans  folgt: 

c     c'  _C«-2(l  +  ft)2>» 

Bedeutet  ferner  d  den  Unterschied  der  Gegenwinkelsuinmen 
A  +  C—{B  +  D), 
so  ist: 

CO*  ^^  =  —  cos  (J5  +  D)  =  —  fA 
oder 

fi  =  —  cos  ^  ^^, 
Substituirt  man  in  0)  und  10)  statt  fi  den  letztgefnndenen  Werth  nnd 
ersetzt  die  Buchstaben  A^  B^  C,  D  durch  die  oben  augegebenen  Ansdrücke, 
so  erhält  man  die  ersten  Formeln  unter  den  Lehrsätzen  UIc.  und  IVc. 
Die  übrigen  Formeln,  welche  sich  auf  die  Vierecke  mit  einspringenden 
Ecken  ACBD  nnd  ADBC  beziehen,  werden  durch  eine  ähnliche  Ent- 
wickelung  erhalten. 

Lehrsatz  lud.    In  jedem  Vierseit  in  der  Ebene  ist: 

coi  \y .  cos 4/i  =^cos\a  cos  ^a^  +  cos  ^ß  cos  \ß^. 
Beweis.  Bekanntlich  besteht  zwischen  irgend  welchen  drei  Winkeln 
Xf  ify  z  folgende  goniometrische  Beziehung: 

a)   sin  {x  +  y)  sin  (y  +  z)  ==  cos  x  cos  z  —  cos  y  cos  {x  -|-y  +  z). 
Setzt  man  hierin : 

so  ist: 

sinl{a  +  ß)  m  J(ai  +  /5)  =  cos  Ja  cos^a^  —  cos^ß  cos  J (a  +  «j  + /5) 
oder  da  a  +  |3  =  180«;^, ,  «,  +  |3  =  180«— y 

cos  Jy  cos  Jyi  =  cos  ^a  cos  J«!  +  cos  ]^ß  cos  ^ft. 
Lehrsatz  IVd.     Desgleichen: 

cos  ^y  cos  ^a  cos  4ft  +  cos^a^  cos  ^ß 

cos  \yi       cos  5 o  cos  J  |5  +  cos  ^  a,  cos  ^ ßi ' 
Beweis.    Zwischen  den  beliebigen  Winkeln  x^y^  z  existirt  auch  die 
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sin  {x+y) cosy  cosz^-  cos  x  co8{x  +  y  +  z) 

«««(y +«)       cosx  cosy  —  cosz  cos  {x  +  y +  z)^ 
ans  der  man  durch  dieselben  Sabstitationen  wie  im  vorigen  Beweis  zn- 
nächst 

sin  ^{tt  +  ß)  cos  ^ß  cos  \ «^  —  cos\tt  cos  ^{ci+ß+eii) 

sin  J(ai  +  ß)       cos  ^a  cos  ^ß  —  cos  ^or,  cos  ^  {a+ß+a^) 
and  weiter  den  aafgestellten  Satz  enthält. 

Zur  VervollötÄndignng  des  Ganzen  stellen  wir  endlich  noch  die  Lehr- 
sätze vom  Kreisviereck  und  Kreisvierseit  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene 
anter  V.  und  VI.  zusammen ,  die  sich  aus  den  allgemeinen  Sätzen  ohne 
Mühe  ableiten  lassen,  dadurch,  dass  J,  /f,  ^\  s,  /,  s'  Null  werden  lässt, 
wodurch  je  zwei  zugeordnete  Vierecke  oder  Vierseite  in  ein  einziges, 
nämlich  das  Kreisviereck  oder  Kreisvierseit ,  übergehen  und 
a  =«,  b  =0,  c  sss  Cj 
ö'i  =  «1 »  b\  =  ft, ,   c\  =  c, , 

«'  =  «,    ß^=ß^    r=Y, 
«t  =  «1  >  /J"!  =  A I  y'i  =  yi 

wird.  Man  kann  dieselben  jedoch  auch  unabhängig  von  den  allgemeinen 
Formeln  mit  Hilfe  ähnlicher  goniometrischer  Relationen  wie  a)  und  b) 
beweisen,  dadurch,  dass  man  die  sphärischen  oder  ebenen  Radien  nach 
den  Ecken  oder  den  Berührungspunkten  zieht  und  die  Seiten  des  Vierecks 
oder  die  Winkel  des  Vierseits  als  Functionen  des  Radius  und  der  zuge- 
hörigen Mittelpunktswinkel  ausdrückt,  wie  bei  Lehrsatz  Va.  und  Via., 
V6.  und  VI  6.  geschehen  soll. 

Lehrsatz  Ya,    In  jedem  sphärischen  Kreisviereck  ist 
sin  ^c  sin  ^Cfzss  sin  ^a  sin  ^  a,  -|-  sin  |  b  sin  ^  b^ 
and 

Lehrsatz  Via. 

sin  ^c sin  \ a  sin  4 &|  +  sin  \ a^  sin  ^ b 

sin  ^ C|  sin  \a  sin\b  -{' sin  \ aj  sin  \ b^ * 

Beweis.  Zieht  man  vom  Pol  0  des  um  AB  CD  beschriebenen  Kreises 
die  Tier  sphärischen  Radien  OAy  OB,  OC,  OD  und  setzt  Winkel  A0D  =  2x, 
C0i>  =  2y,  B0C=z2Zy  so  ist  A0B  =  Z60^ —  2{x+y  +  z)  und  wenn  ^ 
den  sphärischen  Radius  des  um  AB  CD  beschriebenen  Kreises  bedeutet: 

stn{x  +  y  +  z)=-^, 


stn  z  == 

sin  ^ 


•/IX         **'*  S  ^i 
sin  (x+y)  z=  — :^ — , 
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stn  (f 
Seist  man  diese  Wertbe  in  folgende,  zwischen  den  Winkeln  x^  y^  z 
überhaupt  bestehende  Gleichungen: 

c)    sin  {x  +  y)  sin  {y  +  z)  =  sin  x  sinz  +siny  8in(9+y  +  z)^ 

,.  sin  (x+y) sin  y  sin  z  +  sin  x  sin  {x  +  y  +  z) 

sin  (y  +  z)      sin d?  «in y  +  sin z  sin  {x  +  y  +  z)^ 
so  resnltiren  Va.  und  VI«.  ' 

Lehrsats  Yb»     In  jedem  Kreis vierseit  auf  der  Kugel  ist : 
cos  ly  cos^yi=:  COS  ^a  COS  ^a^  +  cos ^ß  cos^ßi 
und 

Lehrsatz  VI^. 

cos  ^y  cos  ^a  cos  Jj^i  +  cos  ^iXi  cos  ^ß 

cos  ^yi  cos  ^a  cos^ß+  cos  ^Ui  cos  ^ß^  * 
Beweis.  Bedeutet  0  den  Pol  des  in  das  Vierseit  ÄBCD  einge- 
schriebenen Kreises,  so  werden  die  Bogen  OA,  OB,  OCy  ODj  OEj  OF 
die  betreffenden  Winkel  a,  «i,  ßy  ß^y  y^yi  halbiren.  Zieht  man  ferner 
nach  den  Berührungsstellen  1,  2,  3,  4,  die  bezüglich  zwischen  A,  B^  C,  D^  A 
liegen,  die  sphärischen  Radien  Ol,  02,  03,  04  und  setzt  <l02  =  2x, 
<203  =  2y,  304  =  2z,  seist: 

•    /     .       I     \       cosia 
«„(;»+y+,)  =  .^. 

COS  iof, 

siny  = ?-i, 

cos  q 

COS  g 

cos  J/J, 
stnz=: *^, 

COSQ 

,   f     ,  cos\y 

sm{y  +  z  = ^^, 

^  cos  Q 

•/IN        cos  ly^ 
sm{x  +  y)=s ^^. 

^  SOSQ 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Relationen  nnter  c)  und  d)  ein ,  so  er* 
hält  man  Yb.  und  VI  6. 

Für  das  ebene  Kreisyiereck  gelten  ferner : 
Lehrsatz  Vc. 

cc^  =  atf,  +  bbi. 


Lehrsatz  VIc. 


abi  +  a^b 


denen  für  das  ebene  Kreisvierseit  dual  sind: 
Lehrsatz  Yd, 


cos  Jy  cos  Jy,  =  cos  ^a  cos  1»!  +  cos  ^ß  cos  \^  j 
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und 

Lehrsatz  Yld, 

cos  |y  . cos  i a  CO«  ^ ft  +  cos  ^ai  cos  ^ ß 

cos^yi      cos^ci  cos  ^ß  +  cos^at  cos ^ßt' 
Merkwürdig  ist  hierbei,  dass  die  Formeln  für  das  sphärische  und 
ebene  Kreisvierseit  genau  dieselben  sind  und  dass  auch  die  Kelationen  am 
ebenen  Kreisvierseit  sich  von  denen  des  allgemeinen  ebenen  Vier- 
seits  darch  Nichts  unterscheiden. 


VIL 

Fonneln  und  Tafeln  zur  Auflösung  verschiedener  hypso- 
metrischer Aufgaben. 

Von  Prof.  RoGG  zu  Ehingen  a.  D. 


L    lieber  die  Laplaoe-Ohm'sclie  BarometerformeL 

1. 
Es  bezeichne 

^  die  mittlere  Polhöhe  der  beiden  Beobachtungsplätze; 

b'  und  b"  die  beobachteten  Barometerstände  an  der  unteren  und  oberen 
Station ; 

t'  und  t"  die  beiden  Quecksilbertemperaturen ; 

(  und  t"  die  beiden  Lufttemperaturen; 

a  den  Ausdehnungscoefficienten  der  atmosphärischen  Luft  durch  die 
Wärme; 

M  den  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen; 

K  =  6370312*  den  Halbmesser  einer  Kugel,  welche  mit  dem  Erdsphäroid, 
nach  den  von  B  es  sei  aus  den  Breitengradmessungen  abgeleiteten 
Dimensionen,  den  gleichen  Inhalt  und  die  gleiche  Oberfläche  hat; 

Ä'=  18336"  den  von  Ramond  für  das  Niveau  des  Meeres  und  die  geo- 
graphische Breite  45®  angegebenen  Barometercoefficiepten ; 

^^-. ^  ^^eoo TT-  =  1+0,002588.  CO*  2^; 

1  —  0,002588.  cos  2 1^  ^* 

r  =  t^ir.{i+4(r  +  0«l; 

&o  gilt  nach  Laplace  unter 
B'  nnd  B"  die  auf  deö  Gefrierpunkt  reducirten  Barometerhöhen  an  der 
unteren  und  oberen  Station,  r^r\n^n]^ 
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and  unter 

X  den  gesuchten  Höhenunterschied  verstanden, 
die  Gleichung: 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  ^         addirt. 

Nach  Dr.  G.  S.  Ohm  (Grnndzüge  der  Physik,  S.  101)  ist 

2-)  x(i-i-.?D  =  r.zo^^, 

oder,  mittelst  Auflösung  der  Klammer: 

2. 

Zieht  man  die  Ohm'sche  Gleichung  2*)  von  der  Laplace'schen  1*) 

ab,  so  bleibt -^r-; — .     Dieser  Ausdruck  giebt  den  Betrag  der  kleinen  Cor- 

rection  für  die  Luftsäule  x  wegen  Abnahme  der  Intensität  der  Schwere 
von  unten  nach  oben ,  welche  bekanntlich  im  umgekehrten  Verhältniss  des 
Quadrats  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde  stattfindet.  Sie  be- 
ruht also  auf  keinem  falschen  Princip ,  muss  aber  gleichwohl  aus  der  For- 
mel 1^)  entfernt  werden.     Hiermit  hat  es  folgende  Bewandtniss. 

Bezeichnet  man  mit  g  und  g"  die  Intensitäten  der  Schweren  an  der 
unteren  und  oberen  Station,  so  gilt  der  Ausdruck: 

Die  Luftsäule,  welche  der  Quecksilbersäule  des  Barometers  das 
Gleichgewicht  hält,  hat,  was  Dr.  G.  S.  Ohm  (Grundziige  der  Physik, 
S.  183)  zuerst  gezeigt ,  die  Form  eines  abgekürzten  Kegels ,  dessen  Spitze 
im  Mittelpunkt  der  Erde  liegt.  Bezeichnen  wir  daher  mit  f  und  f"  die 
Grössen  der  Querschnitte  dieses  Kegels  in  den  Entfernungen  B[  und 
{J('\-  x)  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  so  gilt  der  Ausdruck: 


lieh 

c) 


folglich  das  Product  aus  den  Gleichungen  a)  und  b) : 

Es  bezeichne  nun  dx  ein  Increment  der  Höhe  o:,  D'  und  D''  die  Dich- 
tigkeiten der  atmosphärischen  Luft  in  den  Entfernungen  ^  und  (R'  +  x) 
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vom  Centrnm  der  Erde ,  G'  und  G'  die  Gewichte  der  Laftsäulchen  dx  .f 
and  dx  .f\  so  gelten  die  Gleicliungen: 

a^dx.f  .g  .D\ 
G^'^dx.r.g'.D", 
folglicli  wegen  c) : 

d)  G'iG^^iyiD". 

Diese  Proportion  seigt,  in  Verbindung  mit  Oleicbnng  c),  unaweideutig 
an ,  dass  die  Correction  für  x  wegen  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Er- 
bebang über  den  Meeresspiegel  darch  die  neae  von  Ohm  nachgewiesene 
Correction  wegen  der  konischen  Form  der  Laflsftale,  welche  der  Queck- 
silbersäale  des  Barometers  das  Oleichgewicht  hält ,  aufgehoben  wird.  Eine 
nothwendige  Folge  hiervon  ist ,  dass  der  Theilsatz 

a^ 

aus  der  Laplace' sehen  Gleichung  1^)  verbannt  werden  muss. 

3. 

Es  unterliegt  also  keinem  Zweifel,  dass  die  Ohm 'sehe  Formel  die 
genauere  ist,  obwohl  der  Unterschied  zwischen  ihr  und  der  Laplace*- 

sehen  (  =  ^  )  nicht  gross  sein  kann;  für  1800  Toisen  z^  B.,  ein  Höhen- 
unterschied, wie  er  nur  in  Hochgebirgen  vorkommt,  beträgt  der  Fehler 
kaum  1  Toise. 

Die  Ohm' sehe  Gleichung  2*): 

oder,  wegen  IC'=  viC{l+at): 

3)  *  =  rir(l  +  «/)(loff^  +  i|^), 

wenn  man  znr  Abkürzung 

setzt,  lässt  sich  leicht  auf  eine  für  die  logarithmische  Berechnung  be- 

X 

queme  Form  bringen.     Denn  unter  allen  Umständen  ist  -=  eine  kleine 

Jn 

Grösse,  also,  da  27!f  <1,  nur  musomehr  — -r- .   Für  die  Berechnung  dieses 

Quotienten  darf  man  daher,  ohne  von  der  Genauigkeit  etwas  aufzuopfern, 
schreiben : 

ß' 

x  =  vK{l  +  al).Log—rj 

folglich : 

2Mx      iM.vK,    .     A    T     ^ 

~^7-  =  — ^, —  O  +  aO-^ö^»^'«  r-  T 
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Setzt  man  daher 

SO  geht  Gleichung  3)  Über  in 

Um  die  in  der  Luft  befindliche  Feuchtigkeit  mit  in  Rechnung  zu  neh- 
men, setzt  Laplace  den  Coefficienten  a  für  die  lOOtheilige  Scale  gleich 
vj^;   für  die  SOtheilige  Scale  ist  folglich  a  =  ,j^.     Für  die  Bestimmung 

2M ,  (vKY 
des  sehr  kleinen  Bruches  — ^^ y-  darf  man ,  ohne  der  Genauigkeit  einen 

R    m  V  A 

merklichen   Eintrag  zuzufügen,   v  =  l   und  -<<  =  Ä'=  18336"   setzen.     Bei 
diesen  Unterstellungen  ergiebt  sich  aber : 

(  1  +       T>       j     )  «  =  0,0050124695, 
oder,  ^fit~\{t'  +  t")  ist: 

[(.t^iÄ-),].,»,.»«««. (,■+,•■). 

Hiernach  geht  Gleichung  4)  über  in 

5)  J?  =  1?  ^  •  { 1  +  0,0025067  .  (r  +/")}.  Xo^  ^77 . 

4. 

Der  Anwendung  dieser  Formel  muss  eine  Reduction  der  beiden  Baro- 
meterstände auf  0®  Temperatur  vorangehen;  oder  es  muss,  was  bequemer 
ist  und  der  Genauigkeit  nicht  schadet,  der  Barometerstand  der  oberen 
Station  auf  die  Temperatur  des  Quecksilbers  an  der  unteren  Station  redu- 
cirt  werden. 

Der  Auedehnungscoefficient  des  Quecksilbers  ist  bekanntlich  für 
jeden  Grad  der  SOtheiligen  Scale  gleich  -^^if.     Man  muss  folglich 

r  mit  6'Yn- 1=1^) 
\  4440  / 

und 

Log  -^77  mit  Log  — 
B  ß 

vertauschen ,  und  dann  geht  Gleichung  5)  über  in 

6)  x=z,vA.  {1+0,0025067  .  (/'  +  Ol  -^og-g. 

5. 

Für  die  Berechnung  terrestrischer  Höhenunterschiede  sind  fünfstellige 
Logarithmen  stets  ausreichend.  Die  Mantissen  derselben  ändern  sich  aber 
von  der  Zahl  4440  an ,  vor  und  rückwärts,  um  10  Einheiten  der  fünften  De- 
cimalbrnchstelle.     Man  darf  daher  schreiben :  r^r\i^n]^ 
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Log  ß  ~  Log  b"+  0,00010  .  (x—x'). 
Und  setzt  man 

Log  h'  —  Log  j3  =  m  , 
Ä.\\  +0,0025067  .  {i'+  /")}  =  ^'. 
80  geht  Gleichnng  6)  in  folgende  über : 

x=:^v.  A\  {Log  b'  —  Log  ß)  =  vA'u 
•der 

7)  Log  X  =s  Log  u  +  Log  A'  +  Log  v , 

wo  Log  A\  mit  dem  Argument  {i'+t")^  aus  Tafel  L  und  Logv^  mit  dem 
Argument  ^ ,  ans  Tafel  IL  entlehnt  werden  kann ,  und  wobei  x  in  Toisen 
gelesen  werden  mu^s. 

Die  Scale  des  Barometers  darf  nach  belie\)igem  Maass  getheilt  sein, 
die  Temperaturen  aber  müssen  in  Graden  der  80theiligen  Scale  angegeben 
werden. 

Ich  will  nun  den  Gebrauch  der  obigen  Formel  7}  durch  ein  Beispiel 
erläutern. 

Nach  den  Beobachtungen,  welche  Alexander  ▼.  Humboldt  an  der 
Oberfl&che  des  Meeres  und  auf  dem  Chimborasso  angestellt  hat,  war: 
h'  «=  337'',79     T  . . .  =  -f  20^,24  R.  /'  =  +  «)^24  R, 

6"=  167,20       x\..^=z^    8,00  i"=—    1,28 

^  =  10  45'       r'-T '=  +  12,24         r  +  C=  +  18,9Ö  ==  +  19». 


Log  6"=  2,22324 
+  122 


Log  ß  =  2,22440 

Log  b'  =  2,52865 

u  =  0,30419 


Log  X  =  3,47905 
X   =3013^,4 

=  18080,4  Par.  Fnss! 
Will  man  nach  der  genauen  Formel  von  Ohm: 


Zogf  .4' =  3,99478 
Log  u  z=i  9,48314 
Log  V   =0,00113 


<.-r.?^=.-.^|;. 


rechnen,  so  entsteht  eine  Arbeit,  welche  im  Vergleich  zur  vorhergehen- 
den sehr  weitläufig  ist.  Ich  beschränke  mich  deshalb  auf  die  Angabe  der 
Hauptmomente. 

Cpl.  Log  (1  —0,0025^  .  cos  2 y)  =  0,0011233 

Log  AT,  d.  i.  Log  18336 =  4,2633046 

Log  (1  +  «0»  ^'  i-  ^^9'  1,0475185  =  0,0201618 

Log  £' =4,2845897 

*>  Jkf 
Log-ff- =3,1348538 


'-g- 


Log^-^^ =7,4192433 

1-^' '.   .  .  .  =0,9073743 
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Tafel  L 

Logarithmus  Ä'  mit  dem  Argument  /'  +  /". 


/'  +  /" 

o^o 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

.0,9 

+  0^ 

3,97457 

468 

479 

490 

501 

512 

523 

533 

543 

554 

1 

566 

577 

588 

599 

609 

620 

631 

642 

653 

664 

2 

675 

686 

697 

708 

719 

730 

740 

751 

762 

773 

3 

783 

794 

805 

815 

826 

837 

848 

859 

870 

880 

4 

890 

901 

911 

922 

933 

944 

954 

965 

970 

987 

5 

998 

009* 

020* 

031* 

042* 

053* 

003*. 

074* 

085* 

095* 

6 

3,98105 

116 

127 

138 

149 

159  N 

169 

180 

191 

202 

7 

213 

224 

234 

245 

255 

206 

276 

287 

297 

308 

8 

319 

830 

341 

351 

362 

873 

383 

393 

404 

415 

9 

426 

437 

447 

458 

468 

479 

489 

500 

510 

521 

10 

632 

543 

553 

564 

574 

585 

595 

606 

610 

027 

11 

638 

649 

P59 

070 

681 

691 

702 

712 

723 

733 

12 

744 

755 

765 

776 

786 

797 

807 

818 

828 

839 

13 

a50 

861 

871 

882 

892 

903 

913 

924 

934 

945 

14 

955 

966 

976 

987 

997 

007* 

018* 

028* 

039« 

049* 

15 

3,99060 

071 

081 

092 

102 

113 

123 

134 

144 

155 

16 

165 

176 

186 

197 

207 

218 

228 

299 

249 

259 

17 

269 

280 

290 

300 

310 

321 

331 

341 

352 

363 

18 

374 

385 

395 

406 

416 

427 

4ä7 

448 

458 

468 

19 

478 

488 

499 

509 

520 

531 

541 

551 

562 

572 

20 

582 

592 

603 

613 

624 

634 

644 

655 

665 

675 

21 

685 

695 

706 

716 

720 

737 

747 

757 

767 

778 

22 

788 

798 

809 

819 

829 

840 

850 

860 

871 

881 

23 

892 

902 

913 

923 

934 

944 

954 

964 

974 

984 

24 

994 

004* 

014* 

024* 

034* 

045* 

055* 

005* 

076* 

087*. 

25 

4,00097 

107 

117 

128 

138 

149 

159 

169 

179 

189 

26 

199 

209 

219 

230 

240 

250 

260 

270 

281 

291 

27 

301 

311 

321 

332 

342 

352' 

302 

372 

383 

303 

!    28 

403 

413 

423 

434 

444 

4.VI 

464 

474 

485 

495 

29 

505 

515 

525 

536 

546 

556 

566 

576 

586 

596 

30 

606 

616 

626 

636 

646 

657 

667 

677 

687 

697 

i   ^^ 

707 

717 

727 

737 

747 

758 

768 

778 

788 

798 

32 

808 

818 

828 

838 

848 

859 

869 

879 

889 

899 

33 

909 

919 

929 

939 

949 

960 

970 

980 

990 

999 

34 

4,01009 

019 

029 

039 

049 

059 

069 

079 

089 

099 

35 

110 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

200 

36 

210 

220 

230 

240 

250 

260 

270 

280 

290 

300 

37 

309 

319 

329 

339 

349 

359 

369 

379 

389 

399 

28 

409 

419 

429 

439 

449 

459 

468 

478 

488 

498 

n9 

508 

518 

528 

538 

548 

558 

567 

577 

587 

597 

40 

607 

617 

627 

637 

647 

656 

066 

676 

686 

696 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Prof.  RoüQ. 


149 


Log.  B'  =  2,5266625 

Log.  B"=  2,2224531 

u  =  0,3042094 

Man  hat  daher  (nach  Ohm) : 

0,0973743  .  x  =  0,3042094 .  K\ 
Hieraas 

jr=5873"%6  =  3013^6, 
ein  Resultat,  von  welchem  das  obige,  nach  der 
abgekürzten  Ohm'schen  Formel  berechnete  nur 
nm  0^,2  abweicht,  eine  Differenz,  welche  bei 
einem  Höhenunterschied  von  mehr  als  18000  Par. 
Fusa  gar  keine  Beachtung  verdient. 

Berechnet  man  die  Höhe  des  Chimborasso 
nach  der  ursprünglichen  Formel  von  Laplace, 
so  kommt: 

5879",13  =  3016V 

Hiervon  ab  (Art.  2) -;=       2,8 


Tafel  n. 

Argument  y\K 


Bleibt  3013,6 
Die  genaue  Ohm'sche  Forraol  gab  3013,6 

Differ.        Ö^ 

Die  von  Ohm  angenommenen  Coefficienten  : 
K=  18316",21  und  a  =  0,003665  (für  die  lOOthei- 
lige  Scale)  beziehen  sich  auf  völlig  trockene 
Luft.  Dies  geht  aber  nur  an,  wenn  man,  wie 
Bessel  es  gethan,  das  Resultat  nach  dem  Stand 
des  Psychrometers  corrigirt.  Lässt  man  aber 
diese  Correction  ausser  Acht  und  rechnet  mit 
den  von  Ohm  angenommenen  Gonstanten,  so 
ergiebt  sich,  wie  Herr  Prof.  Dr.  C.  A.F.  PeterS 
(Astr.  Nachr.  No.  963)  nachgewiesen  hat,  ein  Re- 
sultat, welches  für  grö9sere  Höhenunterschiede 
am  ein  Erhebliches  kleiner  ausfällt,  als  dasjenige,  welches  nach  der 
Laplace* sehen  Barometerformel  herauskommt;  für  den  Chimborasso 
s.  B.  macht  diese  Differenz  —  50  Par.  Fuss. 

Um  das  in  Pariser  Füssen  erhaltene  Resultat  bequem  und  sicher  auf 
Meter,  englische,  Wiener,  oder  preussische  Fusse  zurückzuführen,  kann 
man  sich  Tafel  III.  bedienen. 


^ 

Log.» 

^ 

0« 

+  0,00113 

90 

5 

111 

85 

10 

106 

80 

15 

0,00008 

75 

20 

87 

70 

25 

73 

65 

30 

56 

60 

30 

0,00056 

60 

31 

52 

59 

32 

49 

58 

33 

45 

57 

34 

41 

56 

35 

38 

55 

36 

34 

54 

37 

31 

53 

38 

27 

52 

39 

23 

51 

40 

•20 

50 

41 

16 

49 

42 
43 

0%08 

48 
47 

44 

4 

46 

45 

0,00000 

45 

Lo 

gv  ist  subtrac- 

tiv,  1 

fenn 

*>45^ 

addit 

,iv,  wenn 

-^<45ö. 

1 
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Tafel  KL 

Reduction  der  Pariser  Fusse  auf  Meier,  englische,  Wiener  und 
rheinländische  Fusse. 


A. 

Meter. 

Par.  F. 

Meter 

Par.  F. 

Meter 

Par.  F, 

Meter 

Par.  F. 

Meter 

1 

0,325 

10 

3,248 

100 

32.484 

1000 

324.839 

2 

0,650 

20 

6,497 

200 

64.968 

2000 

649.679 

3 

0.975 

30 

9.745 

300 

97,452 

3000 

974.518 

4 

1,299 

40 

12,994 

400 

129,936 

1000 

1299.358 

5 

1.624 

50 

16,242 

500 

162,420 

5000 

1624,197 

6 

1.949 

60 

10,490 

600 

194.904 

6000 

1949,036 

7 

2,274 

70 

22,739 

700 

227,388 

7000 

2273,876 

8 

2.599 

80 

25,087 

800 

259,872 

8000 

2598,715 

0 

2.924 

90 

29,236 

900 

292,355 

9000 

2923,554 

10 

3.248 

100 

32,484 

1000 

324.839 

10000 

3248,394 

B 

.    Engli 

sehe  I 

"uese. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

1 

1.066 

10 

10.658 

100 

106.577 

1000 

1065,765 

2 

2.132 

20 

21.315 

200 

213,153 

2000 

2131,530 

3 

3,197 

30 

31,973 

300 

319,730 

3000 

3197.295 

4 

0,263 

40 

42,631 

400 

426.306 

4000 

4263,060 

5 

5.329 

50 

53.288 

500 

532,883 

5000 

5328,825 

6 

6.395 

60 

63.946 

600 

639.459 

6000 

6394^90 

7 

7,460 

70 

74,604 

700 

746.036 

7000 

7460,355 

8 

8.526 

80 

85.261 

800 

852.612 

8000 

8526.120 

9 

9,592 

90 

95.919 

900 

959.189 

9000 

9591.885 

10 

10.658 

100 

106,577 

1000 

1005.765 

10000 

10657,650 

C.    Wie 

ner  Fi 

isse. 

Par.  F. 

Wien.F. 

Par.  F. 

Wien.F. 

I*ar.F. 

Wien.  F. 

Par.  F. 

Wien.F. 

1 

1.028 

10 

10,276 

100 

102.761 

1000 

1027,605 

2 

2,055 

20 

20.552 

200 

205.521 

2000 

2055.210 

3 

3,083 

30 

30,828 

300 

308.282 

8000 

3082,815 

4 

4,110 

40 

41.104 

400 

411.042 

4000 

4110,420 

5 

5.138 

50 

51,380 

500 

513,803 

5000 

5138,025 

6 

6,166 

60 

61.656 

600 

616,563 

6000 

6165,630 

7 

7,193 

70 

71.932 

700 

719.324 

7000 

7193,235 

8 

8,221 

80 

82.208 

800 

822.084 

8000 

8220,840 

9 

9,248 

90 

92.484 

900 

924.845 

9000 

9248,445 

10 

10,276 

100 

102,761 

1000 

1027,605 

10000 

10276,050 
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(Zu  Tafel  IIL) 


D 

.    RbeinländischeFusse  (Dänemark  und  Preussen).            1 

Par.F. 

Rh.F. 

Par.F. 

Rh.  F. 

Par.F. 

Eh.  F. 

Par.F. 

Rheinl.  F. 

1 

1.035 

10 

10.350 

100 

103.500 

1000 

1035,003 

2 

2.070 

20 

20.700 

200 

207.001 

2000 

2070,006 

3 

3.105 

30 

31.050 

300 

310.501 

3000 

3105.010 

4 

4.140 

40 

41,400 

400 

414,001 

4000 

4140.013 

5 

5.175 

50 

51.750 

500 

517.502 

5000 

5175.016 

6 

6,210 

60 

62.100 

600 

621.002 

6000' 

6210,019 

7 

7.245 

70 

72.450 

700 

724.502 

7000 

7245,023 

8 

8.280 

80 

82.800 

800 

828,003 

8000 

8280.026 

9 

0.315 

90 

93.150 

000 

931.503 

9000 

9315.029 

10 

10.350 

100 

103,500 

1000 

1035.003 

10000 

10350.032 

n.    Beredmnng  terreitrisolier  Höhenimtertohiode  ans  beobaohteten 

Zeiiitliabft&nden  mit  Eftekaioht  auf  den  Stand  der 

meteorologiiolien  Inttminente. 

6. 

Die  trigonometrische  Bestimmung  des  Höhenunterscliiedes  zweier 
terrestrischer  Punkte  M  und  M'  gründet  sich  zunächst  auf  die  Kenntniss 
der  Entfernung  beider  Punkte  und  der  Zenithdistanz  des  Punktes  M  vom 
Signal  über  M'  oder  umgekehrt.  Ausserdem  müssen  Mittel  vorhanden 
sem,  aus  der  beobachteten  Zenithdistanz  die  wahre  herzuleiten,  d.  h.  die 
Einwirkung  der  irdischen  Strahlenbrechung  aus  dem  Eesultat  schaffen  zu 
können. 

Um  die  Formel  für  diese  Correctiou  darzustellen ,  bezeichne  ich  mit 
^  die  lineare  Länge  des  in  der  geometrischen  Erdoberfläche  liegenden 

Bogens  MM',  die  Toise  als  Einheit  angesehen; 
(p  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsplatzes  M] 
z  die  Zenithdistanz  des  Signals  über  M'  von  M  aus  gesehen; 
dz  die  Grösse  der  terrestrischen  Refraction ; 

0  =  3272077,14  Toisen  die  halbe  grosse  Achse  (Radius  des  Aequators) 
und  5^=3261139,13  Toisen  die  halbe  kleine  Achse  (Umdrehungs- 
achse),  nach  den  von  Bessel  aus  den  Breitengradmessungen  abge- 
leiteten Dimensionen  des  Erdsphäroids ; 

e  =  1  —  "5  die  Excentricität  der  Erzeugungsellipse ; 
Cr 

den  Krümmungshalbmesser  am  Punkt  M  im  Azimuth 

Digitized  by  VjOOQIC 


{l—fsir^tp)^ 
von9b«; 


152   Formeln  and  Tafeln  zur  Auflösung  hypsometrischer  Aufgaben. 


^= ^ —^   den  Krümmungshalbmesser  am  Punkt  M  im  Azi- 

(1— c«mVr 

muth  =0; 

— -=  i(~H )  den  reciproken  Werth  des  Krümmungshalbmessers  R 

am  Punkt  M  im  Azimuth  =  45®; 
C  den  Centriwinkel  des  Bogens  ^'^ 
und  dann  gilt  die  Gleichung: 

für  den  Barometerstand  =337  Pariser  Linien  und  den  Eispunkt.  Für 
jeden  anderen  Barometerstand  b  und  jede  andere  Lufttemperatur  /  (der 
SOtheiligen  Scale)  muss  man  diesen  Ausdruck  nach  Laplace  mit  der 
Formel: 

**       337  / 

vertauschen. 

Es  ist  aber,  in  Secnnden  gelosen: 

folglich,  wenn  man,  um  abzukürzen:  ^ 

R.stni 
und 

213 


setzt : 


12 .  337 


^*  =  *-*ÜF+r*-* 


oder  {Log  v  ^  8,72157  —  10) 

Log  Ji ^Log(e.b. ^j^J  +  Log  N  +  8,72157  —  10, 

wo  Log  N  mit  dem  Argument  q>  aus  Tafel  V.  entlehnt  werden  kann. 

Beispiel   der  Anwendung.     Sei  Xoy -^  =  4,09906 ,  6  =  300  Par. 
Linien,  r^^  10®  R.  und  q>  ^=t  48®,  so  ist  die  Rechnung  wie  folgt: 

Log  9'    .  4  ......  4  .  =4,09966 

Logb ,  .  ,  =  2,47712 

Cpl.  Log.  (213  +  /)....=  7,65170  —  10 

LogN =  8,79945  —  10  (Taf.  V.) 

Logconst =8,72157  —  10 

LogJz =  1,74950 

^2 =56 ',17. 
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7. 

Es  bezeichne  h  die  Meereshöhe  des  Punktes  M  und  h'  die  des  Punk- 
tes Af\  die  Toise  als  Einheit  angenommen,  so  gilt  bekanntlich  die  Olei- 
cbong : 

(l  +      "^    j  2R:h'  —  h  =  cotang  JC:  cotang  {z+Jz  —  ^C) 

oder,  wenn  man  die  sehr  kleine  Orösse  — --  vernachlässigt: 

hl — h  =  2R.  cotang  {z+  Jz  —  J C)  .  Umg  ^C. 
Es  ist  aber  Winkel  C  stets  so  klein,  dass  man,  ohne  von  der  Genauig- 
keit  etwas  Erhebliches   aufopfern   zu  müssen ,  iang  \  C  mit  arc  ^  C  ver- 
tauschen darf;  also : 

h'—h=:RC.  cotang  {z+Jz  —  ^N»). 
Femer  ist,  den  mittleren  Krümmungshalbmesser  als  Einheit  ange- 
nommen: -.^       »    ^ 

folglich: 

Ä'—  Ä  =  O  cotang  («  +  ^iz  —  4  N^). 
Beispiel  der  Anwendung.     Sei  Zo^ ^  ==  4,0906631 ,  fr=:300Par. 
Linien,  /  =  lO*  R.,  9  =  48®  und  «  =  88*  43'  25",  so  ist,  nach  dem  vorher- 
. gehenden  Artikel,  ^z  =  ß6",2  und  die  Rechnung  daher  wie  folgt: 
Loge-    .  =4,09966 
LogN  .  =  8,79945  —  10 
Xo^(iV^)  =  2,89911 

Nd^  =  792",7  =  0«  13'  12",7. 

2  =  88®  43'  25",0 
dz=   0     0  56,2 
88®  44'  21" ,2 
4  iV-^  =   0      6  36,4 
z  +  Jz  —  ^Ne  =88«  3/ 44^8 
Log  cotang  (z  +  dz—\  Nd)  =  8,3789625 

Loge =  4,0996631 

.    LogiK'-h) =2,4786256 

K~h =  301,04  Tois.  =  1806,24  Par.  Fuss. 

„In  den  unteren  Luftschichten,  welche  allein  die  irdische  Strahlen- 
brechung bedingen,  sind  die  periodischen  und  localen  Störungen  des 
Oleichgewichts  der  Atmosphäre  mit  den  klimatischen  Einwirkungen  so 
mannichfaltig  dnrchflochten ,  dass  es  schwerlich  je  gelingen  wird,  aus  den 
blosen  Angaben  der  meteorologischen  Instrumente  den  Werth  der  Strahlen- 
brechung für  jeden  einzelnen  Fall  mit  Zuverlässigkeit  anzugeben/' 

Für  Distanzen  von  weniger  als  10000  7oisen  ist  diese  Unzuverlässig- 
keit  gering,  wächst  aber  rasch  mit  der  Zunahme  von  ^,  nämliclwiahezu 
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Tafel  IV. 

^ 

Enthaltend  die  Werthe  von  Ä  =  »  (—  +  i-j. 

<P 

LogR 

9 

LogR 

9 

LogR 

45«   0' 

6,514821 

50«    0' 

6,515073 

55»    0' 

6,515318 

10 

830 

10 

081 

10 

326 

20 

838 

20 

090 

20 

334 

30 

846 

30 

098 

30 

342 

40 

855 

40 

106 

40 

350 

50 

863 

50 

115 

50 

358 

46"    0' 

872 

51»    0' 

124 

56»    0' 

366 

10 

881 

10 

132 

10 

374 

20 

889 

20 

141 

20 

382 

30 

897 

30 

149 

30 

389 

40 

906 

40 

157 

40 

397 

50 

914 

50 

165 

50 

405 

47°    0' 

922 

52»    0' 

173 

57»    0' 

412 

10 

930 

10 

181 

10 

420 

20 

939 

20 

189 

20 

427 

.   - 

30 

947 

30 

198 

30 

435 

40 

956 

40 

207 

40 

442 

50 

965 

50 

214 

50 

450 

48  <»    0' 

973 

53»    0' 

222 

58»    0' 

459 

10 

981 

10 

230 

10 

467 

20 

990 

20 

238 

20 

474 

30 

998 

30 

246 

30 

482 

40 

6,515007 

40 

254 

40 

489 

50 

015 

50 

262 

50 

497 

49«    0' 

023 

54»    0' 

270 

59»    0' 

504 

10 

031 

10 

278 

10 

511 

20 

040 

20 

286 

20 

519 

30 

048 

30 

294 

30 

526 

40 

056 

40 

302 

40 

534 

50 

065 

50 

310 

50 

541 

50»    0' 

073 

55»    0' 

318 

60»    0' 

548 

im  Yerhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung.  Bei  grossen  Werthen  von 
^  muss  man  daher,  um  der  Gefahr  zu  entgehen,  ein  Resultat  zu  erzielen, 
welches  von  der  Wahrheit  bedeutend  abweicht,  von  verschiedenen  Sta- 
tionen (deren  Meereshöhen  bekannt  sind)  die  Zenithdistanzen  des  zu  be* 
stimmenden  Punktes  beobachten ,  und  hierauf  die  Endresultate  der  Rech- 
nung zu  einem  Mittelwerth  ausgleichen.  —  Ein  hierher  gehäriges  lehr- 
reiches Beispiel  bietet  die  trigonometrische  Bestimmung  der  Höhe  des 
Montblanc  aus  sechs  verschiedenen  Beobachtungsplätzen.  Ich  will  die 
Hauptmomente  dieser  interessanten  Arbeiten  angeben,   zuxor  aber  be- 
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merken,  dass  die  erste  der  folgendeu  Beobachtungen  von  dem  Mailänder 
Astronomen  Dr.  Francesco  Carlini,  die  vier  folgenden  von  Offizieren 
des  österreichischen  General -Qnartiermeisterstab es  in  den  Jahren  1821 
und  1822 ,  die  sechste  aber  von  Offizieren  des  französischen  Ingenieurcorps 
ausgeführt  wurden. 


Beobach- 

Werth 

Entfer- 

Höhe 

Hohen- 

Höhe 

Beobaehtimg»- 
Stationm. 

tete  Zenith- 

der  Cor- 

nung  der 

der 

diflfe- 

des 

distans 

rection 

Station 

Station 

renz 

Mont- 
blanc 

z 

Az 

^ 

h 

Ä'-Ä 

H 

Tolsen 

Toisen 

Toisen 

Toiseo 

1)  Mont  Colombier .  . 

88»5'28",0 

3'  57",2 

44208,6 

737,8 

1722,2 

2460,0 

2)  Mont  Trelod     .  .  . 

87  2633,3 

2  20,2 

27844,7 

1115,7 

1346,8 

2462,5 

3)  Perron  d'Encombres 

88  35  49,4 

2  38,9 

34758,0 

1447,5 

1012,4 

2459,9 

4)  Glacier  d'Ambin   . 

8912  27,8 

2  48,2 

38569,3 

1730,8 

733,1 

2463,9 

5)  Rochemelon  .... 

891658,3 

2  23,9 

36909,9 

1813,3 

645,5 

24&8,8 

6)  Mont  Granier  .  .  . 

882147 

3  29,0 

43036,0 

986,2 

1473,9 

2460,1 

Hiernach  ist  offenbar  die  Höhe  des  Montblanc  im  Mittel:  3460,7 
Toisen  =  14764  Par.  Fuss,  wobei  man  aber  nicht  übersehen  darf,  dass  auf 
dem  Montblanc  kein  Signal  stand ,  also  die  Schneekuppe  anvisirt  werden 
iQUsste,  deren  Dicke  wegen  des  Verdunstens  und  Anschmelzens  des  Schnees 
beständigen  und  gar  nicht  unbeträchtlichen  Schwankungen  unterworfen  ist. 


HL    Bestimmung  der  Weite  des  schembaren  Horizonts. 

8, 
Sei  B  ein  erhöhter  Punkt  der  Erdoberflftche ,  T  ein  Punkt  im  schein- 
baren Horisont  desselben  und  AB^=^a  seine  Meereshöhe,  so  heisst  Bogen 
i^Tdie  Weite  des  scheinbaren  Horizonts  des  Beobachtungsplatzes 
B.  Um  die  Grösse  derselben  zu  finden ,  betrachte  ich  A  T  als  Bogen  eines 
grössten ,  Kreises  auf  einer  Kugel ,  welche  den  mittleren  Krümmungshalb- 
messer R  der  Erdoberfläche  am  Punkt  A     nämlich  — -  =  ^f — | j  j 

Radius  hat. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  und  die  Tangente  BT  gezogen, 
so  ist  in  dem  bei  T  rechtwinkligen  Dreieck,  wegen  CT=^CA^=z  R  und 
C5  =  Ä  +  a ,  offenbar 

TB  __y\{R  +  ay  —  R^\ 


zum 


iang  C  = 


TC 


R 


Hieraus ,  wenn  man  die  sehr  kleine  Grösse  ^  vernachlässigt : 
1)  '        langC==j/(^-£). 
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Tafel  V. 

Enthaltend  die  Werthe  von  iV : 


1 


R  sin  1" 


<p 

LogN 

<P 

LogN 

9 

LogN 

45« 

8,79061 

50  <> 

8,79935 

bh^ 

8,79911 

46 

55 

51 

30 

56 

06 

47 

50 

52 

25 

57 

Ol 

48 

45 

53 

20 

58 

8,79896 

49 

40 

54 

15 

59 

92 

50 

35 

55 

11 

60 

87 

Bezeichnet  man  daher  mit  x  die  lineare  Länge  des  Bogens  A  T,  welcher 
den  Winkel  C  misst,  and  mit  y  die  lineare  Lftnge  des  Seciindenbogens ,  so 
hat  man: 

x  =  C.y 
und 


also: 


oder 


648000  .y  =  nR  Toisen; 


,  6'Ä  =  Ä.C.5i>il 


2)  Log  x=^LogC+  LogR  +  4,685575  —  10, 

wo  Log  R  mit  dem  Argument  97  aus  Tafel  IV.  entlehnt  werden  kann. 

Beispiel  der  Anwendung.  Das  Auge  eines  Beobachters  auf 
einem  Dampfboot  befindet  sich  1,5  Toisen  ttber  dem  Niveau  des  Wassers. 
Was  beträgt  die  Weite  des  Horizonts,  die  Polhöhe  des  Schiffs  zu  55^  an- 
genommen? 

LogC   .  .  =2,294466 
LogR  .  .  =6,615318 
Log  consL  =  4,685575  —  10 
Logx   .  .  =3,495359 
j?  .  .  =  3129  Toisen. 

=  0,8218  geogr.  M. 


9. 

Die  Natur  der  Sache  bringt  es  mit  sich ,  dass  bei  grossen  Distanzen 
die  irdische  Strahlenbrechung  auf  die  Weite  des  scheinbaren  Horizonts 
einen  bedeutenden  Einfluss  ausübt.     Bei  Höhen  vom  ersten  Rang,   d.  h. 


LogR. 

.  =6,515318  (Taf.IV.) 

Log^ 

.  =3,484682 

Log  2  . 

.  =0,301030 

Loga  . 

.  =0,176091 

'3,901803 

Log  tang 

(7=6,9809015 

C=0P3'17" 

=  lor'. 
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bei  Höhen,  wie  sie  im  Alpenland  etc.  vorkommen,  kann  die  Vernach- 
lässigung dieser  Gorrection  einen  Fehler  von  3000  Toisen  nnd  noch  mehr 
zur  Folge  haben. 

Ich  will  den  mittleren  Barometerstand  b  und  die  Lufttemperatur  =  0^ 
als  Fundamentalsustand   der  Atmosphäre  betrachten.      Für  diese  Unter- 
stelluDg  ist  die  Weite  des  Horizonte,  mit  Bücksicht  auf  die  irdische  Strah- 
lenbrechung ,  statt  C  offenbar  (Art.  6) : 
^  b  4044  +  b 

^337    ^*  4044  ' 

und  man  hat  statt  x=  R  .  C .  sm  l"  zu  setzen : 

_    4044  +  6    ^      .     ,, 
4044 
in  Toisen  gelesen ,  oder 

Ä        4044  +  6    ^      .     ., 

X  = . .  C .  stfi  1 

3807,235       4044 

in  geographischen  Meilen  gelesen;  daher: 

3)  Log  X  =  Log  {(4044  +  b).C.  R\  +  7,498064  —  10. 

Beispiel  der  Anwendung.  Die  Kuppe  des  Montblanc  liegt  2400 
Toisen  (=  a)  über  dem  Niveau  des  Meeres  und  die  Polhöhe  desselben  be- 
trügt 45  <*  50^  (=  9>).  Was  den  mittleren  Barometerstand  anbelangt,  so 
darf  dieser  bei  einer  Höhe  von  2400  Toisen  (Tafel  VI.)  zu  192  Par.  Linien 
(^  b)  angenommen  werden.  Man  hat  daher  {  Formel  1)  und  3)  j : 
LogR.  .  .  .  =  6,514863  (T, IV.)  Zo^  (4044+6)  =  3,626050 

LogC  .  .  .  .  t=z  8,902764 
LogR.    .  .  .  =  6,614863  (T.  IV.) 
LogconsU  .  .  =7,498064  —  20 
Loifx  .  .  .  .  =  1,542647 
7,177102  X  =  34,886  geogr.  M. 

Log  tang  C   .  =  8,588501 
C=2°13'14" 
=  7994". 

Der  nächste  Punkt  des  adriattschen  Meeres  ist  weit  mehr  als  35  geo- 
graphische Meilen  vom  Montblanc  entfernt,  kann  also  nicht,  wie  behauptet 
wurde,  von  der  Spitze  des  Montblanc  aus  gesehen  werden. 

IV.  Bettimmiing  der  scheinbaren  Höhe  einer  terrestrischen  Position. 

10, 
Die  scheinbare  Höhe  eines  irdischen  Gegenstandes  B  ist  der  Abstand 
seines  höchsten  Punktes  (in  senkrechter  Richtung)  vom  Horizont  des  Be- 
obacbtungsplatzes  A]  sie  lässt  sich  berechnen,  wenn  man  die  Entfernung 
beider  Punkte  (==:  ^)  und  die  Höhen  (Ji,  h)  derselben  kennt.  Es  sei  näm- 
lich k  die  Meereshöhe  des  Beobachtungsplatzes,  C  ein  P^^]^|eJ6y@^0Ql€ 


,    1 

Log-^- 

.  .  .  =3,485137 

Log^  . 

.  .  .  =0,301030 

Loga  . 

.  .  .  =3,390935 
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baren  Horisont  desselben  und  Ao  seine  Höhe,  sowie  li  die  des  höchsten 
Punktes  von  B^  so  ist  offenbar 

h'  —  h  der  wahre ,  hingegen 
k' —  ^0  ^®f  scheinbare  Höhenunterschied, 
oder  die  Höhe  des  höchsten  Punktes  von  B ,  über  dem  scheinbaren  Hori- 
zont des  Beobachtnngsplatzes  A\  folglich 

Ä'_Äo  =  A'—  A  —  (Äo— A). 
Es  ist  aber  (Art.  6) :  ' 

Äo  —  A  =  d  cotang  (90«  +  ^2:  —  ^ C) 
und  man  sieht,  da  C=iV^,  und  ^  gegeben,  dass  es  blos  auf  die  Berech- 
nung der  Grösse  Jz  ankommt.  Diese  ist  aber,  wie  man  weiss,  vom  Stand 
des  Barometers  und  Thermometers  abhängig ,  und  man  ist  wiederum  ge- 
nöthigt,  Willkür  eintreten  zu  lassen.  Ich  will  mich  an  den  mittleren 
Stand  des  Barometers  am  Beobaehtungsplatze  und  an  die  Lufttemperatur 
=  /  Grad  R.  halten,     ^sdanü  hat  man  (Art  6): 

1)  Jz^=zN  .V  .^  .b.  , ,  . . .  Log  v  =  8,72157 

und 

2)  h'^h.  =  h'  —  h  — Seetang  {W^  + dt  — ^N&). 
Beispiel  der  Anwendung.     Vor  ein  Paar  Jahren  war  in  einer 

Beilage  zur  Augsburger  Allgemeinen  Zeitung  zu  lesen,  dass  auf  dem 
Pfender  bei  Bregenz  der  Monte- Bosa  sichtbar  sei,  eine  Angabe,  welche 
vielfach  bezweifelt  wurde.  Der  Pfender  liegt  544,2  Toisen  über  dem  Meer 
und  seine  Polhöhe  beträgt.  47^  30'.  Der  höchste  Gipfel  des  Monte- Rosa- 
stocks, die  sogenannte.  Parrotspitze ,  liegt  2275,4  Toisen  über  dem  Niveau 
des  Oceans  und  ist  vom  Pfender  um  30,3  geographische  Meilen  entfernt. 
Was  ist  die  Höhe  dieser  Spitze,  den  scheinbaren  Horizont  des  Pfenders 
als  Basis  angenommen? 

Zuerst  muss  mittelst  Formel  1)  der  Werth  von  Jz  berechnet  werden. 
—  Für  die  Höhe  des  Pfenders ,  nämlich  544,2  Toisen ,  ist  der  mittlere  Ba- 
rometerstand (Tafel  VI.)  ft  =  24  Zoll  10  Linien  Pariser  Maass  =  298  Li- 
nien. Setzt  man  nun  /  =  10^  R. ,  so  ist ,  weil  ^  =  30,3  geographische  Mei- 
len beträgt,  die  Bechnung  wie  folgt: 


Log  30,3  ....  =3  1,46144 .  26 

Zo^  3807,235.  .  =  3,58000 .  96 

Logd' =  5,06205 .  22 

LogN =  8,79947       (T.  V.) 

Log  {N.e)  .  .  =3,86152 

Logv =8,72157 

Logb =2,47422 

^^liir*  •  •  -  =7,65170 

Log  dz  ....  =  2,70901 

Jz   .  .  .  .  =512' 


Log  (2V0) =  3,86152 

Logl =  9,69897 

Log  {iN&i =  3,56049 

\Nd^ =  3635"_ 

—  1»0'35" 

+  Jz 8' 32 

+  900    0 


90»+  ^t  —  4  A^  =  89» 7' 57" 

Digitized  by  VjOOQ IC 
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Tafel  VI. 

Enthaltend  die  in  Toisen  ausgedrückten  H9hen,  welche  den  in  Pariser 
Linien  gelesenen  Barometerständen  (B.)  entsprechen. 


B. 

Tois. 

B. 

ToU. 

B. 

Toifl. 

B. 

ToiB. 

B. 

Toia. 

B. 

ToiB. 

338 

0 

310"' 

376 

282'" 

787 

254'" 

1241 

226" 

1748 

199"' 

230r 

337 

13 

309 

390 

281 

802 

283 

1258 

225 

1767 

198 

2323 

336 

26 

308 

404 

280 

818 

252 

1275 

224 

1787 

197 

2345 

335 

39 

307 

418 

279 

833 

251 

1292 

223 

1806 

196 

2367 

334 

52 

306 

432 

278 

849 

250 

1310 

222 

1826 

195 

2389 

333 

65 

305 

446 

277 

864 

249 

1327 

221 

1845 

194 

2411 

332 

78 

304 

460 

276 

880 

248 

1345 

220 

1865 

193 

2434 

331 

91 

303 

475 

275 

896 

247 

1362 

219 

1885 

192 

2456 

330 

104 

302 

480 

274 

912 

246 

1380 

218 

1905 

191 

2479 

329 

117 

301 

503 

273 

-928 

245 

1398 

217 

1925 

190 

2502 

328 

130 

300 

517 

272 

943 

244 

1415 

216 

1945 

189 

2525 

327 

144 

299 

532 

271 

959 

243 

1433 

215 

1965 

188 

2548 

326 

157 

298 

547 

270 

976 

242 

1451 

214 

1985 

187 

2571 

325 

170 

297 

562 

269 

992 

241 

1469 

213 

2005 

186 

2594 

324 

184 

296 

576 

268 

1008 

2^ 

1487 

212 

2026 

185 

2617 

323 

197 

295 

591 

267 

1024 

239 

1505 

211 

2047 

184 

2641 

322 

211 

294 

606 

266 

1040 

238 

1523 

210 

2068 

183 

2665 

321 

224 

293 

620 

265 

1057 

237 

1542 

209 

2088 

182 

2688 

320 

238 

292 

635 

204 

1073 

236 

1560 

208 

2109 

181 

2712 

310 

251 

291 

650 

263 

1000 

235 

1578 

207 

2129 

160 

2736 

318 

265 

290 

665 

202 

1100 

234 

1597 

206 

2151 

179 

2761 

317 

279 

289 

680 

261 

1123 

233 

1616 

205 

2172 

178 

2785 

316 

292 

288 

695 

260 

1139 

232 

1634 

204 

2193 

177 

2809 

315 

300 

287 

710 

250 

1150 

231 

1653 

203 

2214 

176 

2834 

314 

320 

286 

725 

258 

1173 

240 

1672 

202 

2236 

175 

2858 

313 

334 

285 

741 

257 

1190 

229 

1691 

201 

2257 

174 

2884 

312 

348 

284 

756 

256 

1207 

228 

1710 

200 

2279 

173 

2909 

311 

361 

283 

771 

255 

1224 

227 

1729 

Logcoiang{^^  +  Jz  —  ^N^)    .  =8,1801800 
Logd^ =  5,0620522 


Log\».coiang  (Wfi+Jz  —  ^ iVe) t  ==3^2422322_ 
—  l^.cotang  (90»  +  Jz  —  JiV^jj  =  — 1746,8  Tois. 
Y—A  =  + 1731,2     „ 
Ä' — Ä^= —     15,6     ,, 
Für  die  angegebenen  Daten  liegt  also  die  höchste  Spitze  des  Monte- 
Rosastocks  15,6  Toisen,   oder  93,6  Pariser  Fass  unter  dem  scheinbaren 
Horizont  des  Pfenders  bei  Bregenz.  —  Es  liegt  zwar  in  der  Natur  der 
Bache,  dass  jede  Auflösung  einer  solchen  Aufgabe,  falls  nicht  der  Zufall 
8oin  Spiel  treibt,    nur  eine  leidliche  Annäherung   zur  Wahrheit  liefern 
kann.    So  gross  darf  jedoch  die  Differenz  zwischen  dem  genauen  Besult^^[^ 
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und  dem  gefundenen  nicht  angenommen  werden ,  dass  es  zweifelhaft  sein 
könnte ,  ob  auf  dem  Pfender  der  Monte-Kosa  sichtbar  sei  oder  nicht  Denn 
es  ist  nicht  genug,  dass  die  Kuppe  des  Berges  in  den  Horizont  tritt«  es 
mu88,  um  auf  eine  so  grosse  Entfernung  sichtbar  zu  sein,  ein  grosses 
Stück  des  Berges  über  den  Horizont  emporragen. 

11. 

Ist  die  Entfernung  des  Beobachtnngsplatzes  nicht  unmittelbar,  son- 
dern statt  ihr  der  Längenunterscbied  der  Endpunkte  von  ^  =  o»  und  die 
Folhöhe  eines  jeden  ^,  und  tp^  gegeben ,  so  lässt  sich  ^  berechnen. 

Seien  MtMf  die  Endpunkte  von  <&,  so  gilt,  wenn  man  vorder  Hand 
den  Erdkörper  als  eine  Kugel  ansieht,  die  Gleichung: 

cos  Jlf  I M^  =  sin  9| .  sin  9,  -|~  ^^^  9i  •  ^^^  ^  •  ^os  m- 

Es  bezeichne  nun  M^  einen  beliebigen  Punkt  in  demjenigen  grössten 
Kreis  der  Kugel,  von  welchem  JtfiiKf,  ein  Bogen  ist,  und  es  werde  gesetzt: 

^Q^t  =  ^ti         JlfoAfl=P|, 

ausserdem 

1)  tang  lif  ^=^  cos  fp^ .  cos  n^ 
so  ergiebt  sich : 

2)  cos  (»t — r,)  =  sin  ^^ .  sec^  .  sin  (tp,  +  ^). 
Auch  gilt  die  Proportion: 

sin  9),  :  sin  g)^  =  sin  Vf  :  sin  v^ ; 
folglich : 

3)       «,,4,..+.,)=^[(a±»]..»,4K-.,). 

Setzt  man  nun,  um  abzukürzen: 

sinip2 
4)  stnyz=- — -, 

sodann ,  die  geographische  Meile  als  Einheit  angenommen : 

h  ,sin  1" 

~  3807,23463' 

*    stnl 


so  gilt  nach  den  Untersuchungen  von  O.  F.  Thune*),  unter  9^  die  kür- 
zeste Entfernung  der  Punkte  M^  und  M^  verstanden,  die  Gleichung: 


*)  Tentamen  circa  trigonnmelricam  sphaerMicam , 


^«"*%y,ll^t,/Google 
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-=^(v^—v){l  +  B8inY) 

5)  ^  —  Csin*  y  .  sin  (r,  —  v)  •  cos  {vt+v^) 

+  D  cosry .  stn  (», — r,) . , 

cos  Vi 

Log  A  ==  7,6183346  — 10 
Xo^Ä  =  7,52338  — 10 
LogC  =:  3,01390 
LogD  =  2,83718. 
um  den  Gebranch  dieser  Formeln  zu  erläutern,  will  ich  die  Distanz 
Dünkirchen  —  Seebesg  berechnen.     Für   dieses  Exempel  (Astrono- 
mische Nachr.  No.  27)  sind  die  Daten  folgende : 

9,  =  51®    2'  12",7  (Dünkirchen), 
9,  =  50»  56'    6",7  (Seeberg), 
«=  8^21'  19". 

1.     Berechnung  von  ^  und  (9  +  ^)- 

Log  coiang  9,  =  9,9077979 
Log  cos  a.  .  =9,9953658 
Log  fang '^  .  =0,9031637 

^  .  =  38»  39'  52",38 
9^.  =50   51     6,70 
9, +^=89^  35'  59'',0a 

2.  Berechnung  des  Bogens  {v^  —  v^). 

Log  sin  (jipi  +  ^)  =  9,9999894 
Logseciff.  .  .  .  =0,1074507 
Log  sin  (p^  .  .  .  s=a  9,8907287 
Log  cos  (t^,— »1)  =  9,9981688 

Vt—v^  =5*  15'  28",42 
=  18928",42 ; 
ein  Resultat,  welches  die  Weite  der  Distanz  Dünkirchen  —  Seeberg  dar- 
stellen würde,  wenn  die  Erde  eine  Kugel  wäre. . 

3.  Berechnung  des  Bogens  {v^  +  v^) 

Logiang\{y^ — »,)    .  .  =8,6619572 

Log  fang  4(9t  +  9i)  •  •  =  0,0914560 

CpL  Log  tang  \  (9, — 9,)  =  3,0519739 

Logtang\{v^  +  v^).  .  -  =1,8053871 

iiv^+v,).  •  .  =89»    6'  11",48' 

|(r,-.»,).  .  •  =   2   37   44,  21 

v^   .  .  .  =  91*^  43'  55"  ,69 


t;^    .   .   .  =  86    28   27,  27. 


Z«iUchrift  far  Mathematik  a.  Physik.  VII,  3. 
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4.     Berechnung  der  HilfsgrÖBse  y. 

Log  sin  tpi  =  0,8901044 
Log  sin  v^  =  0,099177S 
Log  sin  y  =9,8009271 

y  =s51«4'  9",28. 

5.     Berechnung  der  Distanz  MxM^  =  ^. 

^og  (», — », )     .  =  4,2771 1 

LogB =  7,22235 

Log  sin*  y    .  .  .  =  0,78185 

1,281S1 

10",U 

rj— », 18928,42 

(I.  Theilsatz)    .    18047"  ,53. 

Log  cos  (»,  +  »,)  =  0,00979  (n) 
Log  sin  (»,  — »,)  =  8,06806 
Log  sin*  y   .  .  .  =9,78185 
LogC  /....=  3,01390 

1,75762  («) 

f  (IL  TheiUata)     —57"  ,23. 

Lag  sin  {f^—9^)  s=;?  8^208 

Logeo^y    .  •  .  s»  0,50645 

LogD =2,83781 

Log  tosv^    .  .  .  =t  8,48038  (n) 

CpLLogcosPi  .  ga  1,21115 

1,06787  (ff) 

(HL  Theibatz)    — 12",34. 
Man  hat  daher: 

I.  Theilzatz   •  1804r',53 
(— )   n.         „  .     +57,23 

(— )IIL         „  .     +12,24 


—  =  10017^00 


D 


log-j =  4,2701420 

LogJ Bg  7,6188346 

Log& =1,8074766 

^    s=  78,083  geogr.  M. 

General  ▼.  Mttffling  fand  mit  anderen  Constanten  nnd  mir  nicht 

bekannten  Formehi 70,012  geogr>  M. 

Diffdrenz    0,071  geogr.  M. 
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VIII. 

Ueber  den  Einfluss  der  Rotationen  kugelförmiger  Oe- 
BchoBie  auf  die  Flugbahnen  derielben. 

Von  W.  VON  RoüVROY, 

Königlich  Sächaischer  Generalieatnant. 


Die  ans  den  Botationen  kngelfSSrmiger  Geschosse  entspringenden 
grossen  Yerttndemngen  ihrer '  Fingbahnen  sind  bis  jetzt  wohl  noch  nicht 
genflgend  erklärt,  nnd  man  hat  bei  den  Versuchen  hiersn  zuweilen  selbst 
die  abenteuerlichsten  Voraussetzungen  zu  Hilfe  genommen.  Ein  neuen 
wenig  befriedigender  Versuch ,  welcher  dem  Verfasser  unlängst  zu  Gesicht 
kam,  veranlasste  denselben,  sich  wieder  einmal  mit  diesem  Problem  zu 
beschäftigen,  und  führte  dadurch  zu  der  nachstehenden  Arbeit,  welche 
vielleicht  mehr  Aufklärung  über  jene  eigenthümliche  Erscheinung  geben 
dürfte. 

Eine  Kugel  vom  Halbmesser  r,  deren  Schwerpunkt  der  grösseren  Ein- 
fachheit wegen  mit  ihrem  Mittelpunkt 
if  (Fig.  l)  zusammenfalle,  bewege' 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  der 
Sichtung  MA  und  drehe  sich  zugleich 
um  die  auf  MA  rechtwinklige  Achse 
FG  in  der  aus  Fig.  3  ersichtlichen 
Richtung  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit—:  w  sei  kleiner  als  v.  ausser- 

r  '  ' 

stens  =r.  Mau  betrachte  die  Wir- 
kung der  Luft  gegen  eine  Kugelzone 
BCED^  welche  durch  zwei  auf  der 
Bichtung  MA  rechtwinklige  Kreis- 
flächen begrenzt  wird;  Winkel  .4^^  sei /I,  Winkel  BMl>  =  dß,  mithin 
MMi^=r  cos  ß^  MjB=zr  sinß  und  die  Breite  BJD  der  Zone  =rdß.  In 
dieser  Kugelzone,  welche  Fig.  2  in  der  vorderen  Ansicht  zeigt ,  hebe^^manT 
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zuvörderst  die  Elemente  I,  II,  III  und  IV  hervor,  welche  symmetrisch 
gegen  die  Ebene  liegen,  die  durch  MA  gehend,  auf  der  Ebene  ^üf Brecht- 
winklig  steht.  Es  sei  Winkel  CMjL  =  a^  Winkel  LMfE=  da^  mithin 
die  Fläche  HI  KL  eines  Elementes  =  IK  ,  KL  =  rdß  .  M/B  .  da 
=^r*dßdasin  ß.  Die  Geschwindigkeit  der  Rotation  des  Punktes  L  ergiebt 
sich  aus  Fig.  3,  welche  den  Durchschnitt  NN/  (Fig.  1  und  2)  darstellt.  Eh 
ist  nämlich  in  Fig.  3  MnP  =  MMj  (Fig.  \)=rco$ß,  PL  (wie  in  Fig.  2) 
=  MiC  sin  a=^r  sin  ß  sin  a,  mithin  MjiLz=  }/ r*  cos^  ß  +  r^  sin^  ß  sin^a^  sowie 
di,e  Rotationsgeschwindigkeit  LO=zfü  j/cos^  ß  +  sin^  ß  sin^a.  Diese  Ge- 
schwindigkeit lässt  sich  aber  in  zwei  andere,  nämlich  in  LR ^  parallel  mi- 
der  Richtung  MA  des  Schwerpunktes  (s.  Fig.  l)  und  LS  rechtwinklig  au 

PL 

letzterer  zerlegen.  Hier  kommt  nur  LR  =  -rz — =  .LQz=zw  sin  ß  sin  a  in  Bf 

MjjL 

tracht.  Es  treffen  daher  die  betrachteten  Flächenelemente  gegen  die  vor 
ihnen  befindlichen  Luftschichten: 

I  und  II  mit  der  Geschwindigkeit  v+w  sin  ß  sin  a  =  Vj 
„  v  —  W  sinß  sin  a  =  F//. 

Wie  und  inwieweit  diese  Luftschichten 
hierbei  seitwärts  ausweichen,  lässt  sich  nun 
zwar  mit  Bestimmtheit  nicht  angeben;  denkt 
man  sich  aber  durch  jeden  beliebigen  Punkt 
der  vorderen  halben  Kugelfläche ,  z.  B.  durch 
B  (Fig.  1)  eine  Parallele  B  T  zur  Richtung  des 
Schwerpunktes,  und  durch  diese  Gerade  und 
dem  Halbmesser  MB  der  Kugel  eine  Ebene 
gelegt«  80  wird  man  wenigstens  annäherungs- 
weise annehmen  können,  dass  an  dem  Punkt 
B  die  Luft  in  der  Durchschnittslinie  AB  der 
genannten  Ebene  und  der  BerührungsebenA 
von  B  dem  Stoss  ausweicht,  und  dass  daher  letzterer  nur  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Vi  cos  ß^  respective  Fj/cosß  erfolgt.   Ist  nun  p  das  Gewicht 

der  Kugel,  /  das  Gewicht  der  Raumeinheit  Luft,  -5— =  c,   und  nimmt 

man  diejenige  Kraft ,  welche  der  Kugel  die  Beschleunigung  1  ertheilt,  als 
Einheit  der  Kräfte  an,  so  kann  der  Druck,  welchen  die  unaufhörliche 
Wiederholung  der  obigen  Stösse,  respective  an  den  Elementen  I  und  IV 
erzeugt,  wenigstens  annäherungsweise: 


für  das  Element  I: 


Di=  — F/  co^ß 

2 

=  —  da,dß.  Fy»  cos^ß  sin  ß 
cn  •-        r 


und 
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ffir  das  Element  IV:     Du^=  —  da.dß,  Vjj*  cos^ß  sin  ß 

gesetzt  werden.  *) 

Mit  dem  seitlichen  Ausweichen  der  Luft,  welches  nach  ohiger  An- 
nahme z.  B.  in  B  in  der  Bichtnng^^,  nnd  mit  der  Geschwindigkeit  Vjsinß, 
respective  Vjj  sin  ß  erfolgt,  ist  aber  auch  ein  Widerstand  verbunden,  wie 
schon  die  Verminderung  der  Geschwindigkeit  der  Luft  bei  dem  Durch- 
strömen durch  lange  Röhren  zeigt,  und  vermag  man  auch  diesen  Wider- 
stand ,  welchen  wir  der  Kürze  wegen  als  Reibung  und  für  die  Elemente 
I  und  IV  mit  R/  und  Rjj  bezeichnen  wollen ,  nicht  in  Zahlen  anzugeben, 
80  würde  es  doch  ein  unrichtiges  Bild  der  zu  betrachtenden  Bewegung 
geben,  wenn  dabei  jener  Widerstand  ganz  unbeachtet  bliebe;  denn  man 
würde  dann  die  Drehungsgeschwindigkeit  w  unveränderlich  und  in  Folge 
hiervon  in  dem  Ausdruck  des  Widerstandes  gegen  die  fortgehende  Be- 
wegung ein  coustantes  Glied  erhalten.  Wir  setzen  daher  unter  der  An- 
nahme, dass  €  einen  unbekannten,   aber  conatanten  und  sehr  kleinen 


Bruch  bezeichnet,  analog  mit  dem  obigen: 


Fig.  3. 


X/JB 


Rj=—da.dß.  VjUin'ß, 

CfC 

Äy/=  —  da.dß.  Vjj*  sin^  ß. 
cn 

Betrachtet  man  nun  die  Kräfte  Dj  und 
Dji  näher,  so  ist  sogleich  zu  bemerken) 
dass  dieselben  sämmtlieh  nach  dem  Mittel- 
punkt der  Kugel  gerichtet  sind  und  daher 
weder  Rotationen  erzeugen,  noch  die  schon 
existir^nde  Rotation  verändern  können. 
Dagegen  ist  jede  der  genannten  Kräfte  in  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Composanten  zu  zerlegen,  von  denen  die  6rste  parallel  mit  ^If  ist,  und 
z.B.  am  Flächenelement  I,  die  zweite  die  Richtung  XP/und  die  dritte  die 
Richtung  L  U  hat.  Diese  drei  Seitenkräfte  verhalten  sich  zu  der  zu  zer- 
legenden Kraft  wie  die  drei  Kanten  eines  Parallelepipedums  MMj  =  r  cosß 
(Fig.  1) ,  LP  =  r  sin  ß  sin  a  und  MjP=r  sinß  cos a,  zu  dessen  Diagonale 
LM=r.     Daher  ist 

die  Seitenkraft  in  der  Richtung  AM:  Dj  cosß^ 
„  „-  „     „  „  LP :J)j sinß  Sinti, 

„  „  „     „  „         LÜ:Dj  sinß  cos  a. 

Zerlegt  man  ebenso  die  Kräfte  D-  an  den  anderen  drei  Elementen  und 
combinirt  man  die  Ergebnisse  mit  dem  vorstehenden,  so  zeigt  sich  zuvör- 
derst, dass  die  Kraft  in  der  Richtung  LU  und  die  ihr  respective  entgegen - 


*)  Die  wabrscbeinlich  vor  dem  Korper  eintretende  Verdichtang  der  Luft  dürfte 
diese  Kräfte  Dj  nnd  Dji  nnd  deren  Differenz  noch  etwas  vergrössem ;  allein  dies 
l&sst  Bich  nicht  wohl  in  Rechnung  nehmen.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOqIc 
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gesetzten  und  parallelen  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben.     Dagegen  er- 
hält man  als  Gesammtwirkung  der  vier  Kräfte  D : 
in  der  Richtung  AM  die  Kraft: 
2{Dj-i-Dn)co8ß 

=  —  do dß{Vj*+  Vjj*)  cos'ß sinß 

8 
=  —da  dß  [»«  cos^ß  sinß  +  »« cos'ß  m' J3  m*a], 

C  7t 

in  der  Richtung  LP  (d.  h.  nachderjenigen  Seite,  auf  welcher 
in  der  vorderen  Halbkugel  die  Drehung  nach  rück- 
wärts erfolgt)  die  Kraft: 

2  (/>/ — Dn)  9in ß  sin  a 

z=^  —  dadß{Vi*--V/j*)co^ß8if^ßsina 

CJt 

=  —  dadß{vw  cos*  ß  sin*  ß  sin*  a). 

Die  Kräfte  R/  und  Rji^  welche  in  tangentialen  Richtungen,  z.  B.  im 
Funkte  B  (Fig.  1)  in  der  Richtung  BX^  in  dem  Funkte  L  in  der  Richtung 
LY  wirken,  sind  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Rotation  des  Körpers;  da  aber 
bei  der  Bestimmung  derselben  nicht  die  ganze  Rotationsgeschwindigkeit 
^Q  (Eig.  3)  in  Rechnung  kam,  so  wird  es  angemessener  sein,  den  hemmen- 
den Einfluss  der  Luft  auf  die  Drehungen  der  Kugel  nicht  hier,  sondern 
später  sogleich  im  Ganzen  zu  betrachten.  Dagegen  lassen  sich  die  Kräfte 
Bj  und  Bj/  auf  ähnliche  Weise  in  drei  Seitenkräfte  zerlegen ,  wie  Bj  nnd 
/>//.  Für  die  in  L  thätige  Kraft  Bj  haben  z.  B.  die  drei  Seitenkräfte  die 
Richtungen  LMjjj^AMj  (Fig.  1),  PL  und  ÜL  (Fig.  2),  und  verhalten  sich 
zu  Rj  wie  die  Kanten  JMj  s=5  AL  sin  ß,PL^=r  sin  ßsina  nnd  ÜL^=irsinß  cos  iv, 
eines  Farallelepipedums  zu  dessen  Diagonale  ALz=sAB^=ir  tang ß.  End- 
lich wird  auch  hier  die  in  der  Richtung  ÜL  wirkende  Seitenkraft  durch 
die  in  entgegengesetzter  Richtung  am  Element  II  thätige  Kraft  aufge- 
hoben, so  dass  nur  die  Seitenkräfte : 

in  der  Richtung  AM ^        Bj  sin  ßy 
„     „  „         LPy    —  Bj  cos  ß  sin  a 

zu  berücksichtigen  sind.     Verfährt  man  auf  gleiche  Art  mit  den  Übrigen 
Kräften  B  und  combinirt  man  die  Ergebnisse  wie  oben,  so  findet  sich  als 
Gesammtwirkung  der  Kräfte  B: 
in  der  Richtung  A  M  die  Kraft : 

2{B/  +  Bn)  sinß 

=z—dadß  {Vj*  +  Vjj*)  sin*  ß 
cn 

8c 
=:=•  —  dttdß[v*  sin*  ß  +  w*  sipi*  ß  sin*  a] 
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und  in  der  Richtung  LP  die  Kraft: 

—  2(Ä/ — R/j)eosßsma 

=  — —  da  dß  (Fi«—  Vu*)  sir^ ß  cös ß gin a 

=s dadß{pw  sin*ß  cos  ß  sin* «). 

cts 

Anf  der  Rückseite  der  Kngelflftche  können  natttrlich  nur  tangentiale 
Krftfte  wirken  und  annäherongsweise  kann  man  dieselben  denen  an 
der  vorderen  Halbkugel  gleich  annehmen.  Denkt  man  sich  hierbei  fttr 
einen  Augenblick  die  Flächenelemente  I,  II,  III  und  IV  in  der  hinteren 
Halbkugel ,  so  hat  z.  B.  in  L  die  tangentiale  Kraft  JRj  nicht  mehr  die  Rich- 
tung IF,  sondern  die  Richtung  LA^  und  sie  giebt  daher,  sowie  an  der  vor« 
deren  Kugelhälfte,  wieder  eine  Seitenkraft  Risinß  in  einer  der  Richtung 
von  V  entgegengesetzten  Richtung,  dagegen  aber  die  zweite  Seitenkraft 
Mi  cos ß  sin a  in  der  Richtung  LP,  nicht  wie  vom  negativ,  sondern  positiv. 
Es  heben  sich  mithin  die  an  der  vorderen  und  hinteren  Kngelhälfte  in  der 
genannten  Richtung  LP  wirkenden  Composanten  der  R  auf,  während  in 
der  Richtung  A  M  die  Reibung  der  Luft  an  der  hinteren  Halbkugel  einen 
eben  so  grossen  Widerstand  erzeugt,  wie  an  der  vorderen  Kugelhälfte. 
Far  die  weitere  Untersuchung  find  daher  nur  noch  die  drei  ersten  unter 
den  oben  gefundenen  vier  Mittelkräften  zu  berücksichtigen.  Die  Integra- 
tion der  ffir  dieselben  erhaltenen  Ausdrücke  nach  a  und  zwischen  den 
Grenzen  0  und  ^n  giebt  die  Gesammtwirkung  der  Luft  gegen  die  Kugel- 
zone BCED  (Flg.  1),  sodann  aber  erhält  man  durch  eine  zweite  Integration 
nach  ß  und  zwischen  den  eben  genannten  Grenzen  den  Gesammtwider- 
stand  gegen  die  vordere  Kugelhätfte.  Bei  der  Ausführung  dieser  Rech- 
nungen kommen  die  nachstdienden  Integrale  in  Anwendung: 


f  da  sin*  a  =9  ja 


,    1 — CO*  2«        , 
da =  \n. 


0 

dßsm*ßcosß  =  l, 


J 

0 

/  dß  sin^ß  cos^ß  =s  j  dß  {sin*ß  cosß  —  sin^ß  cosß)  =  j»,, 
0  0 

/  dß  cos^ß  sir^ß  =  I  dß  {cos*ß  sinß  ^coS^ßswiß)  —  ^\ , 
0  0 

yji.     '4a           /   jüfl C0S2ß        1  — 00*451  , 

dßsm^ß=Jdß[—^ ^--J==T^ 


TU«» 
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/ 


dß  sin^ß  =  I  dß  [sin^ß  —  2  sin*ß  cos^ß  +  sin^ß  co^ß] 
0  0 

=  I  dß  [sin*ß  —  I sin*  2ß  +  l sin*2ß  cos2ß]  =  ,*,». 
0 
Mit  Benntzniig  dieser  Formeln  giebt  die  Integration  von  2  {I>i+J>n)  cosß 
nach  a: 

^dß[v*  cos^ ßsinß  +  ln^  co^ ß  sin^ ß] 
c 

und  alsdann  die  Integration  nach  ß : 

Ebenso  erhält  man  durch  Integration  von  4(jß/  +  ^i/)  ^^^ß  (wobei 
also  der  Reibungswiderstand  gegen  die  vordere  und  hintere  Halbkugel  so- 
gleich zusammengefasst  ist)  zanäch9t : 

^^dß[v'sin'ß  +  ^fc*sin'ß] 


c 

und  sodann 


Setzt  man  daher: 


*^'[«''+A«']. 


SO  wird  der  Gesammtwiderstand  der  Luft  gegen  die  fortgehende  Bewegung 
des  Geschosses  in  der  Richtung  MAi 


.  =i[-+*('+ii^)"']- 


Da  aber  e  ein  sehr  kleiner  Bruch ,  und  deshalb  die  mit  n^  multipHcirte 
Parenthese  von  der  Einheit  nur  wenig  verschieden  ist,  endlich  aber  der 
Reibungswiderstand  und  mit  demselben  auch  e  ohnehin  nicht  genau  be- 
stimmt werden  kann,  so  setzen  wir  für  den  Gesammtwiderstand  gegen 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes    anstatt  des  vorstehenden  Ausdrucks 

Die  Integrationen  von  2  (2>/ — Du)  sin  ß  cos  a  geben  endlich  zuerst: 

4 

—  vwdß,  cos^ß  sin^ß 


und  sodann 


8. 
16 


VW. 
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Da  indessen  -Jl-  und  1  + nur  wenig  verschieden  sind ,  so  kann  fcur  wei- 

teren  Vereinfachung  der  Untersnchnng  der  vorstehende  Ausdruck  der  seit- 
lich wirkenden  Kraft  —^^vro  gesetzt  werden.     Liesse  sich  die  Verdichtung 

der  Luft  vor  dem  Oesohoss  und  die  Verschiedenheit  dieser  Verdichtung 
auf  der  vorwärts  und  rückwärts  rotirenden  Seite  der  Kugelfläche  mit  in 
Beehünng  bringen,  so  würde  sich  jener  Seitendruck  noch  wesentlich  grösser 
als  der  oben  gefundene  herausstellen. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  den  hemmenden  Einfluss  des  Seibungs- 
widerstandes  der  Luft  auf  die  Umdrehungen  des  Geschosses  wenigstens 
annäherungsweise  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Behuf  betrachte,  man 
wieder  die  vier  Flächenelemente  I,  11,  III  und  IV,  sehe  dieselben  jedoch 
je  zwei  und  zwei  als  Elemente  einer  anderen  Kngelzone,  z.  B.  No.  I  und 
IV  als  Elemente  der  an  den  Durchschnitt  NNi  anstossenden  Zone  an.  Der 
Halbmesser  der  Kreisfläche  NNj,  nämlich  MjjL  (Fig.  3)  sei  r  sinj,  der  Ab- 
stand dieser  Fläche  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel  also  r  cosj  und  die 
Breite  der  zu  betrachtenden  Zone  rdj\  endlich  sei  der  Winkel  LMuP 
(Fig.  3)  Sy  sowie  -die  Höhe  des  Flächenelementes  =  MuL  *dd  =  rdd  >  sinj 
ond  mithin  der  Inhalt  des  letzteren  f*dj  dd  .  sinj.  Alsdann  ist  die  Dre- 
hungsgeschwindigkeit LQ  des  Punktes  L  (Fig.  3)  tvsinj  und  derjenige 
Theil  der  Geschwindigkeit  v^  welcher  die  Richtung  von  L  Q  besitzt ,  v  sin  d. 
Hieraus  folgen  die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Luft  an  den  re- 
spective  vorwärts  und  rückwärts  rotirenden  Elementen  hinstreicht,  wsinj 
-\-v8ini  und  w  sinj  —  v  sini^  sowie  die  Beibungswiderstände  an  diesen 
Elementen: 

2e 
in  I  und  n   5js=  —  [w  sinj  +  v  sin  d]*  dj  di .  «t»/, 

%§ 

in  ni  und  IV  Sjj  =  —  [w  sinj  —  v  sin  d]'  dj  di  ,  sinj, 
cn 

Die  Momente   dieser  Kräfte   erhält   man   durch  Multiplication   mit 

r  sinj]  nimmt  man  aber  hierbei  als  Einheit  dasjenige  Moment  an ,  welches 

in  der  Peripheriegeschwindigkeit  w  die  Beschleunigung- 1  erzengt,  und 

ist  ^hr^p  das  Trägheitsmoment  der  Kugel,  so  finden  sich  die  Momente'*') 

der  vorstehenden  Kräfte  durch  Multiplication  derselben  mit — ^,  nämlich: 

für  Sj  das  Moment :  — r-  dj  di  [n^  «t  n  V  +^vw  sin^j  sin  j  -f-  r*  *m  V  sin*  i\  =  Mi^ 

5 1 
„  Sji  „         „         -•—djdi[ft^sin^j  —  2vwsin^jsini  +  i^sin*jsin*i\  =  Mu. 

C  nJC 


*)  Für  massive  Kugeln  von  homogener  Masse  ist  bekanntlich  k=i,  für  Hohl- 
geschosse  hingegen  erhält  man  nach  Maassgabe  ihres  grösseren  oder  kleineren  inne- 
ren hohlen  Raumes  circa  Ä=  1 ,2  —  J  ,25.  ^^  ^  ^ ^T ^ 
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Berücksichtigt  man  ferner,    dass    v^tv  voransgesetat  wurde,    und 
nimmt  man: 

stn  0/  =s  —  stnj 

V 

an,  80  ist  von  2=0  bis  j  =  dj  n^  ginj'^psm6j  mithin  am  Element  IV  die 
Richtung  des  Luftstromes  derjenigen  der  Kugelfläche  entgegengesetat ,  von 
8=iöi  bis  i^=z^it  hingegen  erster e  und  letztere  Richtung  ftbereinstim* 
mend.  Um  daher  für  die  Vorderhftlften  der  beiden  betrachteten  Zonen 
das  Moment  des  Reibungs Widerstandes  au  finden,  hat  man  von  4  =sO  bia 
d=6i  das  Integral  von  (2  Mi+  Mn)j  von  S=^ii  bis  d^^^^it  hingegen  das 
Integral  von  2(JI/ — Mu)  zu  nehmen,  und  sodann  beide  Integrale  zu  ad- 
diren.     Nun  ist: 

2  {Mj+  Mu)  =^dj  dd  [w"  sin'J+v' sin^j  sin^d] 


..^^,ju[^^j+^^j(^.=^] 


und  das  Integral  hiervon  zwischen  den  Orenzen  o  uud  d/: 

=  -jT-  dj  •  [(»•  «mV  +  4  »*  sin^j)  ij— J  «^  ««V  *«'«  22j]. 

Dagegen  findet  sich : 

40  c 

2{Mi — Mij)  =  -7—  vtvdj  .  d6  sin*j  sin i 
<f  chi$ 

und  das  Integral  hiervon  zwischen  den  Grenzen  t=Si  und  ds=i\ni 

=  — r—  PfV  dl  .  Stfrj  cos  Cm, 

Addirt  man  beide  Integrale,  und  berücksichtigt  man  dabei,  dasa  im 
ersten  derselben  sin2ti==i2'—sinj  eostj  ist,  so  ergiebt  sich  das  Moment 

V 

der  an  den  beiden  Yorderhälften  der  betrachteten  Zonen  wirkenden  Rei- 
bungswiderstände 

-r—  dj [{\v^ sin^j  +  «^ mV)  ii^\v^ sin^J  cos 8i], 

Setzt  man  zur  Elimination  von  ii  näherungsweise : 

d/  =  -m7  +  ^^«nV 

und 

so  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in 

Der  Reibungswiderstand  an  den  hinteren  Hälften  der  gedachten  Kugel- 
zonen kann  ungefähr  demjenigen  an  ihren  Vorderhälften  el^ich  gesetzt 
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werden;  man  erhftlt  daher  das  Moment  der  BeibongswideraUnde  an  dec 
ganzen  Kagelfläch^,  wenn  das  Doppelte  des  voratehenden  awiachen 
den  Grensen  0  nnd  ^n  integrirt  wird.     Hierbei  hat  man: 

I  dj  sin*j  =5  I  dj  sinj  (1— co^V)  =  J ; 
0  0 

/  dJ  sin^j  =  /  dJ  sinj  (1—2  co^j  +  co^j)  ==  y»y , 
6  0 

I  djsin''J=  I  dji 


0 

i«  in 

'  sinj  {l  —  3  co^j  +  3  cos^j  —  eos^j)  =  ^ J 


0  0 

nnd  mithin  daa  geaachte  Moment  der  Lnftreibnog : 


Da  endlich  —  ein  Ucbter  Bruch  und  der  kleine  Bruch  i  ohnehin  nicht 

V 

genau  an  bestimmen  ist,  so  genügt  es  wohl,  wenn  unter  der  Voraus- 

"iftfbft 
Setzung  n  == -7— ,  das  Moment  des  Beibnngswiderstandes ,  welcher  die 

Umdrehung  des  Geschosses  verlangsamt,  =  ---^''^1  i'Hj-'c     g^ssetzt  wird, 

wodurch  sich  für  die  weitere  Untersuchung  der  Bewegung  das  Verhältniaa 
der  Aenderungen  yon'p  und  w  möglichst  einfach  gestaltet. 

Ans  den  bisherigen  Ergebnissen  lassen  sich  nun  nachstehende  Folge- 
rangen  ziehen : 

Verbindet  eine  Kugel,  deren  geometrischer  Mittelpunkt  auch  der 
Mittelpunkt  ihrer  Masse  ist,  mit  der  Bewegung  dieses  letzteren  Punktes 
die  Drehung  um  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  nnd  auf  dessen 
Sichtung  rechtwinklige  Achse ,  so  wird  durch  diese  drehende  Bewegung 

nicht  nur  die  negative  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  (um  das 

Glied  —  j  vergrössert,  sondern  auch  ein  seitlicher  Luftdruck  gegen  diesen 

Punkt  erzeugt,  dessen  Richtung  rechtwinklig  auf  der  durch  seine  Kichtung 
und  durch  die  Drehungsachse  bestimmten  Ebene  ist  und  nach  derjeni- 
gen Seite  geht,  auf  welcher  die  vordere  Halbkugel  dieDre- 
hang  rückwärts  ausführt.  Denkt  man  sich  also  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  hinweg ,  *und  ist  die  Drehungsachse  zugleich  eine  der  freien 
Achsen  des  Körpers,  oder  bildet  dieselbe  wenigstens  nur  einen  kleinen 
Winkel  mit  der  freien  Achse  des  grössten  oder  kleinsten  Trägheits- 
moments ,   d.  h.  ist  die  Drehungsachse  vollständig  oder  doch  mindestens 
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annäbernngsweise  als  stabil  anzusehen  *),  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  der  durch  seine  ursprüngliche  Eichtnng  gehenden ,  auf  der 
Drehungsachse  normalen  Ebene ,  welche  wir  die  Flugdbene  nennen  wollen, 
beschreibt  aber  in  dieser  Ebene  keine  Gerade ,  sondern  eine  Curve ,  deren 
Eichtnng  sich  mehr  und  mehr  nach  derjenigen  Seite  wendet,  auf  welcher 
die  ßotation  rückwärts  geschieht. 

Liegt  die  Drehungsachse  waagerecht,  mithin  die  Flugebene  senkrecht, 
so  wird  auch  durch  den  Hinzutritt  der  Schwerkraft  der  Mittelpunkt  der 
Kugel,  welcher  zugleich  ihr  Schwerpunkt  war,  nicht  aus  der  Flugebene 
herausgezogen,  sondern  lediglich  die  Form  der  beschriebenen  Curve  ver- 
ändert. Geht  die  Drehung  der  Kugel  vorn  nach  unten,  so  wird  dadurch 
der  Erfolg  der  Schwerkraft  gleichsam  verstärkt ,  d.  h.  die  Flugbahn  mehr 
gekrümmt  und  wesentlich  verkürzt.  Dreht  sich  hingegen  die  Kugel  vom 
von  unten  nach  oben,  so  ist  der  Erfolg  ein  umgekehrter;  denkt  man  sich 
dabei  in  jedem  Moment  der  Bewegung  die  Schwerkraft  in  zwei  Seiten- 
kräfte zerlegt,  von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  und  die  an- 
dere die  Richtung  der  Normale  der  Bahn  besitzt,  und  ist  die  Drehungs- 
geschwindigkeit anfänglich  so  gross,  dass  —-vw  grösser,  als  die  letzte  der 
beiden  Composanten  der  Schwerkraft  ausfällt,  so  wird  die  Bahn  anfang- 
lich concav  nach  oben  und  derjenige  Punkt  derselben,  in  welchem  —  vm 

dem  gedachten  Theil  der  Schwerkraft  gleich  geworden  ist,  der  Wende- 
punkt der  Curve ,  von  dem  aus  die  Krümmung  nach  unten  beginnt. 

Wird  eine  Kugel ,  deren  Schwerpunkt  Mni  (Fig.  1)  nicht  mit  ihrem 
Mittelpunkt  M  zusammenfällt,  in  drehende  Bewegung  um  eine  horizontale 
freie  Achse  jP/Gj  und  zugleich  in  fortgehende  Bewegung  in  einer  auf 
FiGi  rechtwinkligen  Richtung  MjuA  gesetzt,  so  müssen  sich  zwar  die  oben 
für  die  concentrische  Kugel  gefundenen  Widerstände  der  Luft  periodisch 
vergrössern  und  verkleinern,  sowie  bei  jeder  einzelnen  Rotation  die  grosse 
und  die  kleine  Kugelhälfte  mit  der  Drehung  vorwärts  wechseln ,  der  Er- 
folg im  Ganzen  bleibt  jedoch  der  nämliche  wie  oben.  Wenn  aber  demun- 
geachtet  in  der  Praxis  die  Abweichungen  der  excentrischen  Geschosse  be- 
sonders hervortreten,  so  liegt  dies  wohl  nur  darin,  dass  diese  Geschosse 
in  den  Geschützröhren  die  grössten  Rotationsgeschwindigkeiten  erhalten, 
und  dass  man  durch  die  ihrem  Schwerpunkt  im  Geschützrohr  gegebene 
Stellung  die  Lage  ihrer  Drehungsachse  beliebig  bestimmen,  und  somit  den 
Einfluss  dieser  Lage  auf  die  Geschossbahn  beobachten  kann. 


*)  Zuweilen  sieht  man  Geschosse,  welche  anfanglich  die  Richtung  nach  dem  Ziel 
gut  einzuhalten  schienen,  sich  im  letzteren  Theil  ihrer  Bahn  auffällig  rechts  oder 
links  wenden*,  die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist  jedenfalls  ein  aUmäliges  Umschla- 
gen der  Rotationsachse ,  die  anfänglich  nahe  horizontal  gewesen  sein  mochte ,  ohne 
doch  die  obigen  Bedingungen  der  Stabilität  zu  erfüllen.  C^OOqIp 

igi  ize      y  g 
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Ist  endlich  bei  einem  kugelförmigen  Geschoss  —  gleichviel  ob  der 
Mittelpunkt  und  der  Schwerpunkt  desselben  sasammenfallen  oder  nicht  — 
die  Drehnogsachse  nicht  waagerecht ,  mithin  die  ursprüngliche  Flugebene 
nicht  vertical ,  so  wird  die  Lage  dieser  Ebene  durch  die  Schwerkraft  fort 
nnd  fort  geändert,  d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Geschosses  beschreibt  eine 
Curve  von  doppelter  Krümmung,  deren  Studium  um  so  verwickelter  sein 
würde,  weil  dann  die  Drehungsachse  nicht  rechtwinklig  auf  der  Richtung 
des  Schwerpunktes  bliebe ,  und  also  die  Ergebnisse  der  obigen  Rechnung 
nicht  einmal  zur  Anknüpfung  dieser  Untersuchung  ausreichten.  Ebenso 
verwickelt  wird  natürlich  das  Problem,  wenn  die  Drehungsachse  gleich 
bei  dem  Anfang  der  Bewegung  nicht  rechtwinklig  auf  der  Richtung  des 
Schwerpunktes  ist,  oder  endlich  wenn  bei  derselben  die  oben  angeführten 
Bedingungen  der  Stabilitfit  nicht  erfüllt  werden. 

Es  kann  nicht  in  der  Absicht  des  Verfassers  liegen,  auf  die  vorstehen- 
den Ergebnisse  eine  neue  Theorie  der  Flugbahnen  kugelförmiger  Ge- 
schosse zu  gründen;  denn  die  analytischen  Schwierigkeiten  eines  solchen 
Unternehmens  wären  sn  gross ,  als  dass  man  sich  von  demselben  einen  tut 
die  militärische  Praxis  nützlichen  Erfolg  versprechen  könnte.  Dagegen 
möge  hier  nur  noch  eine  kurze  Untersuchung  über  die  Bewegung  der  im 
Eingang  beschriebenen  Kngel,  unter  Nichtbeachtung  der  Schwer- 
kraft, Platz  finden,  um  wenigstens  ein  ungefähres  Bild  der  durch  ihre 
Rotationen  erzeugten  Veränderung  der  Flugbahnen  zu  geben. 

Eine  Kugel  vom  Gewicht  p  und  vom  Halbmesser  r ,  deren  Massen- 
mittelpunkt mit  ihrem  geometrischen  Mittelpunkt  zusammenfallt,  auf  welche 
aber  die  Schwerkraft  nicht  einwirkt,   werde  mit  der  Winkelgesehwindig- 

W 
keit  —  um  eine  ihrer  freien  Achsen  in  drehende  Bewegung  versetzt  und 

dabei  zugleich  ihrem  Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  die  Geschwindigkeit  V  in 
einer  auf  der  Drehungsachse  rechtwinkligen  Richtung  ertheilt.  Die  durch 
die  letztere  Richtung  gehende ,  auf  der  Drehungsachse  normale  Ebene  sei 
die  Ebene  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y,  die  ursprüngliche  Rich- 
tung des  Mittelpunktes  die  Achse  der  «,  und  die  ursprüngliche  Richtung 
der  oben  nachgewiesenen  ablenkenden  Kraft  die  Achse  der  y.  Nach  der 
Zeit  /,  deren  Differential  als  constant  betrachtet  werden  sollf  habe  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  die  Coordinaten  x  und  y,  den  Bogen  s  durchlaufen, 
und  die  Geschwindigkeit  Vy  deren  Richtung  mit  der  Richtung  der  ^  den 
Winkel  9  bilde ;  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  sei  für  denselben 

Moment  — .     Ist  dann,   wie  oben,   /  das  Gewicht  der  Raumeinheit  Luft, 

f  das  Gewicht  der  Raumeinheit  des  Materials  der  Kugel  (letzteres  inner- 
halb der  Kugelfiäohe  gleichförmig  veirtheilt  angenommen)  und  bezeichnen 
wieder  £  und  n  die   auf  die  Luftreibung  bezüglichen  Factdren,  so  hat 
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während  des  Zeittheils  di^  naeh  den  früheren  Entwickelmigen: 

die  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit  rv:    '^'r<'^(l  +  2;i)t 

die  Beschleunigung  der  auf  die  Richtung  des 

Mittelpunktes  rechtwinkligen  Kraft     •  •     -| — -«n^. 

Da  aber  b  die  Länge  einer  Linie  ist ,  so  kann  man  sich  die  in  dem 
Vorstehenden  alifgeftthrten  Längen  F,  W^v^w^x^y  und  8  in  demjeni- 
gen Längenmaass  ausgedrückt  denken,  dessen  Einheit  (*)  ist, 
wodurch  in  den  vorstehenden  Beschleunigungen  auch  ^=l  wird.  Endlich 
smd  während  des  Zeittheils  dt  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Rich- 

dx 
tung  von  V  mit  den  Richtungen  der  x  und  y  bildet,  eo«  9  =  —  und  $m  ^ 

^=3-p  und  die  Cosinus  der  .Winkel,  welche  die  Richtung  derKraft^^'M' 

mit  der  genannten  Coordinatenrichtnng  macht,  —  m  9  =  —  —  und  cos  tp 

dx 
s=--— .     Man  hat  daher  für  die  Zunahmen  der  Geschwindigkeiten  ip,  v, 
ds 

—  und  -r^  während  des  Zeittheils  di: 
dl  I        dl 

2)  dv  =  ^t^[l  +  i'^dl. 

Die  Dirision  der  ersten  Gleichung  durch  die  a weite  giebt: 

dw      nw     .       dw  dv       ^ 

-—  =  —    oder n  —  =  0 

dv        V  w  V 

und  das  Integral  hiervon  ist,  da  für  w=W^  vssF  wird, 

.     w        .     W 


*)  Es  mn«8  bemerkt  werden ,  dass  diese  Einheit  sehr  ^ots  ist,  1.  B.  bei  swSlf- 
pfündigen  Kanonen,  nach  Mautgabe  des  für  s  angenommenen  Werthes ,  für  Voll- 
kugeln  circa  3000  Dresdner  Ellen,  für  die  Hohlgeschotse  etwa  1800—2000  dergleichen 

^"•"•'*''"^-  Di^izedbvGoogle      ■ 
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Setat  man  daher  aur  Abkflrsnng : 

5)  *  =  ^. 

80  wird 

6)  »=»*»«. 

Durch  Benutzung  dieser  Gleichung  Iftsst  sich  die  Drehungsgeschwin- 
digkeit w  aus  der  weiteren  Untersuchung  der  Bewegung  ganz  entfernen. 
Zuvörderst  folgt  nämlich  aus  den  Gleichungen  2)  und  6) ; 

nnd  hierana  durch  Integration,  da  fOr  t=sO  vssV  wird: 

^  '~\?"~r/~6(3— 2n)  \^J^^  —  F»^^»^/ 

1  **         O L_\ 

^36(5— 4«)\i.»-<«       F»-*»/'" 

Sodann  hat  man  aach : 

und  dnreh  Integration  dieser  Gleichvng,  wenn  Ä  die  hinzu  an  fiUgende 
Conatante  bezeichnet: 

«  =  tojr  ^ -%»- j-i^  top  (1+ J  *»  »-»+»-) 

zalag -1- 

»  (1  +  J  *»»-»+»•)»-»- 

SS  log i— . 


t 
Da  nun  fttr  «=0  r=rwird,   so  ist  ^  =  (r»-*»+J<*)«-»»,  und 

mithin: 

oder  wenn  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet: 

woraus  dann  wieder 

10)  ,^-t.^I^l+M^^^ 

folgt     Letzteres  kann  in  dem  Falle  n>l  zur  leichteren  TJebersicht  auch 
auf  die  Form : 
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gebracht  werden  und  giebt  dann  erst  far«=oo  t»:=sO.     Wird  die  Glei- 

chung  3)  mit -r-j-  und  die  Gleichung  4)  mit       ,    multiplicirt,  und  dann 

die  Summe  beider  genommen ,  so  erhält  man : 


'ö 


Hieraus  folgt   zunächst   der   Krtimmungshalbmesser    der    von   dem 
Mittelpunkt  des  Geschosses  beschriebenen  Ourve 

~dxd^y  —  dyd*x~     k     ~       W       "^  W  \r)      ' 
Dieser  Krümmungshalbmesser  nimmt  mithin  bei  der  allmäligen  Verminde- 
rung von  V  ab  oder  zu ,  je  nachdem  n  kleiner  ioder  grösser  als  1  ist. 
Ferner  ist: 


und  mithin  die  Gleichung  12)  auch : 

13)  ^<P=-k'^ßi' 

Führt  man  hier  den  Werth  von  ü^-*  aus  der  Gleichung  10)  ein ,  setzt 

man  zur  Abkürzung 

'/  ^_2(l-n) 
m' ^— 


14) 


rö 


/j-A» W 

fi  =  arcsin  (=  a)  =  arcUmg \~ ^j^J , 


und  berücksichtigt  man,  da«8  (1 — n)  oc'*~")*  d<e=d(oe<'— •)*)  ist,  so  geht 
die  Gleichung  13)  in: 

15)  d^=i.-4M:^l^ 

über.     Das  Integral  hiervon  ist,  da  für  5=0  auch  9=s0  wird : 

!9  =  —  [arcsin  (=a«<^  -  «)*)  —  arcsin  (=«)] 
1 
=  —'{arcsin  (=ae^^—*)')  —  fi] 
m 

und  hieraus  folgt  noch : 

17)  e(^-^^'=-sin[fi  +  mq>]. 
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Ist  n>  1,  80  wird  m  negativ,  and  bei  dem  nnondiicben  Wachsen  von 
s  aresin  {=  ae~<»"*^')  =  0,  mithin 

Die  Cnrve  wtirde  daher  für  n  >  1  eine  A8ymptote  haben ,  welche  mit  der 
RicbtoDg  der  x  den  vorstehenden  Winkel  bildete. 

Um  9  anch  als  Function  von  v  zu  erhalten,  kann  man  die  Gleichung 
10)  schreiben: 

9  =  1.  arcsm  (=  ae^^-")'  /l  — a«  —  a /l^a^e^U—)'), 
m 

oder  da  nach  den  Gleichungen  10)  und  14) 


und 


iit: 


oder 


18) 


T/l_/»t^2(l-l.)f^^ 

•   1             .    /        Fl-««-»!-»             Ä-x/r  \ 

=  —  .  arcstn  (  ==  .  — J  ] 

/_ fr(Fl-«_t;l~»»)  \ 

V  ~ /(ÖF*  +fF«)  (t;2-2«  -I-  ^ fF»  F-  2»)/ 


1 
m 


Wird  umgekehrt  der  Werth  von  e<^-">'  aus  der  Gleicbung  17)  in  die 
Gleichung  10) ,  und  dabei  zugleich  für  a  dessen  Werth  aus  13)  eingesetzt, 
Bo  findet  sich : 

k  W 

19)      1^1—  =  :p=-  cotang  (^  +  m  9)  =  y^^  coiang  (^  +  m  <p), 

woraus  auch : 
oder  insofern  n  >  1 

folgt.     Femer  giebt  die  Gleichung  13) 

2  2 

ds  =  -r  »^-»  rfy  =  —=-  d(p  cotang  (^  +  my), 

Qnd  da  man  noch  -r-  =^co8  q>  und    --  «=^8inw  hat,  so  ist: 

2 
.dx=sd8  co8ip^=-p:rdq>  co8q>  cotang  (fi  +  m^), 
21)         ^  f^ö 

dy  =  d8  sm<p  =  -— r-  d 9  «n 9  cotang  {ii  +  mq>),         ^^  , 

^ö  DigitizedbyGOOQie 
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In    dem    besonderen    Falle   n  =  l    wird    i7ts=0,    nnd   da  nach    14) 

vyü. 

colang  ^=  -—  ist: 

2V 

dx  =^-^-d(p  cos  9, 

dy:=—d(pstnq>, 

Verlegt  man  überdies  für  diesen  Fall  den  Coordinatenanfang  in  der 

2V 

Achse  der  y  um  —  vorwärts,   so  wird   für  <p  =  Q  auch  a:=0,   hingegen 

2F 
y=z  —  — ,    und   man  erhält  durch  Integration    der   vorstehenden   Glei- 
chungen: 2V    ,  %V 

a;=— «ng),     y^—  —  cosq>, 

d.  h.  für  n=l,  wo  die  Geschwindigkeiten  v  und  tv  fortwährend  in  gleichem 
Yerhältniss  abnehmen,  würde  der  Mittelpunkt  der  Kagel  bis  zur  gänz- 
lichen Erschöpfung  seiner  Bewegungskraft  einen  Kreis  vom  Halbmesser 

—  durchlaufen,  welchen  seine  ursprüngliche  Richtung  berührte. 

Von  diesem  speciellen  Falle  abgesehen,  können  die  Integrale  der 
Gleichungen  21)  wohl  nur  in  der  Form  von  unendlichen  Reihen  gegeben 
werden,  deren  Fortgang  wenig  übersichtlich  und  deren  Convergenz  wegen 
der  Verschiedenheit  der  möglichen  Werthe  von  m  schwer  festzustellen 
sein  würde.  Es  erscheint  daher  zweckmässiger,  von  diesen  Gleichungen 
ganz  abzusehen  und  z.  B.  zu  einer  graphischen  Darstellung  der  Curve  das 
Erforderliche  lieber  nach  der  Gleichung  17)  zu  berechnen.  Hat  man  nach 
derselben  für  die  Werthe  g^i ,  q>^y  T's  •  •  •  9»  "^on  tp  die  entsprechenden 
Bogenlängen  ^| ,  5, ,  9,  .  . .  ^n  bestimmt ,  und  sind  die  Grössen  9, ,  9,  ...  so 
gewählt,  dass  die  Bogenstücke  ^1,  «1  —  ^1,  s^ — 5,  . . .  annäherungsweise  als 
gerade  Linien ,  d.  h.  als  Sehnen  der  Curven  betrachtet  werden  können ,  so 
erhält  man  nPunkte  dieser  krummen  Linie,  wenn  man  die  gedachten  Seh- 
nen so  aneinander  stösst ,  dass  sie  mit  der  Richtung  der  x ,  respective  die 
Winkel  4  9i  >  i  (^^i  +  ^) .  4  (Vt  +  9>8)  •  •  •  bilden. 

Die  ganze  Beschaffenheit  der  Flugbahn ,  welche  der  Mittelpunkt  des 
Geschosses  beschreibt,  hängt,  wie  sich  theilweise  schon  bei  dem  obigen 
herausstellte,  davon  ab,  ob  n  grösser,  gleich,  oder  kleiner  als  1  ist,  näm- 
lich ob  die  Drehungsgeschwindigkeit  w  schneller,  verhältnissmässig  eben 
so  schnell ,  oder  langsamer  als  die  Geschwindigkeit  v  der  fortgehenden  Be- 
wegung abnimmt.  Die  ersten  beiden  Fälle  sind  aber  mehr  als  unwahr- 
scheinlich ,  denn  sie  bedingten  nicht  nur  eine  kaum  denkbare  Grösse  des 
Reibungswiderstandes  der  Luft,  sondern  die  praktischen  Beobachtungen 
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zeigen  anch,  so  weit  sich  dies  nach  denselben  beurtheilen  lässt,  eher  eine 
Abnahme  als  eine  Zunahme  der  Krümmungshalbmesser.  Für  n  <  1,  als  den 
wahrscheinlichsten  Fall,  darf  nun  nicht  unbeachtet  bleiben,  dass  bei  dem- 
selben der  vorausgesetzte  Unterschied  von  v  und  rv  sich  immer  mehr  ver- 


^    -     ,   ,       .   -       W 


mindert,    endlich  aber  »  =  «;=  —  »»,   d.h.  v^—^=-—   und   von  di 


leser 


Grenze  ans  v  selbst  noch  kleiner  als  w  wird.  Die  sämmtlichen  oben  ent- 
wickelten Gleichungen  gelten  daher  für  n<l  nur  bis  zu  der  gedachten 
Grenze,  weil  bei  der  denselben  zum  Grund  liegenden  Berechnung  des 
Widerstandes  der  Luft  v^w  vorausgesetzt  war.  Wollte  man  den  späteren 
Verlauf  der  Bewegung  untersuchen ,  so  müsste  mit  einer  neuen  und  ganz 
anderen  Berechnung  jenes  Widerstandes  begonnen  werden.  Es  dürfte 
aber  einb  derartige  Untersuchung  um  so  weniger  Interesse  gewähren ,  da 
in  der  Praxis  die  Geschosse  wohl  meistentheils  die  Erde  erreichen,  bevor 
vz=zw  geworden  ist,  und  wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  noch  die  Werthe 
anzugeben,  welche  die  übrigen  Veränderlichen  für  &=m  erhalten.  Ans 
der  Gleichung  7)  folgt  für  r^-«=  fPF-«: 

^-  F  [&'-  0  -6(3-T.)F'  [{w)  ""  -  0  +  •  •  •■   ■ 
aus  der  Gleichung  8) : 

1        ,      fßV*^W*\ 

nnd  endlich  aus  der  Gleichung  20) 

'•=-«  +  •^•'"•'^'^^=7^) 

Geht  bei  horizontaler  Drehungsachse  die  Richtung  von  F  unter  einem 
beträchtlichen  Winkel  (dem  Elevationswinkel)  schräg  aufwärts ,  und  denkt 
man  sich  nun  die  Wirkung  der  Schwerkraft  auf  das  Geschoss  hinzutretend, 
so  wird  durch  dieselbe  die  allmälige  Verminderung  von  v  in  Vergleich  mit 
derjenigen  von  w  im  aufsteigenden  Ast  der  Bahn  beschleunigt,  im  ab- 
steigenden Ast  hingegen  wieder  verzögert.  Das  Verhältniss  von  v  und  w 
nähert  sich  daher  in  der  Gegend  des  Scheitels  der  Bahn  der  obigen  Grenze 
viel  mehr,  als  es  die  vorstehenden  Rechnungen  für  dasselbe  s  geben,  und 
kommt  dann  im  absteigenden  Ast  nach  nnd  nach  wieder  mehr  mit  den  Re- 
sultaten der  gedachten  Rechnung  in  Uebereinstimmung.  Hieraus  erklärt 
sich,  warum  gerade  im  Beginn  des  absteigenden  Astes  der  Einfluss  der 
Rotationen  auf  die  Richtungen  der  Geschosse  am  auffälligsten  hervortritt. 
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IX. 

lieber  die  tägliche  Variation  des  Barometers  und  die 
atmosphärische  Lnnar-Fluth. 

Von  Dr.  E.  Knorr, 

Kaiserlich  russischer  Staatsrath. 


Obgleich  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren  fast  unter  jedem  Him- 
melsstriche und  in  jedem  Theile  der  Erde ,  wohin  nur  europäische  Kennt- 
nisse und  Bildung  drang,  meteorologische  und  vorzüglich  Barometer- 
beobachtungen  angestellt  worden  sind,  wodurch  der  physikalischen  Geo- 
graphie und  der  Meteorologie  jene  Ausbreitung  zum  grösseren  Theile 
gegeben  wurde,  welcher  beide  Wissenschaften  sich  jetzt  erfreuen,  und 
obgleich  die  Meteorologie  Lieblingswissenschaft  vieler  Physiker  wurde ,  so 
möchte  man  doch  wohl  mit  vielem  Rechte  behaupten,  dass  dieser  für  den 
Menschen  so  wichtige  und  so  anziehende  Theil  der  Naturkunde  als  Wissen- 
schaft in  mehreren  seiner  einzelnen  Theile  noch  immer  nicht  sehr  weit 
über  die  Anfänge  hinaus  gefördert  worden  sei.  So  möchte  z.  B.  nächst 
den  Temperaturverhältnissen  wohl  schwerlich  irgend  eine  andere  Natur- 
erscheinung aufzufinden  sein,  welche  sich  zahlreicherer  Beobachtungen 
erfreute,  als  die  Veränderung  des  atmosphärischen  Drucks,  und  dennoch 
ist  die  Theorie  dieser  Veränderungen,  d.  h.  die  Kenntniss  der  Gesetze, 
nach  welchen  selbige  erfolgen,  abgeleitet  aus  den  wirkenden  Kräften,  fast 
noch  gar  nicht  vorhanden.  Es  bietet  aber  auch  kein  Phänomen  scheinbar 
mehr  Unregelmässigkeit  und  Gesetzlosigkeit  dar,  als  die  Veränderung  der 
Barometerhöhe,  und  die  mehrfach  sich  unter  einander  modificirenden  Ur- 
sachen, welche  jene  Veränderungen  bedingen,  sind  selbst  wiederum  in 
ihren  Elementen  nur  sehr  unvollkommen  gekannt,  ja  sogar  zum  Theil  noch 
fraglich.  Je  complicirter  aber  sich  jene  Erscheinungen  zeigen  ,  mit  desto 
mehr  Recht  hat  wohl  zunächst  derjenige  Theil  derselben  die  Aufmerksam- 
keit der  Beobachter  auf  sich  gezogen ,  in  welchem  sich  eine  stete ,  sehr 
regelmässige  Wiederkehr  zeigt;  ich  meine  die  tägliche  Variation  der 
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Barometerhöhe.  Ohne  die  älteren  Untersuchungen  anzuführen,  zu 
welchen  letzteres  Phänomen  Aulass  gegeben  hat,  erlauben  M'ir  uns  nur 
Alexander  ▼.  Humboldts  Abhandlung  im  dritten  Bande  seiner  Relation 
hisioHque  du  eoyage  au  nouveau  conlincnt,  Paris  1824.  4.  {Voyage  etc.  8. 
10.  Bd.)  zu  erwähnen,  wo  man  von  pag.  270 — 312  (8.  pag.  330 — 478)  neben 
einer  vortrefflichen  Zusammenstellung  schätzbarer  Beobachtungen  und 
höchst  beachtuugswerther  Resultate,  gleichzeitig  die  interessantesten  histo- 
rischen Notizen  in  Bezug  auf  jene  Erscheinung  findet.  Diese  Arbeit  des 
hochberühmten  Naturforschers  gab  dem  Verfasser  des  vorliegenden  Auf- 
satzes zu  Anfang  des  Jahres  1828  Gelegenheit,  mit  Alexander  v.  Humboldt, 
mit  welchem  er  damals  in  näherer  Beziehung  zu  stehen  das  Glück  hatte, 
eine  fortgesetzte  Discussion  zu  führen  über  die  Ursachen  der  fraglichen 
Erscheinung. 

Der  Verfasser,  gestützt  auf  mathematische  Betrachtungen  und  auf 
numerische  Berechnungen,  welche  sich  zunächst  auf  diß  Beobachtungi^n 
gründeten  ,>  die  im  Jahre  1824  bei  Sonnenaufgang  und  um  2^  Nachmittags 
correspondirend  zu  Genf  und  auf  dem  St.  Bernhard  angestellt  wurden, 
und  dann  später  auf  dreistündige  Beobachtungen  an  denselben  Orten  um 
0^  Morgens,  12^  und  3^  Nachmittags  während  des  Jahres  1827  angestellt, 
sachte  den  berühmten  Naturforscher  zu  der  Ansicht  zu  neigen,  dass  die 
tägliche  Variation  des  Barometers  im  Wesentlichsten  eine 
Folge  der  täglichen  Veränderung  der  Temperatur  und  des 
Dnnstgehalts  der  Atmosphäre  sei,  weil  sich  die  Möglichkeit  nach- 
weH^n  lasse,  Vass  beide  Ursachen  zusammen  eine  ähnliche  Erscheinung 
bewirken  könnten.  Die  Discussion  'über  diesen  Gegenstand  endete  mit 
den  Worten  A.  v.  Hnmboldt^s :  „Ich  bin  gewissermaassen  mit  der  Ansicht 
alt  geworden ,  dass  die  tägliche  Variation  des  Barometers  nur  durch  kos- 
mische Ursachen  erklärt  werden  könne ,  und  deshalb  fällt  es  mir  schwer, 
mir  eine  andere  anzueignen,  obgleich  ich  eingestehen  muss,  dass  die  Ihrige 
manches  für  sich  hat."  Diese  Ansicht  A.  v.  Humboldt's  über  eine  kos- 
mische Ursache  der  in  Hede  stehenden  Erscheinung  hat  eine  neue  Stütze 
erhalten  durch  die  Untersuchung  Lamont^s  über  die  Frage,  ob  die  täg- 
liche Schwankung  des  Barometers  durch  die  Erwärmung  der  Erdoberfläche 
allein  erklärt  werden  kann,  oder  ob  sie  theilweise  einer  kosmischen  Kraft 
zugeschrieben  werden  muss? 

„Ich  habe,  sagt  Lamont  (Pogg.  Ann.  1861,  No.  10,  pag.  281),  wiederholt 
schon  mit  der  Frage  über  die  Ursache  der  täglichen  Barometerschwankun^ 
gen  mich  beschäftigt,  und  bin  zu  der  Ansicht  gelangt,  dass  sie  nur  zum 
Theil  der  Erwärmung  der  Erdoberfläche  durch  die  Sonne  zugeschrieben 
werden  können,  zum  grössten  Theile  aber  von  einer  kosmischen  Kraft 
herrühren,  die  verschieden  von  der  Schwere  ihren  Sitz  in  der 
Sonne  hat,  und  die  ich  vorläufig  als  identisch  mit  der  Elektri- 
cität  annehme.     So  verschieden  auch  in  verschiedenen  geographischea 
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Breiten  nnd  verschiedenen  Meereshöhen  das  Phänomen  im  Ganzen  sich 
gestaltet,  dennoch  konnte  überall  (Madras,  8t.  Helena,  Hobartown, 
Toronto,  Madrid,  München,  Prag,  Petersburg)  die  Beobachtung  dnrch 
zwei  Glieder  dargestellt  werden ,  wovon  das  erste  eine  Periode  von 
24  Stunden  hat,  nnd  im  Sommer  gross,  im  Winter  klein  ist,  also  mit  der 
Temperatur  übereinstimmt,  während  das  zweite  ganz  analog  der  Ebbe  und 
Fluth  in  24  Stunden  2  Maxima  und  2  Minima  giebt,  und  in  kalten  und 
warmen  Monaten,  in  hohen  und  tiefen  Beobachtungspunkten  so  nahe  Über* 
einstimmende  Grössen  hat ,  dass  es  durch  eine ,  von  atmosphärischen  Ein* 
Aussen  unabhängige  Kraft  bedingt  sein  muss.** 

Wie  Lamont  in  seiner  angeführten  Abhandlung  anführt,  ist  Kreil 
(Sitzungsberichte  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  Bd. 
XLIII,  S.  121)  gegen  die  obige  Ansicht  aufgetreten,  und  hat  nachzuweisen 
gesucht,  dass  man  den  auf-  und  absteigendenXuftstrom  als  Ursache  der 
täf  liehen  Barometer  -  Schwankungen  ansehen  müsse ,  wobei  er  einen  be- 
lirächtlichen  Theil  seiner  Schlüsse  auf  die  Scheidung  der  trüben  und  hei- 
teren Tage  desselben  Monats  gründet.  Hierdurch  veranlasst,  hat  auch 
Lamont  eine  solche  Scheidung  vorgenommen,  und  er  findet,  dass  sich 
die  atmosphärische  Ebbe  und  Fluth  an  trüben  und  heiteren 
Tagen  vollkommen  gleich  zeige,  was  er  als  eine  neue  sehr  gewich- 
tige Bestätigung  seiner  Ansicht  betrachtet  Bezeichnet  n  die  Zeit  in 
Stunden,  vom  wahren  Mittag  an  gerechnet,  so  findet  Lamont  folgende  Aus- 
drücke*): 

L     Für  die  Temperaturwirkung. 


An  heiteren  Tagen : 

im  Winter:  0'",065  sin  (I5n-|-120^5l'), 

„  Frühling:  0,102  Wn  (15« +  148« 48'), 

„Sommer:    0,182«/i  (15w-|-lö4'*29'), 

„  Herbst:      0,112  sin  (15 n +  1580  20). 


An  trüben  Tagen: 

im  Winter :  0"',025  sin  (I5n  +  87»  25'), 

„  Frühling :  0,048  sin  (15w  + 13«  24'), 

„Sommer:    0,064  W«  (15  n  +  18a'*4ö'), 

„  Herbst :      0,020  sin  (I5n  +  30«  19'). 


IL     Für  die  Ebbe  und  Fluth. 


An  heiteren  Tagen : 


An  trüben  Tagten: 


im  Winter:  0"',074  sin  (30w+153*  17*),       im  Winter:  0'",080  sin  (30w+l(»®  T)'), 


„  Frühling:  0,119  sin  (30 w+ 151" 54'), 
„Sommer:  0,110  m  (30« +142*»  38), 
„  Herbst:     0,118  sin  (30«  + 151° 26'). 


„  Frühling:  0,107 «in  (30 n+ 147^51'), 
„Sommer:  0,106  m  (30  «+146*38'), 
„  Herbst:      0,110  sin  (30 n+ 150* 53'). 


Aus  den  Ausdrücken  unter  No.  II.  folgt,  dass  die  halben  Amplituden 
der  von  der  atmosphärischen  Ebbe  und  Fluth  abhängigen  täglichen  Oscil- 
lationen  der  Barometerhöhen  sein  werden: 


*)  Für  welchen  Bcobachtungsort ?  ^.^^-^^-^^^^  ^^  GoOglc 
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An  heiteren  TA^en : 
im  Winter:     0'",074 
„  Frühling:     0,110 
„  Sommer:      0,110 
„  Herbst:         0,118 


im  Mittel:  0,105 


An  trüben  Togen : 
im  Winter:    0'",080 
„  Frühling:    0,107 
„  Sommer:     0,106 
„  Herbst:       0,110 


im  Mittel:         0,101 


ftlso  im  Mittel  für  das  ganze  Jahr  O'",  103  =  0,232  Millimeter,  wenn  fran- 
zösische, oder  =  0,261  Millimeter,  wenn  englische  Linien  verstanden 
werden. 

Für  1}  =:  0,  d.  h.  für  Mittag,  ergiebt  sich : 


An  heiteren  Tagen : 

im  Winter:    0'",033269 

„  Frühling:    0,056051 

„  Sommer:      0,066760 

„  Herbst:        0,056425 


im  Mittel :         0,053126 


An  trühen  Tagen : 

im  Winter:    0"',020704 

„  Frühling:    0,056955 

„  Sommer:     0,058300 

„  Herbst:        0,053525 


im  Mittel:         0,047371 

and  im  jährlichen  Mittel  0"^0502  =  0,1134  Millimeter,  wenn  französische, 
oder  0,1276  Millin^eter,  wenn  englische  Linien  zn  verstehen  sind. 

Die  in  dem  letzten  Täfelchen  enthaltenen  Zahlen  zeigen  sich  nun 
wenigstens  von  den  Jahreszeiten  nicht  so  unabhängig,  dass  der  Schluss 
auf  eine  ausserhalb  der  Atmosphäre  existirende  besondere  Kraft ,  die  un- 
abhängig von  atmosphärischen  Einflüssen  sei,  vollständig  begründet  er- 
schiene. Die  Zahlen  steigen  regelmässig  vom  Winter  zum  Frühling ,  und 
vom  Frühling  zum  Sommer,  und  ebenso  nehmen  dieselben  vom  Sommer 
zum  Herbst  und  vom  Herbst  zum  Winter  wieder  ab;  ein  Gleiches  gilt  aber 
auch  für  die  mittleren  Temperaturen  der  Jahreszeiten.  Man  könnte  in- 
zwischen diese  Zu-  und  Abnahme  auch  als  eine  Folge  der  verschiedenen 
Entfernung  der  Sonne  ansehen,  und  wollten  wir  auch  zugeben,  dass  diese 
Ansicht  die  richtige  sei ,  so  bliebe  doch  immer  noch  die  Frage  übrig ,  ob 
di^  anziehende  Kraft  der  Sonne  auf  die  Theilchen  der  Erdatmosphäre,  mit 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  derselben  Anziehung  auf  den  festen  und 
flüssigen  Kern  des  Erdkörpers,  nicht  solche  kleine  Veränderungen  der 
Baro^eterhöhe  zu  bewirken  vermöge,  wie  sie  durch  die  Ausdrücke  unter 
IL  dargestellt  werden?  Um  eine  Antwort  auf  diese  Frage  zu  finden,  be- 
merken wir,  dass  Bouvard  in  seinem  Memoire  sur  les  observaUons  meleoro- 
logiques  faiies  ä  Vobservatoire  royal  de  Paris  {lu  a  Vaead,  des  sciences  le  23. 
April  1827)  die  Mittelzahlen  von  Barometerbeobachtungen  mittheilt,  welche 
um  9^  Vormittags,  um  12^  und  um  3*^  Nachmittags  während  298  Syzygien 
and  eben  so  vieler  Quadraturen  angestellt  wurden,  und  Laplace  {Meca- 
mque  Celeste  j  T.  5),  welcher  seine  Untersuchungen  über  die  atmosphärische 
Lunarfluth  auf  diese  Beobachtungen  stützt,  nimmt  an,  dass  für  dieselben 
der  Mittag  als  mittlere  Eintrittszeit,  sowohl  für  die  Syzygien  wie^r  die  t 

^  igi  ize      y  g 
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Quadraturen,  gelten  kann.  Es  ist  nun  die  mittlere  Barometerhöbe  um 
Mittag 

für  die  Syzygien ^ '=  756,080  Millimeter, 

„     „    Quadraturen    .  .  .  ^'=756,680         „ 

mithin  B* — ^'=     0,700  Millimeter, 

folglich  die  halbe  Amplitude  der  Barometerschwankung  in  Folge  der  An- 
ziehung des  Mondes  im  Mittel  für  den  Mittag  0,350  Millimeter,  da  in  dieser 
Differenz  sich  der  Einfluss,  welcher  von  der  Anziehung  der  Sonne  abhängt, 
von  selbst  eliminirt.  Nimmt  man  nun  ferner  mit  Laplace  an,  dass  die 
Wirkung  der  Sonne  i^k  Mal  geringer  als  die  des  Mondes  sei,  so  ergiebt 
sich  für  die  Einwirkung  derselben  auf  das  Barometer  0,140  Millimeter  als 
mittlere  halbe  Amplitude  der  Oscillation.  Die  oben  unter  IL  angeführten 
Ausdrücke  ergaben  nun  aber  als  jährliches  Mittel  für  die  halbe  Amplitude 
0,1134  Millimeter  für  französische,  oder  nur  0,1276  Millim.  für  englische 
Linien;  man  sieht  also,  dass  eine  solche  Oscillation  sehr  wohl  durch  die 
Anziehung  der  Sonne  hervorgebracht  werden  kann,  und  noch  keine  Noth« 
wendigkeit  vorliegt,  nach  einer  anderen,  bis  jetzt  noch  unbekannten  Natur- 
kraft zu  forschen ,  um  dieselbe  zu  erklären ,  sobald  man  die  Richtigkeit 
der  für  die  Wirkung  des  Mondes  eben  angegebenen  Zahl  zugestehen  muss. 
Aber  gerade  hiergegen  fehlt  es  nicht  an  gewichtigen  Gründen,  aufweiche 
wir  hier  inzwischen  nur  insoweit  näher  eingehen  wollen,  als  die  Darlegung 
dieser  Gründe  die  Veranlassung  werden  kann,  neue  gründliche  Unter- 
suchung über  den  fraglichen  Gegenstand  anzustellen. 

Laplace  (Mecanigue  cileste^  T,  5),  gestützt  auf  Bonvard's  Berechnung 
der  Pariser  Beobachtungen  aus  den  11  Jahren  von  1816 — 1826,  setzt  die 
ganze  Ausdehnung  der  Barometerschwankungen  in  Folge  der  Anziehung 
des  Mondes  auf  die  Erdatmosphäre  nur  auf  0,01763  Millim.  fest,  und  er  sagt 
pag.  107: 

^nV extreme  pelUesse  de  Vaclion  ailractive  du  soleil  sur  Tatmosphere  est 
protivee  par  In  petitesse  de  Vaclion  attractive  de  la  lune,  (fest  donc  par  Taction 
de  sa  chaleur  que  le  soleil  produii  la  Variation  diurne,  Mais  il  est  presque  im- 
possible  de  soumettre  les  effets  de  cette  aclion  ä  tanalyse;  et  taute  explication  de 
ce  genre  de  phenomenes  qui  n'est  poinl  fondee  sur  le  calcul,  doit  itre  bannt  de  la 
Philosophie  naturelle.'^ 

Bezeichnen  R  und  l!  zwei  Grössen ,  die  für  ein  und  denselben  Be- 
obachtungsort als  constant  betrachtet  werden,  h  den  Stnndenwinkel  der 
Sonne,  vom  Mittag  an  gezählt,  q  die  mittlere  tägliche  synodische  Be^ 
wegung  des  Mondes ,  i  die  Zahl  der  Tage ,  welche ,  von  einer  Conjunction 
an  gerechnet,  verflossen  sind,  so  kann  die  Formel  für  die  lunarische  Fluth 
der  Atmosphäre,  auf  welche  Laplace  seine  Untersuchungen  gründet,  dar- 
gestellt werden  durch  r^^^^T^ 

^  DigitizedbyLjOOgle 
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Rcos\2h—2iq—2l'\*). 
Nimmt  man  ferner  mit  Lnplace  an,   dass  die  Bjzygien  und  Quadra- 
turen im  Mittel  nm  Mittag  eintreten ,  so  hat  man  für  die  Oonjunction : 
nm  9**  Morgens  .  •  .  2A  =s  —  ÖO^     i  sss — ^, 
„  12"  Mittags    .  .  .  2Ä  =  0  t==0, 

„    3"  Nachmittags  .  2A  =s  90®         *  ^=  i » 
für  die  Opposition  dagegen: 

um  0**  Morgens  .  .  2h  =  —  90*^     i^  =  l80^_i^, 
„  12'  Mittags     .  .  2Ä  =  0  iq  ==:  180^ 

„    3*"  Nachmittags  2 Ä=n=  90®  «^  =  180^  +  1^, 

nitUiin  für  die  Wirkung  des  Monges  auf  die  Atmosphäre  in  den  Syzygien: 
um  9**  Morgens  .  .  —  R  sin  {2k'  —  ^^), 
„  12**  Mittags     .  .  +  Rcos2k\ 
„    3**  Nachiüittags  +  R  sin  (2k*+^g). 
Für  die  Quadraturen  hätte  man  dag.egen : 

um  9**  Morgens  .  .  2Ä  =  — 90®     iq=  +  QO^  —  ^g^ 
„  12*»  Mittags    .  .  2As=r0  iq=  +  Wf, 

„    3*  Nachmittags  2Ä  =  90^  iq==  +  9(fi+  ^q, 

mithin  für  die  Wirkung  des  Mondes  in  den  Quadraturen: 
um  9**  Morgens  .  .  +Rsin{2k'  —  J^), 
„  12*»  Mittags     .  .  —Rcos2k\ 
„    3**  Nachmittags  —  R  sin  (2k' +  ^q). 
Bezeichnen  nun  -4,  A\  A"  dje  während  der  Syzygien,  B,  B\  B*'  die 
während  der  Quadraturen  beobachteten  Barometerhöhen,  ferner  C,  C\  C" 
diejenigen,  welche  ohne  Einwirkung  des  Mondes  stattfinden  würden,  resp. 
für  9*"  Morgens,  12*^  Mittags  und  3**  Nachmittags,  so  hat  man  nach  Laplace 
für  die  Syzygien : 

C  —  Rsin{2k'^^q)  =  A 
C'+Rcos2k'  =A'     (a) 

C"+Rsin{2k'+lq)  =  A" 
und  für  die  Quadraturen : 

C  +  R8in{2k'  —  ]^q)  =  B 
C''-Rcos2k'  —B'    iß) 

C—  Am  (2 r +!(/)=--=  ß". 
Nach  Bouvard'S  Rechnung  setzt  nun  Laplace : 

A'=32®6'**) 
oder  2  Stunden  8  Minuten  in  Zeit,   ein  Resultat,  welches  nur  durch  eine 
verschiedene  Anwendung  der  Wahrsclieinlichkeitsrochnuiig  so  yenschiedon 
von  einem  früher  gefundenen : 


♦)  Micanique  Celeste  ^  Tomeh,  pag.2^1.  Bouvard^  Mitmire  siir  Ich  obuervatiom 
meteoroloffiques  etc, ,  pag,  23. 

**)  Suppl.  au  5.  tovte  du  trotte  de  mecanique  eil. ,  pag.  2(i  et  Conn.  de  teni^s  pow  Can 
1835.  —  Bouvard,  MeiiuAre  etc.,  pag   32.  Digitized  byGOOglC 
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i'==:  49*  38'  40"  ==•  tf»  18'  36"  in  Zeit 
anafällt*).  Diese  Verschiedenheit  in  den  numerischen  Werthen  für  ein 
und  dieselbe  Grösse,  deren  Bestimmung  doch  anf  denselben  Grandglei- 
chungen und  denselben  Beobachtungen  beruht,  ist  jedenfalls  Bedenken 
erregend,  und  ruft  Zweifel  gegen  die  Richtigkeit  der  Theorie,  oder  gegen 
die  der  Beobachtungen  wach.  Was  nun  zunächst  die  Theorie  betrifft,  so 
haben  wir  nichts  darin  auffinden  können,  was  der  Anwendung  der  Formel 
von  Laplace ,  in  der  Weise ,  wie  dieselbe  geschehen  ist ,  entgegen  wäre, 
und  wir  unterlassen  hier  der  Kttrze  wegen  die  Rechtfertigung  derselben, 
indem  wir  sofort  zur  Betrachtung  der  Beobachtungen  übergehen.  Aus 
Bouvard's  oben  angeführter  Memoire  lässt  sich  nun  folgende  Tabelle  au; 
sammenstellen : 

Tabelle  Ko.  L 
Observatorium  zu  Paris. 
Barometerböbe  in  Millimeter  redoeirt  auf  0®  Tempemiar.  / 


Mittel  aus  allen  Beobachtungen  von 
1816—1826  incl 

9»^ 
Morgens 

12»» 
Mittags 

3* 

Nachm. 

756.347 

756.085 

755.591 

2  Tage  vor  den  Syzygien   ...... 

1  Tag  vor  den  Sjrzygien 

Svzvcrien  ................ 

755,941 
756.205 
756.319 
756.177 
756.100 

755.623 
756.016 
755,989 
755,879 
755.845 

755.124 
755.510 
755.396 
755.445 
755.377 

1  Tag  nach  den  Syzygien 

2  Tage  nach  den  Syzygien    .  1  .  .  . 

2  Tage  vor  den  Quadrataren    .... 

1  Tag  vor  den  Quadraturen 

Quadraturen 

1  Tag  vor  den  Quadraturen 

2  Tage  vor  den  Quadraturen 

756.644 
757.031 
757.057 
756.370 
756.438 

756.368 

756.851 

756.689 

756.329* 

756.158 

755.718 
756,403 
756.027 
755.573 
755,711 

Vergleicht  man  hier  die  Barometerhöhen ,  wie  sie  im  Mittel  aus  allen 
11jährigen  BeobachtuDgen  folgen,  mit  denjenigen,  welche  zu  den  entspre- 
chenden Stunden  während  den  Syzygien  und  Quadratnrei;!  beobachtet  wur- 
den ,  so  zeigt  sich ,  dass  während  der  Syzygien  das  Barometer  durchgängig 
niedriger,  während  der  Quadraturen  aber  durchgäifgig ,  mit  einer  ein- 
zigen Ausnahme,  höher  stand,  als  im  allgemeinen  Mittel,  und  der  £in- 
fiuss  des  Mondes  stellt  sich  hier  auf  eine  Weise  heraus,  wie  es  schärfer 
nicht  verlangt  werden  könnte.  Betrachten  wir,  wie  es  für  das  Folgende 
hinreichend  ist,  nur  die  an  den  Tagen  der  Syzygien  und  der  Quadraturen 
selbst  beobachteten  Barometerhöhen;  so  ergiebt  sich  für  die  Mittel  der» 
selben  folgende  Zusammenstellung: 


*)  Micanique  cileste,  Tome  5,  p.  241. 
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Tabelle  No.  2. 


Quadraturen 

Syzjgien 

9»» 
Morgens 

12»^ 

Mittags 

3* 

Nachm. 

B 

mm 

757.057 

A 
756.319 

B' 

mm 

756.689 

A' 
75^.989 

B" 

mm 

756.027 

A" 
755.396 

Differenz     

B—A 
0,738 

B'^A' 
0.700 

B'-A" 
0.631 

Halbe  Summe 

lljähri^e  Mittel   .... 

A-^B 

2 
756.688 
756,347 

A'-^B' 

2 
756.339 
756,085 

^A"^B' 

2 

755.711 

755.591 

Differenz    

0,341 

0.254 

0,120 

Vergleicht  man  nun  die  im  vorstehenden  Täfelchen  enthaltenen  Zah- 
len  mit  den  beiden  Systemen  von  Gleichungen,  die  wir  oben  mit  a  und  ß 
bezeichnet  haben,  so  folgt  zunächst,  dass,  um  in  Hinsicht  der  algebrai- 
schen Zeichen  den  Beobachtungen  zu  genfigen,  B  negativ  genommen  wer- 
den muss,  und  dass  man  haben  müsse:  2X'<^q,  mithin  A'<l**3r,5,  was 
mit  keinem  der  oben  angeführten,  durch  Bouvard  gefundenen  beiden  Wer- 
then  von  i'  tibereinstimmt.  Da  in  den  obigen  mit  a  und  ß  bezeichneten 
6  Gleichungen  nur  die  5  Grössen  C,  C\  C'\  R  und  l'  unbekannt  und  aus 
den  Beobachtungen  zu  bestimmen  sind,  so  führen  dieselben  noch  zu  einer 
Bedingungsgleichung,  welche  durch 

dargestellt  werden  kann.  Substituirt  man  hierin  die  entsprechenden  Wer- 
the  ^r  A,  A\A'\  B,  B\  B^\  so  ergiebt  sich  lq  =  77«55',1,  ipithin  die  täg- 
liche synodische  Bewegung  des  Mondes : 

q  =  Zi\^m\A. 

Der  Mond  müsste  also  in  beiläufig  27?4  Stunden  alle  4  Phasen  durch- 
laufen ,  wenn  den  Beobachtungen  genügt  werden  sollte. 

Ferner  geben  die  unter  a  und  ß  oben  angeführten  Gleichungen ,  dass 
man  haben  müsse: 


A  +  B 


C: 


A'+B' 


C"  = 


^"+^' 


2      '  2       '    ^    "^         2 

Erwägt  man  nun,  dass  in  dem  11jährigen  Cyclus,  aus  welchen  die 
Beobachtungen  für  die  Syzygien  und  Quadraturen  entnommen  sind,  den 
Gleichungen  a  und  ß  zu  Folge ,  der  Einfluss  derselben  auf  die  mittleren 
Barometerhöhen   eliminirt    sein    müsste,    und  dass   höchstens  au^  einemC 
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etwaigen  Ueberscbnss  von  2  Quadraturen ,  1  zu  Anfang  und  1  zu  Ende  des 
Cyclus,  ein  Unterschied  von  Tausendthcilen  eines  Millimeters  iu  den  mitt- 
leren Barometerhöhen  entspringen  könnte,  so  ergiebt  sich  auch  hier  nicht 
die  nöthige  Uebereinstimmung ,   indem,   wie  Tafel  2  zeigt,   die  Grössen 

j4  +  B     A'  +  B'    J"+B"  ^       ,„      ,  ^    ^.   ^,,       . 

,   ,  von  den  Werthen  von  C,  C ,  C  ,  wie  solche  aus 

allen  11jährigen  Beobachtungen  folgen,  selbst  bis  auf  0,3  Millimeter  ver- 
schieden sind. 

Das  Angeführte  reicht  nun  wohl  schon  vollständig  hin,  um  den  Schluss 
zu  rechtfertigen,  dass  die  in  der  Mecanique  cileste  und  bei  Bouvard  (Me- 
moire sur  les  ohserv,  meleor.  etc.)  enthaltenen  numerischen  Bestimmun- 
gen in  Bezug  auf  die  lunarische  Ebbe  und  Fluth  der  Atmosphäre  keinen 
Eingang  in  die  Wissenschaft  finden  können ;  es  müssen  dieselben  vielmehr 
anderweitig  mit  Zugrundelegung  anderer  Beobachtungen  neu  begründet 
werden. 

Welchen  Ursachen  die  Unzulänglichkeit  der  in  Rede  stehenden  Be- 
obachtungen zuzuschreiben  sei,  darüber  vermögen  wir  eine  bestimmte  Mei- 
nung nicht  zu  fassen;  es  kann  diese  Ursache  eben  so  gut  darin  liegen, 
dass  die  Zahl  von  208  Syzygien  und  eben  so  vieler  Quadraturen  für  das 
Klima  von  Paris  nicht  hinreichend  ist,  um  in  den  Mitteln  aus  den  Be- 
obachtuDgen  den  Elnfluss  der  sogenannten  unregelmässigen  Barometer- 
schwankuDgen  verschwinden  zu  lassen ,  als  auch  darin ,  dass  bei  dem  Aus- 
schreiben der  Beobachtungen  aus  den  täglichen  Journalen,  und  bei  der 
Disposition  derselben  für  die  Berechnung,  Irr.thümer  vorgefallen  sind;  we- 
nigstens ist  die  Bestimmung  der  Mitteizahlen  deshalb  nicht  zuverlässig, 
weil  sich  ein  Fehler  darin  nachweisen  lässt.  Statt  der  in  der  1'abelle 
No.  1  mit  *  bezeichneten  Zahl  756"'",32d  steht  bei  Bouvard  {Memoire  etc.) 
756'""*,079;  rechnet  man  jedoch  die  einzelnen  Zahlen  nach,  von  denen  letztere 
das  Mittel  sein  soll,  so  ergiebt  sich  die  von  uns  angenommene.  Wie  dem 
aber  auch  sein  möge,  jedenfalls  bleibt  es  wünschenswerth,  dass  neae  nu- 
merische Bestimmungen  über  die  atmosphärische  Lunuarfiuth  auf  eine 
grosse  Anzahl  sicherer  Beobachtungen  gegründet  werden  könnten,  die  an 
einem  Orte  angestellt  wären,  an  welchem  seiner  tropischen  Lage  wegen 
die  periodischen  Oscillationen  der  Barometerhöhe  weit  schärfer  und  be- 
stimmter hervorträten,  als  zu  Paris. 

Es  können  nun  aber  auch  aus  denen  bei  Laplace  und  Bouvard  sich 
vorfindenden  numerischen  Bestimmungen  für  die  atmosphärische  Lunar- 
fluth  keine  Argumente  weder  für  noch  gegen  die  im  Eingang  erwähnte  An- 
sicht Lamont's  hergeleitet  werden,  und  es  liegen  auch,  so  scheint  es  uns 
wenigstens,  noch  keine  hinreichend  sicheren  Gründe  vor,  weshalb  die 
kleinen,  von  Lamont  aufgefundenen  Oscillationen,  welche  von  dem  dop- 
pelten Stundenwinkel  abhängen,  nicht  von  der  Anziehung  der  Sonne  auf 
die  Erdatmosphäre  bedingt  sein  könnten.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOqIc 
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XL    Bemerkung  über  die  Gammafanctioxieii.  —  Setzt  man  wie  ge- 
wöhnlich 


K 


t/  ^1  — A:*5m*(jp '  */  yi—k'^  sin*  q> ' 


0    '^  ^  0 


80  gelton  bekanntlich  die  Formeln 

^-^  =  1+2^  + 25^4  +  2^'  + 2ry»+..., 

/*lk'  K 
7/ =  1  — 25^  +  25^^  — 2</»  +  2(y"  — .  ..,  . 

ans  denen  durch  Subtraction  folgt 

(l-^Ä')^^  =  4(?  +  9'  +  ?"  +  -..) 
oder 

»)  2^^  ^ii=i^^(y  +  3.  +  5» +...). 

Im  speciellen  Falle  *  =  &'=—=•  ist 

'        dtp 


cos^q> 

0  '^  0 

^ y^  n^yrc^ ^y^m) 
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oder,  weil  r(|)  r{l)  =  nj/2l 

b)  2/^^«  =  r(i) 

und  zugleich 

c)  q  =  «-«. 

Vermöge  der  in  b)  und  c)  angegebenen  Werthe  erhält  man  aus  der  allge- 
meinen Gleichung  a)  das  elegante  Resultat 

r(j)  =  iZ^^'(g-«+e-»« +  «-»«: +...). 
y2  —  1 
Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  auch  r'(^),  r(g)  u.  s.  w.  durch  Reihen  aus- 
drücken, jedoch  sind  letztere  weit  complicirter  und  gewissermaassen  nur 
analytische  Curiosa. 

(Briefliche  Mittheilung  von  Dr.  Enneper.) 


XU  Heber  ein  Problem  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  A.  Enneper. 

—  Im  dritten  Bande  von  Crelle's  Journal  hat  Jacobi^die  vollstftndige 
Auflösung  des  Problems  gegeben : 

„Die  Relation  zwischen  den  Radien  zweier  Kreise  und  der 
Distanz  ihrer  Mittelpunkte  zu  finden,  von  denen  der  eine  einem 
nnregelmlissigen  Polygon  umschrieben,    der    andere  demselben 
eingeschrieben  ist/^ 
Lässt  man  EllipsjBn  an  die  Stelle  der  beiden  Kreise  treten,  so  hat. 
man  zwischen  den  vier  Hauptachsen,  deren  Neigung  gegen  einander,  und 
der  Distanz  der  Mittelpunkte  eine  Relation  aufzustellen.    Dieselbe  ist  das 
Resultat  der  Elimination  eines  Winkels  zwischen  zwei  Oleichnngen,  von 
denen  die  eine  algebraisch  ist ,  während  die  zweite  in  Gestalt  einer  linea- 
ren Relation  zwischen  zwei  elliptischen  Integralen  erscheint. 

Die  beiden  Hauptachsen  2  a  und  26  der  grösseren  Ellipse  werden  zu 
Coordinatenachsen  genommen.  Die  halben  Hauptachsen  der  umschlossenen 
Ellipse  seien  a  und  6',  |  und  17  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  end- 
lich a>  der  Winkel,  welchen  die  Hauptachse  2a  mit  der  Abscissenachse 
bildet    Die  Oleichnngen  der  beiden  Ellipsen  sind  dann  folgende: 

9\    {(^  — I)  cosa  +  {y  —  ti)sinu\*      }(a;— 6)  sinm+{y—ri)cosm\* 

^'  -7^ ■** y =  *• 

Auf  dem  Umfang  der  ersten  Ellipse  nehme  man  zwei  beliebige  Punkte 
(x\  y) ,  {x'\  y")  an  und  bestimme  die  Coordinaten  dieser  Punkte  durch 
excentrischen  Anomalien,  2a,  2a?',  so  dass  also:  r^r^r^^]r> 

^        '^  DigitizedbyVjOOQlc 
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a:'=  —  a  cos 2 9?,     j>"s=  —  a  co82q>\ 
y  =       h  sin2q>^     y"=       b  8in2q>\ 
Soll  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte,  nämlich: 

^  cos  (y -h  yQ  _  ^  m  (y  +  y )  ^  ^^^  ^^._  ^^  ^  ^ 

die  zweite  Ellipse  berühren,  so  findet  zwischen  den  Winkeln  <p  und  <p'  die 

Relation  statt: 

a*\a  sin a  sin (<p'+  <p)  +  ^  co« oi  cos {q>  +  9) [* 
+  h'^\a  co8msin{q>'+q>)  —  b  sina>cos{(p'+ g>)\* 
=  \abcos (qp' —  9»)  +  ^  S  cos  {(p'+  9?)  —  «ij  sin  (9)'+  9)  j* 

oder 

ia*\a  sin o)  (to«^ <jp  +  iang 9?')  +  ft  co< a>  (1  —  iang <p  iang q>') \* 
+  b'*\acos(o (fang (p  +  iang q>) — b  sinm(l  — lang q>  iang q>')  j* 
=  j «6  (1  +  ^^^9 V  ^^^9 fp)  +  ^S (1  —  ^öwy <P  to«^ g?' )  —  ari {fang ip'\' iang q>) j*. 
Diese  Gleichung  kann  als  das  Integral  einer  elliptischen  Differential- 
gleichung angesehen  werden.  Differentiirt  man  die  vorstehende  Gleichung, 
so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form  Pdq>  +  Qdipe=zO,  Setzt  man  in 
P  für  tangtp  ihren  Werth  in  Function  von  t€mgq>  mittelst  der  Gleichung  3) 
ein,  eliminirt  mit  Hilfe  derselben  Gleichung  iang*p  aus  Q^  so  folgt: 


^^  yn9)~~-yf{'pr 


wo 


j/'(i/;)  =  a'*t(H-  a  ros2t/;)  sin(Q  +  (yi  —  b  sin2'^)  cos {o\^ 
^      1  +  b'*\{l  +  acos2t\f)  Costa —  {ri  —  b  sin'i^))  m©)* — «''ft'*. 

Da  tp  und  fp    in   derselben  Richtung  gezählt  werden,  so  ist  in  der 
Gleichung  4)  das  obere  Zeichen  zu  nehmen,  also 

d<p    dtp' 

W(^)~yrwy 

Diese  Gleichung  integrirt  giebt: 


f  ^<P      ,     /*  ^<P    I    dcp 


^^  Jyn^)'  Jyn9)~JyfWy 

000 


')  r 


wo  A.  offenbar  der  Werth  von  q>  ist,   welcher  sich  aus  3)  für  ^'=0  ergiebt, 
nämlich: 

I  o'*  j6  cosn-^-a  sin m  iang X\^'\'b'*  \a  cos m  iang l  —  b  sinia\* 
=  lb{a  +  ^)  —  ariiangX\\ 
Seien  A  und  A'  die  beiden  Punkte  auf  dem  Umfang  der  Ellipse  1), 
bestimmt  durch  die  Winkel  2g>  und  2q>',  Zieht  man  von  A'  aus  eine  zweite 
Tangente  an  die  Ellipse  2) ,  so  trifft  dieselbe  den  Umfang  der  Ellipse  1)  in 
einem  Punkt  A'\  Bestimmt  man  diesen  Punkt,  analog  wie  die  Punkte  A 
und  A\  dureh  einen  Winkel  2q>\  so  erhält  man  zwischen  q>  und  q>'  ein^ 
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ähnliche  Gleichung  wie  6),  wenn  ^  und  ^  respective  durch  fp  und  ^'  er- 
setzt werden.  Fährt  man  so  fort,  so  ergehen  sich  für  n  znsjammenstossende 
Tangenten  folgende  Gleichungen : 

_  1  ID* 

jyf(sp)  Jvfisp)  Jvn'py 

0  0  0 

V  *■  9 

Jrnv)  Jm<p)  Jyf{<py 


Jy 


'(«-1)  X  W(m) 

^  yn<p)^Jyn9>)~Jyn9y 

0  0  0 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt : 

^  m^)^  Jyn9>)~Jyn<py 

0  0  0 

Soll  das  Tangenten -Polygon,  beschrieben  um  die  Ellipse  2),  ein  ge- 
schlossenes sein,  so  muss  der  Winkel  ifp^"^  gleich  dem  Winkel  2fp  plus 
einem  Multiplum  von  vier  Hechten  sein,  d.  h.: 

2  9><»)  =  2  g?  +  2  *  ;5 ,     9<*>  =z(p  +  $n, 
wo  9  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Man  hat  dann: 

^^-  /^o_  /»o.  /»j 

VA9)" 


0.0  0  0 

Diese  Gleichung  von  8)  abgezogen  giebt 

l 


/*  dfp    s    r dfp 


d.h. 


9) 


i* 

/; 


dq> 


Li/: 


^9 


f    +6'«{(a+.{cos2y)co5w  —  (yi  —  6m29)^J«j'-^«'*^'*]. 
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Sabstitairt  man  hieraus  den  Werth  von  iang  X  in  die  Gleichung  7) ,  so 
erhält  man  eine  Relation  zwischen  a,  b,  £,  17,  a ,  b'  und  o,  welche  ausdrückt, 
dass  der  Ellipse  2)  ein  Polygon  von  n  Seiten  und  $  Umläufen  umschrieben 
werden  kann,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  1)  eingeschrieben  ist* 

Für  den  Fall  zweier  Kreise  hat  man  ö  =  fr=r,  a'=ft*=r,  i;  =  0  und 
«=0.     Die  Gleichungen  7)  und  0)  werden  dann  einfach: 

r'=(r  +  |)co«A, 

d(p 25  r       a^ 

y{l  -^sin^tp)  ~  nj  yil-k'  sin*&) ' 


;tf== 


0 

4gr 


oder 


(|  +  r)«_r 


/  2sIC     „  4|r 


was  die  von  Jacob!  gegebenen  Gleichungen  sind. 

Die  beiden  Integrale  in  0)  lassen  sich  bekanntlich  nach  Gauss  {Com- 
mentat.  rec.  Gotiing,  IV)  durch  eine  Substitution  von  der  Form : 

p+p  C0S9+  p"  sin  &        .       g-Hg  cosd'  +  q"  sifi  -9- 

''''''P  —  r+r'cos^+r"^n^'    '''' "^  ~  r  +  /  cos ^  + 'r"^ ^ö^ 
auf  die  gewöhnliche  Form   elliptischer  Integrale   reduciren,  so  dass  die 
Gleichung  9)  übergeht  in : 


J  y(G  +  e  cos* &  +  G"  sin* e)       njy 


y{G  +  G'  cos*  &  +  G    sin*  {>) ' 


wo 


—r+pcos2l+gsin2X  —r  +  p    cos2l  +  g'  cos2X 

'^  r — pcos2k  —  qstn2k  '^  r^^pcos2k  —  q  stn2X 

Die  Ausführung  dieser  Substitution  verursacht  eine  solche  Couiplica- 
tion  von  Formeln  und  nachherigen  Eliminationen ,  dass  es  kaum  der  Mühe 
verlohnen  möchte,  auf  diesem  Wege  die  gesuchte  Relation  darzustellen. 
Sind  die  beiden  Ellipsen  1)  concentrisch  und  confocal,  also 

ihre  Gleichungen,  so  hat  man  a'*=a* — «',  6'*  =  6* — **,  |  =  0,  >}  =  0, 
0=0.     Nimmt  man  <=1 ,  so  geben  die  Gleichungen  7)  und  9) 

r 89 __£  f d<p 


y{a*  ««»2g)  +  fr» cos'2<p—x*)       n  J  y{t?  siM»2g>  +  b*  cos'itp  —  :') 

ZeiUchritl  f.  Mathematik  a.  Phyrik.  VII,  3.  ^^W  ^V  ^jOOg  IC 
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oder 


T-" 


also 


and  da 


co<  31  =3  -fTj r/ ji — n(  =  «««»«11 J  ■»• 

Für  ns=3  nnd  nn  am  \K=x  hat  man  die  Gleichungen: 

a«y— »*(«»  +  »*) 

2«(1— Ä»Ä»)  =  1— Ä»*«, 

Durch  Elimination  von  x  und  A*  «wischen  diesen  Gleichungen  folgt : 
{i«(ö»— ft»)  (3a«  +  i»)  —  2a»6»(a'— ft«)  «»—««6«} 
{(a»_6»)«««+2a«6»(o«  +  6»)«»  — 3«i*6«}  =  0. 
Der  erste  Factor  l(ann  offenbar  nicht  verschwinden ,  da  sich  derselbe 
ftir  a=b  auf  — 0*6*  reducirt  und  die  gesuchte  Relation  auch  fOr  zwei 
Kreise  giltig  bleiben  muss,  folglich  mnss  der  zweite  Factor  verschwin- 
den, d.  h. 

(at_fct)t^+2a«6«(a«  +  6»)2«~3fl*6*=:0 
ist  die  gesuchte  Relation.    Die  Gleichung  giebt  fttr  2*  nur  eine  positive 
Wurzel,  man  findet: 

Die  beiden  Ellipsen 

haben  also  die  Eigenschaft,  dass  unzählig  viele  Dreiecke  der  ersten  ein- 
geschrieben werden  können,  welche  gleichzeitig  der  zweiten  umschrie- 
ben sind. 

Für  zwei  fthnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen  läs^  sich  die  ge- 
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suchte  Relation  auf  die  zweier  Kreise  zurückfahren.     Setzt  man  in  7) 
nnd  9) 

g  ==  ^  cos  2  er,    i^  =  ^  sin  2«, 
80  erhält  man  folgende  Oleichnngen : 

z  =  {1  '^  Q  cos 2tt)  cos X  —  Q  sinX  sin2a 
=  (1  +  ^)  cos a  cos (k  +  a)  +  (1  —q)  sina  sin  (X  +  ö), 
X  « 

J  y(i—f^sifi*{tp+a)~'nj  ^(1— it»^«(^+a)' 
0  0 

k'r-  "^ 


Ffir  1  +  «=/}  hat  man  einfacher: 

10)  z  =  {l  +  (f)  cos  u  cos  ß-t-{l  —  (f)  sin  u  sin  ß, 

y[__ll___  f ?? ^i  f       ^y      .  ^  ^  jr 
^(1--Ä*«w«9)      t/  ^(1— A*«th»       nj  y{\—l(*sin*g>)       n 
0                                    0  0 

Die  letzte  Gleichung  gieht : 

^..  2K      cosaeosß+SinaSinßJ{tt)J{ß) 

11)  cos  am —  = TZ — r-j rr^; — -• 

'  n  l-'f^sin^usin^ß 

Ans  10)  findet  man : 

(I  +()»  {sin*a+sin*ß)  =  4^  ä/«««  «in«/5-h2(l  — ^) zsinasinß  +  (1  +p)«_2«, 

hierdurch  geht 

[d{a)  J{ß)Y  =  1  — Ä»  (««*a  +  «>!*/»)  +  it*  Äin'a  m»|5 

über  in 

4p 

{1+q)  J{a)  J(ß)  =  l — Q  —  z,  !1 j«>Ja«n/3=l  — ^ — k^zsinasinß. 

{1  +  Q)'        z 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  und  10)  nimmt  die-  Gleichung  11)  folgende 
Form  an: 

2K         z 
cos  a  m  —  =  —-- — . 
n        l  +  e 

Diese  Relation  ist  ganz  analog  derer  für  zwei  Kreise.     Setzt  man  in     * 
der  betreffenden  Gleichung  für  zwei  Kreise ,  mit  den  Radien  r,  r  und  der 
Distanz  d  der  Mittelpunkte, 

80  erhält  man  unmittelbar  die  entsprechende  Relation  für  zwei  ähnliche 
und  ähnlich  gelegene  Ellipsen.  _ 

Die  Bedingung,  dass  ein  Dreieck  der  Ellipse  2)  umschrieben  werden 
kann,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  1)  eingeschrieben  ist,  möchte  sich 
am  einfachsten  wohl  auf  folgende  Weise  finden  lassen.        DigitizedbyGoOQlc 
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Man  setze  zur  Abkürzung : 

12) 
a*  cos^m  +  b'^  sin*a^=:A^  a*  sin^m  +  b'*  cos^m=:B,  {a*^b'*)  sinm  C08m^=C, 
Vom  Punkte  (t/,  v)  des  Umfanges  der  Ellipse  l)  lege  man  eine  Tangente 

13)  ?^^=« 

X  — u 

an  die  Ellipse  2).    Für  m  erhftlt  man  dann  die  Gleichung: 

14)  m«M— (J— «)«}+2m{C+(|— m)(i,  — r)j+ß-(i2— r)«=0. 

Jeder  Wurzel  dieser  Olelchung  entspricht  eine  Tangente.  Sind  m',  tn' 

die  beiden  Wurzeln  von  14),  femer  {x\  y\  {x\  y")  die  Punkte,  in  welchen 

die  Ellipse  l)  von  den  Tangenten  geschnitten  wird ,  so  hat  man : 

y  —  v  ^  a«  b^ 

m  1     ,   m 

«^  "*■■?" 

m  Im* 

Die  Gleichung  der  Geraden  durch   die  Punkte  {x\  y)  und  {x'\  y") 
wird  also ,  wegen  3*  +  It  =  1> 

_1       m'm" 
Aas  14)  folgt  aber 

Setzt  man 

so  wird  die  Gleichung  15) 

=  /»+2(ö  +  l). 
Ist  diese  Gerade  eine  Tangente  znr  Ellipse  2),  so  erhält  man  folgende 
Bedingnngsgleichnng : 

15) 
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Wegen 

6» 


ist 

ft»«»"*"««*«        a*}f~~VV       b*)'^^\        a*)^  aH* 

~         a*      ft»"*"*      Va«  ■•'   b*        ifb*J' 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
15)  attf  folgende  Art  darstellen: 

^    ^\a«  ^   6*  ««6«/ 


16) 


,      AB 
+  4 


i£'i,p«,+.,-e4+^-.)i- 


Die  linke  Seite  von  15)  ist  gleich 

Berücksichtigt  man,  dass 
IMij  +  lp       Auj       Bviil*_fAt^      Bi^      2Cwt>\  /Aj*      Bif       2C|ij\ 

«.-,«)»      g«g^_ 

so  lässt  sieb  die  linke  Seite  der  Gleichung  15)  auch  auf  folgende  Art 
schreiben: 

(Aif  ^  B^      2Cuv\/Ai*      Bif      2CSn\ 

Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  16),  so  erhält  man  die  Gleichung 
15)  in  ihrer  einfachsten  Form ,  nämlich : 

\a*^b^         a«&«       V|  \<**  ^  b*         <fv)     *     «»f    |~"' 

Setzt  man'  den  zweiten  Factor  gleich  Null,  so  erhKlt  man  folgende  von 

«  und  V  nnabh&ngige  Relation,   welche  ausdrückt,  dass  ein  Dreieck  der 
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Ellipse  1)  einbeschrieben  werden  kann ,  welches  gleichsei^  d ^  SUipse  2) 
nmschrieben  ist: 

AB—C* 


«^6» 


i 


ZnL  TSb'^x  eine  ehihftllend^  Fliehe.  Von  Dr.  A.  Envbpkb.  — 
In  der  ,yCorrespon(hnce  sur  fScole  polyiechnique^*'  (I.  p.  22»  II.  p.  420)  und  den 
f^ApplicaUons  de  gSometrie^^  (p.  200)  hfit  Dnpin  dlQ  Bniveloppi^  i^Uer  Kti^I* 
flächen  nntersncht,  welche  drei  gegebene  K^n|;elflftcbQa  ber^breD.  Diof^ 
Flftche,  die  sogenannte  ^Cjclide^S  ^^^  neuerdings  von  Roberts  Oegea- 
stand  mehrerer  Mittheilnngen  an  die  Pariaer  Akademie  gewofden  {Comples 
rendus  LIII,  p.  546  and  724,  siehe  auch  ibid,  p.  921  eine  Bemerkung  von 
Mannheim).  Die  Qleichnng  der  Cyolide  ist  weidäpflg;  pnan  orhftlt  aber  ein 
ziemlich  einfaches  Besaltat,  wenn  die  drei  gegebenen  Kugelfläohen  be* 
ständig  ausserhalb  oder  innerhalb  der  eingßhüUtep  Kugelfläc^e  liegen. 

Seien : 

Ux^ay  +  itf^ky  +  iz-cy^f^, 

1)  j  {x-ay+  (y-O*  +  (z  -  c  )•=  r'\ 
(  {x—ay+  (y-n'+  {z-cy=  r"« 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Kugelflächen  und 

2)  (x_«)»  +  (y_^)«+(,_y)«=e»         • 

die  Gleichung  einer  Kugelfläche ,  welche  die  obigen  berflhrt    Man  hat 
dann  die  Relationen : 

i  («-«)•  +  (ß-by  +  (y-c)»  =  (r  +  fY, 

/  («_«")»+ (^_6")»+(y-c")«=  (r"+  qY. 
Sieht  man  a,  /?,  y  als  Functionen  von  ^  an,  so  folgt  die  Enveloppe 
durch  Elimination  von  ^  zwischen  der  Gleichung  2)  und : 

*)  (.-')|-;+(^-»)||+(r-')|j=,. 

Durch  Differentiation  nach  g  geben  die  Gleichungen  8) 

(-• )|-;+a'-»)rJ+<'-')r;='+- 
(._,-,|.-+o,-.-)|-J+(,-.')|r=.-+„ 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  4)  folgt  unmittelbar: 
a — X     ß — y     y — z         q 
n—a     ß—b     y  —  c       r+^     _ 
a  —  a     ß — b     y  —  c      r  +^ 

o  — ap—       y—        r       ^     DigitizedbyGoOglc 
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=  0. 


5) 


=  0, 


Mnltiplicirt  man  die  letate  Yerticalreihe  mit  y—  i ,  so  ist  ancb : 
« — 9    ß—y    f — z         qV^^ 
m—a    ß—b    f—e    (g  +  r)  yZTx 
._a'    ß—h'   ,-c'    {jf^r')Y^i 
m—a"  ß-b"  f-4'  (^+r")>CIl 
Bildet  man  das  Quadrat  dieser  Determinante,  so  folgt,  mit  Bttek- 
sieht  auf  2)  nnd  4): 

0  m  m  m 
»0  n"  ii 
ni  n"  0  n 
m' ft  n  0 
wo 
m  =  {a-x){a-a)+iß—y){ß-b)+(^-z)(,-c)-Q{r  +  9), 

«==(«-fl0(«-«'')+(/J-&')0J-n+(y--O(y-O-(^+r)(^+O 

und  m,  m\  n\  n'  ähnliche  Bedeutung  hahen.    Nun  ist  aber 

2m  =  2««— 2«  (ar  +  a) +2/J«— 2/J  (y  +  6)  + 2/ —  2y  (z  +  c)  —  2^  (r+ e) 

+  2ax  +  2by  +  2cz 
oder 

tm  =  («  -«)•  +  iß-t,)*  +  (y-  »)»-e» 

+  (^-ay+(ß-by+(y-eY-(if+ry 

Wegen  2)  und  4)  wird  nun  einfach: 

—  2«  =  («_a)»+(y  —  by  +  (t—ey—t*. 
Ebenso  folgt: 

—  2n  =  (a'— «")»+  (ft'_  b"y  +  {e'—cy—{r—r"y. 
Setat  man  sor  Abkttrznng: 

Jf  =  (x— o)»  +  (y— 6)»  +  (z— c)» -r«, 

JIf"=  («_«")«+(y_  i")»+  (2  _  c")»_r"», 

N  =  {a'-  a'J  +  (>'—  6")»  +  (c-  c"/ — (/— r")', 

N'=  (a  —  a"y  +  (b—b"y  +  (e  —  c"y—{r  — r")», 

JV' =  (a  _  a'y  +{b  —  b'y  +  (c  —  c')»  -  (r  —  r')», 

so  nimmt  die  Gleichung  ()  folgende  Form  an : 

0     M    JU'    M" 
M    0      N"    N' 
M'  N"  0       N 
M"  N'   N     0 
d.  h. 

{MN)*  +  {M'NJ  +  {M"N"y  =  2MM'NN'-\-  2MM"NN"+iM'M"N'N", 
was  die  Gleichung  der  obigen  Enveloppe  ist 


=  0, 
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XIY.  Ctoomatrisohes  Theorem.  Von  Dr.  A.  Ennepbr.  —  Bewegt 
sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge  innerhalb  einer  Ellipse ,  so  be« 
schreibt  ein  fester  Punkt  derselben  eine  Curve  achten  Grades.  Der  In- 
halt dieser  Carve  ist  gleich  dem  Inhalt  der  Ellipse,  vermindert  am  den 
Inhalt  einer  zweiten  Ellipse ,  deren  halbe  Hauptachsen  die  Segmente  der 
beweglichen  Geraden  sind. 

Es  seien 

')  ?+^='. 

a  cos  (p      0  s%n(p 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Ellipse  und  einer  Sehne  jorselben,   ($,  17) 
ist  ein  fixer  Punkt  der  Sehne.    Sind  {x\  y)^  {x'\  y")  die  Schnittpunkte  der 
Sehne  2)  mit  dem  Umfang  der  Ellipse  1) ,  so  hat  man : 

^^  ^— S_y— 1? '   ^  — ^_y  —n     '• 

0)  s=- — : — =«»     =  7 — : — =2. 

a  cos  tp       b  stn<p  a  cosq>      0  stn  g> 

Bezeichnet  man  die  beiden  Segmente,  welche  der  Punkt  (£,17)  auf 
der  Sehne  abschneidet,  durch  p  und  ^,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

oder  wegen  der  Gleichungen  3) 

4)      p*=zz*J\     ^^z'*A\     d  =  y{€fcof^^  +  h^sin^ip). 

Substituirt  man  aus  2)  ar^^+zacosfpj  y=fi+zbsin<p  in  die  Glei- 
chung 1),  so  erhält  man  für  z  die  quadratische  Gleichung: 

\    a  0     /  (Tb* 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  z'  und  z\  folglich : 

K\           z'+z'      icosg>      ffsintp  ,  „  |«      if 

5) ^=__+__,    -.^^  =1_^_«. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  z  und  z'  entgegengesetzte 
Zeichen  haben.     Setzt  man  also  €  =  +  1 ,  so  geben  die  Gleichungen  4) 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  5)  über  in : 
^  a      ^      b      ~^   2J    ' 

Durch  Elimination  von  <p  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt  eine 
Gleichung,  die,  in  Beziehung  auf  |  und  17,  vom  achten  Grade  ist 

Die  Gleichung  6)  wird  identUch  fiir :  ^.^^^^  ^^  GoOglc 
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8) 


I  P — 9 

—  =  1« — —i  cosip  —  gsintp^ 

0  ^ 


Die  Substitution  dieser  Werthe  yod  |  und  tj  in  8)  giebt: 

Sind  die  Coordinaten  x^  y  einer  Curve  Functionen  einer  Variabeln  9, 
bezeichnet  S  den  Inhalt  der  Curve ,  so  hat  man : 

/x     y 


dg>y 


dx  dy 

d<p  dg> 

wo  links  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die 
rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist.     Für  die  Gleichungen  8)  findet  man: 

1.  i 

_,     pg      p—9 ^y  ^ 

"     Vi-(^)l 


1 


1 

n 

dt. 

=  1- 


P9 


p  —  q    3  /  P  +  g  \ 

+  * JH^  d^  ^^^^^  \2y{t^cos*ip  +  b*sin*(p))' 
Bezeichnet  man  durch  S  den  Gesammtinhalt  der  obigen  Curve  achten 
Grades,  so  ist: 


ab      abj 


8|  ^     ^9?, 
dq>  dtp  I 


oder,  wie  man  leicht  bemerkt, 
2tt 


1 


ab~J  V       a*co^ip  +  b^sin*(p)^^~^J  \a*  co^ g>  +  b^ sin^ <p)  ^ ^ ' 
0  0 


d.h. 

S=^nab  —  npQj 
welche  Gleichung  das  obige  Theorem  enthält. 


Der  oben  bemerkten  Gleichung 
±2S^f 


X 

y 

dx 

dy 

dfp 


lässt  sich  leicht  eine  analoge  für  den  Raum  an  die  Seite  stellen.  Die  Co- 
ordinaten Xy  yj  z  eines  Punktes  einer  Fläche  seien  Functionen  zweier  Va- 
riabeln u  und  V.    Setzt  man :  oigitized  by  GoOqIc 
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av(ij)VGö=«  (i^y^mo'-"' 


du  dv'^  dudv^  dudv~    ' 
bezeichnet  durch  C  die  L&Qge  des  Perpendikels,  gefUlt  vom  Anfaiigspankt 
der  Coordinaten  auf  die  berührende  Ebene  zur  Fläche  im  Pnnkte  (jx^y^zj^ 
80  ist: 

Nimmt  man  das  FlKchenelement  927  als  Basis  und  den  Anfangspunkt 
mx  Spitz«  einer  Kegelfläche,  so  ist  das  Volumen,  welches  dieselbe  am- 
scUiesst,  {Cd 2.  Bezeichnet  man  also  durch  V  das  Volamen  fOr  einen 
beliebigen  Theil  der  Fl&che,  so  ist: 


+  C= 


X 

y 

t 

dx 

ds, 

dz 

du 

du 

du 

dx 

9y 

dx 

dv 

dv 

di 

y{EG—F')' 


±ZV=  ±JjCd£=  +  jjCViEG  —  F*)dudv==  ff 


X 

dx 
du 

y   « 

dydz 
du  du 

dx 
dv 

dyd_z 
dv  dv 

dudv. 


Diese  Qleichnng  scheint  noch  nicht  bemerkt  zu  sein.    Für  ein  drei- 
achsiges EUipsoid  erhält  man  mittelst : 

unmittelbar  das  bekannte  Theorem  Legendre's  über  die  ganzen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 


XY.    Einige  Formelii  ftr  das  Trägheitsmoment  ebener  Vielecke.  — 

I.    Trägheitsmoment  des  Dreiecks.     Stehen  den  Seiten  a,  d,  c 

eines  ebenen  homogenen  Dreiecks  die  Winkel  Ä^  B^C  gegenüber,  und 

sucht  man  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  für  eine  ganz  beliebige, 

durch  die  Spitze  B  gelegte  Drehachse  2),  welche  mit  den  drei  Seiten  die 

Winkel  a,  ß^  y  einschliesst,  so  zerlege  man  das  Dreieck  in  streifenförmige 

Elemente  parallel  zur  Seite  h ;  steht  ein  solcher  Streifen  in  der  von  B  nach 

der  Mitte  V  der  Seite  h  gezogenen  Geraden  Bü=l  um  x  von  der  Spitze 

bh 
J9  ab,  so  ist  seine  Masse  dM=(i-^xdx^  seine  Mitte  steht  von  der  Dreh- 

achse  /)|  um  —  ab  und  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  2>|  ist  daher 
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wenn  fi  die  Mftsse  für  die  Flächeneinheit,  h  die  Höhe  BH  des  Dreiecks 
und  E  die  Sntfernang  des  Seitenmittels  ü  von  der  Drehachse  bedentet« 
Dm  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  von  der  Hasse  ilf  ist  also  für  eine 
Achse  durch 

I  die  Spitzel  .  .  .  r,  =  Jif  [3Ä*+i6*  w^Jt 
den  Schwerpnnkt    r=  JAf  [1^«  + J&«m«/J], 
die  Mitte  von  6.  .  T^=\m[E^  +1^» ««•/?]. 
Prcji^irt  man  die  drei  Seiten  a ,  6 ,  c  und  die  Hittellinie  /  in  eine  anf 
der' Drehachse  D^  senkrechte  Ebene  ^  so  sind  die  Projeotionen  et  =  aMn«, 
e^s^bsinß^  ef=;:c  siny  und  E*^  in  dem  dabei  entstehenden  Dreiecke  ist 

t  111**  /^^..tl_t*.        ^^*-^  —  cosucosy 

«t*«"  V+«»  —  2«,e,  cosf^t»*»)  =  V+ V  —  8*,«, : : 1 

nnniinf 

3)       b^tir^ß  =  a*8m*a  +  i^sin*Y  —  2ac  {cosB  —  co8acosy\ 

Zn  Formel  4)  kann  man  anch  unmittelbar  dnrch  zweimalige  Anwen- 
dung des  soeben  benutzten  Satzes  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen. 
In  ähnlicher  Webe  bestimmen  sich  die  Winkel  k  und  9,  welche  die  Dreh- 
achse i>|  mit  /  und  mit  h  einschliesst, 

isinJBÜ  cos€i  +  sin  CB  ü  cosy      acosa  +  c  cosr 
COS  Acos€i  +  cos  Ccosy 6,  cos u      \  cosy 
co8g>—                —^                _^_-.  +  -__, 

wobei  bfsssa  cosC  und  6,  =  c  cosJ  die  beiden  Abschnitte  der  Seite  b  sind. 
Eben  so  leicht  findet  man  aus  dem  durch  die  Projectionen  gebildeten 
Dreiecke 

und  erhält  nun  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Formel  2) 
iT,=  iM[i^8in*a  +  ifsin*r—ib*sin^ßl 
^      t  r,  =  i  üf  [o*  «n*a  +  c"  «>i"y  -h  a c  {cosB —  cos a  cosy)]^ 


'^M[<^ sin*a  +  fr* sm*ß  —  ac{cosB  —  cosa  co*y)J, 

|r,=  Va^  [***  *''**«  +  c*5th»y], 
^^^sin^Asm^ü  +  sin^Csm^y 

Unter  den  in  diesen  Formeln  enthaltenen  besonderen  Fällen  zeichnen 
sich  aus : 

1.  Die  Drehachse  liegt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  parallel  zur  Seite  fr; 

9)  r=yy^fÄ«  =  ^T,  =  |r,. 

2.  Die  Drehachse  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks ; 

10)  T=^M{^+V  +  c*). 

3.  Ebene  D^BC  steht  senkrecht  auf  Ebene  BiBA;  cosB:=i  cosa  cosyi^ 


204  Kleinere  Mittheilangen 

11)  r=  ^^M  [a«  *iVi»a  +  c»«t>t»y]  =  J  T,  =  }  T,. 

4.  Macht  die  Projection  der  unter  dem  Winkel  ^  gegen  die  Dreiecks- 
ebene geneigten  Drehachse  mit  der  Höhe  h  des  Dreiecks  gegen  BC  hin 
den  Winkel  v,  so  macht  sie  mit  der  Senkrechten  zu  h  gegen  C  hin  den 

Winkel v.  und  es  ist  dann 

2 

eosfp^=:scos9  cosvy     co8ß  =  co$^sinv^, 

eosu  =  co8ßcosC+  cosg>  sinC^     cosy  =  ~^  co$ß  cosA  +  cosip  smÄ. 

Da  nun  a*+c*  =  2Ä*  +  ft,*  + V  ist,  so  gehen  die  Formeln  6),  7)  und 
8)  über  in '  folgende ,  leicht  auch  unmittelbar  ans  den  allgemeinsten  For- 
meln für  das  Trägheitsmoment  bei  beliebiger  Lage  der  Drehachse  bu  ent- 
wickelnde Formeln : 

I  r,  =  j-iJf  [a«  +  c«-f  ac  cosB  —  Zh*  cos^tp  —  (V— *i^  +  V)  co^ß 
+  h  (6| — ft,)  cosg>  cosß]y 

iT  =  ^M[h^  m« g>  +  (^«  +  b,b^+ V)  sin^ß  +  ä  (6,  —  fe.)  co* <p  cos ß], 
T  =  yV^[^'  +  ^  —  accosB  —  f^cos'ip  —  (V  +  *i  ^  + V)  ^^o^ß 
+  3 Ä  (6| — 6,)  CO*  9  cos  /3], 

7;=.  ^J,^  [a«+c*  —  2Ä«  co^9  —  (ft,«  +  V)  ^o^/J 
+  2  Ä  (6|  —  &,)  CO*  9  cos  ß]. 
Ans  diesen  Formeln  fliessen,  wenn  man  einmal  (p  und  einmal  ß  zu 

Null  werden  oder  zu  —  anwachsen  lässt ,  je  zwei  Reihen  von  Formeln, 

welche  in  ähnlicher  Weise  mit  einander  verwandt  sind,  wie  die  auf  S.  175  ff. 
des  y.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  für  das  Rechteck,  den  Kreis  und  die 
Parabel  aufgestellten  Formeln.  —  Ebenso  kann  man  die  Winkel  a^  ß^  y 
durch  den  Winkel  iL  und  den  Winkel  t^  ausdrücken,  welchen  die  Drehachse 
mit  der  in  der  Dreiecksebene  senkrecht  zu  /  gelegten  Geraden  einschliesst; 
wenn  Jl  oder  ^  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  Ebene  ist,  so 
ergiebt  sich  hierbei : 


13) 


Mit  Hilfe  der  Formeln  5),  6)  und  7)  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
es  im  Allgemeinen  bei  gleicher  Neigung  der  Drehachse  nicht 
zwei  verschiedene  Lagen  derselben  giebt,  für  welche  T  und  T^ 
gleich  gross  ausfallen;  für  J«  dagegen  giebt  es  noch  eine  zweite  solche 
Lage,  sobald  das  Dreieck  bei  B  rechtwinklig  ist,  in^^ welchem  Falle 
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sich  ja  das  rechtwinklige  Dreieck  \  von  U  ans  in  zwei  gleichschenklige 
Dreiecke  zerlegen  lässt.    Anders  ist  es  beim  gleichseitigen  Dreieck. 

n.  Trägheitsmoment  des  Vierecks.  Die  Formeln  für  das 
Trägheitsmoment  nnregelmässiger  Vielecke  entwickelt  man  ent- 
weder mit  Benutzung  der  Formeln  7),  wobei  man  das  Vieleck  ganz  be- 
liebig in  Dreiecke  zerlegen  kann,  oder  mit  Benutzung  der  Formeln  6), 
wobei  man  das  Vieleck  von  dem  Punkte  aus,  wo  die  Drehachse  die  Ebene 
des  Vielecks  trifft,  in  Dreiecke  zerlegt. 

So  erhält  man  z.  B.  als  Trägheitsmoment  des  Vierecks  ÄBCF  von 
der  Masse  M  für  eine  Drehachse  durch  den  Eckpunkt^: 

14) 

wenn  die  Eckpunkte  A  und  F  um  A,  und  A,  von  der  Diagonale  BC=a 
entfernt  sind,  und  diese  den  Winkel  o,  die  Seiten  BAs^Ci^  BF^c^^ 
CA  =  ^1  und  CF=  6,  aber  die  Winkel  /i ,  /s ,  ßt  und  /?,  mit  der  Drehachse 
einschliessen. 

Als  Trägheitsmoment  des  Vierecks  für  eine  Achse  durch  die  Mitte 
der  Diagonale  a  dagegen  ergiebt  sich  aus  8): 

15)    T,-^^M j-^^ ; 

ist  aber  g>  der  Winkel  zwischen  A,  und  der  Drehachse,  sowie  B^^  J9,,  C| 
und  Ct  die  Winkel ,  welche  die  Diagonale  a  mit  den  Seiten  C| ,  c« ,  b^  und  6, 
macht,  so  wird 

16) 

—  {Ä,  {c^^co^B,  +  V co^C;)  +  Ä, (VcoÄ» B^  +  h^^co^(?)\cosfu  ' 
— 2  \h^{Ci  cosBi  —bi  cosCi)^hj*  {c^cosB^^b^cosC^)  j  costpcosa  1 

Macht  die  zweite  Diagonale  d  mit  der  Drehachse  gegen  A  hin  den 
Winkel  8  und  schneiden  sich  die  Diagonalen  so,   dass  die  Abschnitte  a^ 
und  o,,  d,  und  d^  sind,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Vierecks  für  eine 
Drehachse  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen: 
,7)    r,^^jtf[^%fa'«  +  ^i^'m'J-gL'*-^''«>'V'  +  '^.^»'"»'yt 

_  Ojf^  cf|  fe,«  8in*ßt  +  d^b^  gw'ft] 
3a  d  S 

Für  das  Trapez  endlich,  dessen  parallele  Seiten  b  und  b^  mit  der 
Drehachse  den  Winkel  /},  während  die  nicht  parallelen  Seiten  a  und  c  mit 
der  Drehachse  die  Winkel  a  und  /  einschliessen ,  findet  man  als  Trägheits- 
moment für  eine  beliebige  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  ^Ip^f^^v^oTp 

igi  ize      y  g 


206  Kleinere  Mittheilangen. 


in  pj. 


+       ■  -«  -!>  ■  -^0    «   --«-0    .  -p^»^. 


ni.  TrSgheitsmomdiit  regelmHssiger  Vielecke  für  eine 
beliebige  Drehachse  dnrch  den  Schwerpunkt.  Wenn  man  die 
Formel  6)  auf  die  n  gleichschenkligen  Dreiecke  des  regelmässigen  »sei- 
tigen  Vielecks  von  der  Masse  M  anwendet ,  welches  in  den  Kreis  vom  Halb- 
messer r  eingeschrieben  ist ,  so  hat  man  y,  =  0, ,  jr,  =:  «g  n.  s.  w.  zu  setzen 
nnd  erhält  daher  als  Trägheitsmoment  dieses  Vielecks  fftr  eine  beliebige 
Schwerachse : 

_       cosoi  cosat  + . . .  +  coson  cosail 

+  cos  iJ —  I. 

n  J 

Ist  ^  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  Ebene  des  Viel« 

eeks  nnd  macht  die  Projection  der  Drehachse  mit  den  nach  dem  ersten, 

zweiten  n«  s.  f.  Eckpunkte  gezogenen  Halbmessern  die  Winkel 

Vj,   V^sr^V^  +  By    rgsss», +  ^=Ärj+2^  u.  s.  f., 

so  ist 

I  CO8  01  =  €08  ^  cos  9, 

cos  01  =  cos  Ol  cos  B-^  sin  B  cos  <&  sin  Vi  u.  s.  f. 
cos B  —  co*0,  cosa^  ==:  cosBsin^a^  +  \sinB  co^d-  sin  2v^y 
CVS  B  —  cos  tft  ^<>'  »%  =°  ^<>^  ^  9*^  ö^'^\  ^'^  ^  ^^^  ^  ^^  2^t  ^*  s«  f' 

Nun  bilden  aber  die  Winkel  29| ,  29^ » •  •  •  oii^e  arithmetische  Reihe, 
deren  Differenz  2B  und  deren  letztes  Glied  29||=29|  +  2(n — 1)^  ist;  da 
niinn^=3  29s,  seist 

sin  2Vi  +  sin  2v^  + . . .  +  m  2»,  =  0  =  co*  2»!  +  cos  29,  + . . .  +  co«  29«, 

CO**0j  +  CO^a^  +  • . .  +  CO^On  •  -V  C0«*9j  +  C0**9,  +  • . .  +  C05*9« 

=  cosrv 


=  co«*^ 


n 
n  +  00s  2  9,  +  co^  2  9,  +  •  •  •  +  cos  2  p« 


2ra 

=i  \  COS^y 

sin^Oi  +  Wn'ot  +  .. .  +  sin^Un      2  — co«*'^       1  +  sin*& 


9 


B  B 

wobei  5  =  r  *i>i  --  die  Seitenlange  und  ä  =  r  cos  —   den   Abstand   einer 
2  '^  2  /^^  1 
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Seite  vom  Mittelpunkte  bezeichnet.    Dfta  Maximum  von  F  ersoheint  bei 

<&==---,  das  Minimum  dagegen  bei  0  =  0. 

Es  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  eines  jeden  regel- 
mSssigen  Vielecks  für  irgendwelche  Drehachse  ausser  den 
Bestimmungsstücken  des  Vielecks  nur  von  der  Neigung  ^ 
der  Drehachse  gegen  die  Vielecksebene  abhängig,  nicht 
aber  von  der  Lage  der  Drehachse  gegen  die  Vielecksseiten. 
(Vergl.  Jahrgang  V,  S.  171,  Anmerkung.) 

Setzt  man  T=^^k^Mr*  (l+«Vi«d),  so  hat  man  für  «=3,  4,  6,  8, 12,  oo : 
Ar,=3  =  4— Ki;     Är4  =  4  =  4  +  yÖ, 

In  welchen  Fällen  der  obige  Satz  auch  für  gerade  oder  schiefe  Pris- 
men und  Pyramiden  von  regelmässiger  Grundfläche  gilt,  ist  leicht 
SU  ermitteln,  da  das  Trägheitsmoment  für  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gelegte  Drehachse  bei 

«Prismen         T=  M  {g*+^^q,*sm*^), 
^  «Pyramiden   r=|Af (^•  +  -,V?t**««» 

zu  setzen  ist,  wobei  ^  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die 
Grundfläche  und  ifr  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  geome- 
trische Achse  Qi  des  Prismas  oder  gegen  die  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
gelegte  Schwerachse  q^  bedeutet,  während 

C08  «^  =  sin  a  sin  &  +  costa  cos  ^cosv 
ist,  wenn  qi  oder  q^  unter  dem  Winkel  m  gegen  die  Grundfläche,  die  durch 
qy  oder  q^  und   durch  die  Drehachse  normal  zur  Grundfläche  gelegten 
IBbenen  aber  unter  dem  Winkel  t  gegen  einander  geneigt  sind. 

Chemnitz«  Dr.  Zbtzbche. 


XTL  Veber  das  Potential  der  Kugelschaala  —  Mittelst  der  Theorie 
der  Kugelfunctionen  gelangt  man  leicht  zu  dem  Satze ,  dass  das  Potential 
der  Kugelschaale  in  endlicher  Form  entwickelbar  ist,  wenn  die  Dichtig- 
keit im  Punkte  xyz  durch  eine  ganze  rationale  Function  der  Coordinaten 
x^y^z  dargestellt  wird*).  Der  Satz  dürfte  daher  ziemlich  bekannt  sein, 
obschon  er  nirgends  besonders  hervorgehoben  erscheint     Wir  wollen  ihn 


*)  Unter  der  gemachten  VoraussetBung  ist  nämlich  die  Dichtigkeit  eine  ganze 
rationale  Function  der  Polarcoordinaten  und  giebt,  nach  Kugelfunctionen  entwickelt, 
eine  endliche  Reihe.  Für  das  Ellipsoid  yerhält  sich  die  Sache  ähnlich ,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  man  auf  elliptische  Integrale  kommt.  oigitized  by  GoOqIc 
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im  Folgenden  unabhängig  von  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  beweisen 
und  zugleich  ein  Paar  unbemerkt  gebliebene  interessante  Special  fälle  des- 
selben näher  betrachten. 

Die  Dichtigkeit  im  Punkte  xyz  sei  ((x^y^z)^  das  Volumenelement 
dv  =  dxdydz^  die  Radien  der  Kvgelschaale  mögen  r«  und  Tj ,  die  Coordi- 
naten  des  angeasogenen  Punktes  £,  17,  {;  heissen ,  endlich  sei  aur  Abkürzung 

das  Potential  der  Kugelschaale  ist  dann 

wobei  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen  o;,  y,  z  er- 
strecken ,  welche  der  Bedingung 

genügen.     In  Polarcoordinaten  ist  wie  gewöhnlich 

1)   jrc=:rco5^,  y^=rsintpcos^j  zs=sr sintp$ini(fj  dv^=^f* 8mq>drdq>d^\ 

dem  analog  setzen  wir 

2)  l^:^qcosXy    fi==iQsinXcosfif    ^^^if  sink  sin  f^ 
und  bezeichnen  mit  t  den  Winkel  zwischen  q  und  r;  dies  giebt 

cosr  = 1-—  —  + 

Q    r        Q    r        Q    r 

oder 

3)  cos  x  =  cosi  cos  q>  +  sin  k  sin  9  cos  (^  —  fi), 

M==^^«  —  2^rco«T  +  r*, 
r,  n    2n 

V=J   ff(^^^2llllr^sin<p  drd<p  d^. 
ro   0    0      • 
In  Aei  letzten  Formel  sind  die  vorher  angegebenen  Werthe  von  x^  y,  z^ 
cos  %  und  u  zu  substituiren ,  was  der  Kürze  wegen  unterlassen  wurde. 

Von  den  zusammengehörigen  Coordinatensjstemen  x,  y^  z  und  r,  ^,  ^ 
gehen'  wir  zu  zwei  neuen  Systemen  arj,  y, ,  r,  und  r,  t,  »  über,  indem  wir 
die  feste  Gerade  q  zur  Achse  jr,  und  die  Ebene  des  Winkels  k  zur  Ebene 
x^y^  nehmen.  Nennen  wir  der  Reihe  nach  A^  B^  C  die  Punkte,  in  welchen 
die  ursprüngliche  o:  -  Achse  und  die  Yectoren  q,  r  eine  Begrenzungsfläche 
der  Kugelschaale  schneiden ,  so  entsteht  ein  sphärisches  Dreieck ,  worin 
LA=^  —  fi,  die  Seite  AB=zk  und  die  Seite  AC=q>  ist;  dem  Winkel  g> 
im  früheren  Polarsysteme  entspricht  in  dem  neuen  die  Seite  BC=jy  end- 
lich entspricht  dem  Winkel  ^  der  Winkel  180*>  — -ff=ai.  Man  hat  nun 
die  Relationen 

cos  <pz=icosk  cos  X — sink  sin  x  cos  cd, 
sin^  cos{^  —  fi)  =  sinkcosx  +  cosk  sinx  cosm^ 
sin g>  sin  (^ —  f*)  =  sin x  cosw] 
entwickelt  man  aus  den  zwei  letzten  die  Werthe  von  sing>  cosiby  sinapsinip 
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mid  mnltiplicirt  nachher  mit  dem  Radinsvector  r,  welcher  beiden  Polar- 
Systemen  gemeinschaftlich  angehört ,  so  erhält  man  nach  No.  l) 
a? s=r  {co8lcost  —  sink  sint  cofa)j 

y=r  [sin  X  cosfi  cos  t  +  {cos  X  cos  fi  cos  o  —  sin  fi  sin  o»)  sin  t], 
zsr  [sinX  sinfiC0St  +  (cosX  sinficoscn  +  cosfi  sine»)  mv], 
oder,  wenn  X  nnd  fi  durch  £,  17,  {[  ausgedrückt  werden 

4r=  — f|coÄT  —  J^^*+  V  «'»^  co^wj, 

y=  — l«cosr+  «nTCQgCtf stn y «n w  I , 

9\'  Vn'  +  i'  Vn'  +  V  J 

«  =  — ( fco^T  +  sin  X  COS  m  +  -7==2=«nt  *tn«). 

Das  nene  Yolumenelement  ist  r*  sin  t  dr  dt  dm,   die  Integrations- 
grenzen bleiben  für  r,  r,  o  die  nämlichen ,  wie  für  r,  <p^  ^,  nnd  so  wird 

4)  r=  f'fflßM^J^^  ar  är  .«. 

J  J  J  !/«• — 2prcoÄi  +  r* 

To     0     0       '^   ^ 

wobei  noch  die  vorigen  Werthe  von  x,  y,  z  zu  substituiren  sind. 

Ist  nun  f{x^  y,  z)  eine  ganze  Function  für  ar,  y,  z,  so  erhält  sie  zufolge 
der  genannten  Substitution  die  Form 

/(x,  y,  z)  =  2JC,r*  co«**T  *m"r  co^  co  m'o;, 
worin  C  eine  Constante,  t,  A:,  m,  n,  p,  9  ganze  Zahlen  bedeuten;   die  Be- 
rechnung von  V  führt  demnach  auf  Integrale  von  der  Form 
Ti   n  2n 

r  r  rr^cos^tsin*tcosPcDSin^(o  ,    .      ^    ^    ^ 

I    I   I  — — trstnxdrdzdm. 

n    n  y^* — 2^rco«T  +  r* 

Man  bemerkt  sogleich,  dass  das  Integral 

2» 

cosPfosin^adm 
0 

▼erschwindet,  wenn  nicht  p  und  q  gleichzeitig  gerade  Zahlen  sind;  im 
letzteren  Falle  ist  sein  Werth  eine  nur  von  p  und  q  abhängende  Constante, 
weiche  vor  die  beiden  übrigen  Integralzeichen  tritt;  mithin  bleiben  nur 
Doppelintegrale  von  der  Form 

/Vfcj»,     f        co^rsin^r  , 

n    ^^* — 29rco«T  +  r* 

Erhebt  man  die  vorhin  angegebenen  Werthe  von  o:,  y,  z  auf  ganze  Po- 
tenzen und  beachtet,  dass  sinx  nie  allein,  sondern  entweder  mit  dem  Factor 
cosn  oder  mit  sint»  verbunden  vorkommt,  so  erhält  man  auch  jede,  nn-  _C 
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gerade  Potenz  von  sinv  mnltiplicirt  mit  einer  angeraden  Potenz  von  cosa 
oder  von  stno»;  dasselbe  gilt  für  die  Producte  irgend  welcher  Potenzen 
von  Xy  yy  Zy  ^.h.  wenn  n  ungerade  ist,  muss  wenigstens  eine  der  Zahlen 
p  nnd  q  ungerade  sein.  Derartige  Glieder  liefern  aber  bei  der  Integration 
nach  CO  verschwindende  Integrale,  mithin  bleiben  für  die  Integration  in 
Beziehung  auf  x  nur  Glieder  mit  geraden  n  übrig.  Gleichzeitig  fallen  anck 
alle  Glieder  weg ,  in  denen  ungerade  Potenzen  von  j/iy'+f*  vorkommen ; 
jedes  Doppelintegral  der  obigen  Form  ist  also  mit  einer  rationalen  Func- 
tion von  £f  1^1  £)  ^  mnltiplicirt.    Mittelst  der  Substitution 

l/p*  —  2pr  co*t  +  r*  =  M,     co8t  =  - 

^  2Qr 

erhält  man  weiter 


f, 


j/q* — 2QrcosT  +  r* 


•sinxdx 


—   /*/g'  +  r^  —  u^Y  //V^--  ((>'  +  r'  — im«  du 
~J  \       2vr        /     \  2^r  /    qr' 

wegen  des  geraden  n  ist  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck 
rational  und  liefert  nach  Integration  und  Einführung  der  Grenzen  u  =  ^+'* 
und  «==  + (^ — r)  eine  rationale  Function  von  I,  iy,  f,  ^,  r,  deren  Integra- 
tion in  Beziehung  auf  r  leicht  genug  ist.  Man  hat  daher  den  Satz:  wenn 
die  Dichtigkeit  im  Punkte  xyz  durch  eine  ganze  rationale 
Function  von  x^  y,  z  dargestellt  wird,  so  ist  das  Potential 
eine  rationale  Function  der  vier  Grössen  |,  i},  {;  und  q. 
Für  den  speciellen  Fall  /"(x,  y,  r)  =  :r  ergiebt  sich  nach  No.  4) 
Tj   n  2ä 

'  cos  w) 


ffff.dxdydz=  rrf'^icosUosr-sinlsmr, 


sinxdrdxdm 


2»!  /*•  ,      /*        cosx sinxdx 

9  •^        .  A     VQ^  —  ^Qrcosx  +  r*^ 
der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  ist 

1^  wenn  ^<r, 

}-f  wenn  ^>r, 
und  daraus  folgt  für  ifK^^Qi 


r, 
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dagegen  für  q'^  Tj  : 

Besteht  die  Masse  der  Kugelschaale  aas  einer  stetigen  Folge  paralle- 
ler ebener  Schichten,  von  denen  jede  für  sich  homogen  ist,  während  die 
Dichtigkeit  von  einer  solchen  Lamelle  zur  anderen  varürt,  so  ist  die  ein- 
fachste Voranssetsang 

f{x,  y,  z)  =  Ax+By  +  Cz+D, 
wobei  man  sich  D  so  gross  genommen  denken  kann,  dass  f{oc,yy  z)  immer 
positiv  bleibt.    Dies  giebt 

r={«(r,«— ro»)(^5  +  5iy  +  Ct  +  3/)),  Q<r., 

r=A«} 7-^ +  5 ^ },     R>ri. 

Im  ersten  Falle  sind  die  Componenten  der  Anziehung  der  Kugel- 
schaale auf  den  Punkt  fijj; 

dV 

r=}^(r,«-ro«)i?,   2=f«(r/-V)C, 
d.h.  im  umschlossenen  Hohlräume  bleibt  die  Anziehung  con- 
stant  sowohl  der  Grösse,  als  der  Richtung  nach;  die  Grösse  ist 

ihre  Richtung  steht  senkrecht  auf  den  Parallelebenen ,  welche  die  Massen- 
elemente von  gleicher  Dichtigkeit  enthalten. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  f{x^  y,  z)  rzsa:*;  sie  giebt 

r-dxdydz 

r  r  Tr*  (coskcosr  —  sink  sin x  eoscal)*   .      ^    ^     , 
=  11    I — ^ ,  .  -smzdrdxdm^ 


ffß. 


f/q* — 2^r  co^T  +  r* 

woraus  nach  Integration  in  Beziehung  auf  o  und  Substitution  der  Werthe 
von  cosX  und  sink  folgt 

fff^dxäydz 

r\^  rQ*-v+{H*-Q')cosu .  . 

^=n  I  r*dr    I  ^— —  ^  '  srnräx. 

Die  Integration  nach  x  liefert 
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t^SÄ^^%^k*S^*^fc^k^^^fc^*^fc^^^^^F^^^^^P%^^'^^^^^%^S^b^h^h^N*%^w 


and  hieraas  ergiebt  sich 

~"  f~^  V r    *^'* 

Nach  diesen  Formeln  hat  es  keine  Schwierigkeit^  den  Fall 

za  behandeln ;  setzt  man  zar  Abkürzung 

so  erhält  man 

F=  ^V«  {5(r/-ro^)  ir+  2(r,»-V)  (35- JST^«)},     ^  <  ro, 


Q'^^t* 


Einfacher  werden  diese  Formeln,  wenn  ^  +  ^  +  (7  =s  0  ist ,  d.  h.  wenn 
die  Massenelemente  von  gleicher  Dichtigkeit  auf  gewissen  Hyperboloiden 
liegen. 

Der  interessanteste  Specialfall  ist 

f{x,y,z)  =  (a-xy  +  ib-yy  +  {c-z)*i 
die  Masse  besteht  dann  ans  einer  stetigen  Folge  concentrischer  homogener 
Kngelschaalen ,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  a^  b^  c  besitzt,  also 
excentrisch  gegen  den  Mittelpunkt  der  aus  Tq  and  r«  beschriebenen  Kugel- 
schaale  liegt;  die  Dichtigkeit  eines  Massenelementes  ist  direct  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  desselben  vom  Punkte  abc.  Berechnet  man 
zuerst  das  Integral 


ffß 


dxdydz^ 


u 

indem  man  (a  —  x)*  auflöst  und  die  Formeln  5),  6),  7)  and  8)  anwendet,  so 
findet  man  für  ^  ^  r© : 

a«  .  2»  (r/— V)  —  2«  .  j«  {r*—r^*)  g 

=  2;.(r/-Oja«-}a£  +  ^V(3S'-«*)  +  *(''/  +  0} 
und  für  ^  ^  Tj  : 

T"  IT^      ~ T  IW'* 15 • 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  r^^r^^J^ 
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Im  ersten  Falle  sind  die  Componenten  der  Anziehnng  der  Kagel- 
schaale  anf  den  Punkt  lijj; 

^  =  |[=-J»(r.*-V)a. 

F=  — 4j»(r/~ro«)6,     Z==  — |«(r/— ro«)c, 
d.h.  im  umjBclilossenen  Hohlräume  Jbleibt  die  Anziehung  con- 
stant  sowohl  der  Grösse,  als  der  Bichtnng  nach;  die  Grösse  der 
Anziehung  ist 

ihre  Richtung  ist  parallel  der  Geraden  vom  Punkte  abc  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Kngelschaale.  Sohlömilch. 


AYJUU  Vaohweis  eines  wohlfeilen  Apparates  m  Speetralbeobaoh- 
tnngen.  —  Alb.  Mousson  hat  in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  428  die  mathe- 
matische Theorie  spectroskopischer  Apparate  gegeben  und  am  Schlüsse 
seiner  theoretischen  Betrachtungen  ein  Spectroskop  beschrieben,  welches 
ihm  alle  Vorzüge  der  Bequemlichkeit,  Einfachheit  und  Wohlfeilheit  zu 
vereinigen  schien,  die  der  Chemiker  und  Physiker  bei  qualitativen 
Spectralversuchen  verlangen  kann.  Das  Mousson^sche  Spectroskop  be- 
steht aus  einer  40  bis  60  Centimeter  langen ,  3  bis  4  Centimeter  weiten ,  in- 
wendig geschwärzten  Röhre,  welche  der  Bequemlichkeit  beim  Experimen- 
tiren wegen  zum  Ausziehen  eingerichtet  ist.  An  einem  Ende  der  Röhre 
ist  eine  sehr  sorgfältig  hergerichtete  Spalte  eingesetzt ,  deren  einer  Backen 
(um  die  Spaltenweite  ändern  zu  können)  mittelst  Mikrometerschraube  zu 
verschieben  ist ;  am  anderen  Ende  der  Röhre  befindet  sich  ein  Prisma  von 
gutem  Flintglas,  welches  von  aussen  gedreht  werden  kann,  damit  man 
ihm  diejenige  Stellung  geben  kann ,  bei  welcher  man  beim  Hineinsehen  in 
das  Prisma  das  farbige  Bild  der  Spalte  am  deutlichsten  sieht.  Um  beim 
Hineinblicken  in  das  Prisma  nicht  durch  die  Reflexe  an  den  Prismenflächen 
gestört  zu  werden ,  ist  das  Rohr  dicht  am  Prisma  durch  eine  geschwärzte 
Metallplatte  schief  geschlossen ,  welche  nur  eine  so  kleine  Oeffnung  in  der 
Mitte  erhalten  hat,  als  zur  Beobachtung  des  Spectrums,  erforderlich  ist. 
Das  ganze  Rohr  ist  in  einer  Hülse  festgeschraubt,  die  an  einem  Stativ  anf- 
und  niedergeschoben  werden  kann  und  vertical  und  horizontal  beweglich 
ist,  so  dass  man  dem  Rohre  jede  beliebige  Lage  geben  und  das  Spectro- 
skop zur  Beobachtung  jeder  beliebigen  Lichtquelle  bequem  gebrauchen. 
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Nachdem  ich  durch  den  hiesigen  geschickten  Mechaniker  Schadewell 
ein  Monsson^sches  Spectroskop  hatte  anfertigen  lassen,  überzeugte  ich 
mich  zunächst,  dass  sich  dieses  Instrument  recht  vorzüglich  zur  Beobach- 
tung der  Frauenhofer'schen  Streifen  eignet.   Als  ich  das  Spectroskop  nach 
dem  Himmel  dicht  neben  die  Sonne  richtete,  sah  ich  nach  richtiger  Ein- 
stellung des  Prismas  die  Streifen  D,  E,  F,  G^B,  B',  sowie  einige  mit  klei- 
nen Buchstaben  bezeichneten  Streifen.     Indem  ich  ungefähr  50^™  vor  die 
Spalte   eine  Bunsen^sche   Gasflamme   brachte,   welche   successive   durch 
Alkali-   und   Erdsalze   gefärbt   wurde,   welche    am  Platindrathe   in   die 
Flamme  gebracht  worden,  sah  ich  die  Fundamentalerscheinungen,  die  der 
Bpectralanalyse  zu  Grunde  liegen,  auf  das  Deutlichste,  in  Folge  dessen 
ich  das  Mousson'sche  Spectroskop  bereits  zu  wiederholten  Malen  mit  Vor- 
theil  bei  qualitativen  chemischen  Analysen  benutzte.     Nach  meinen  Ver- 
suchen kann  ich  das  Mousson^sche  Spectroskop  ganz  besonders  zum  Ge- 
brauch in  physikalischen  Cabinetten  und  chemischen  Laboratorien  von 
Lehranstalten  empfehlen.  Herr  Mechanikus  Schadewell  (Dresden,  Scheffel- 
gasse 16)  liefert  ein  Mousson^sches  Spectroskop,   Stativ  und  Röhre  von 
Messing,  für  10  Thaler;  Spectroskope  mit  minder  elegantem  Stativ  nird 
Pappröhre  sind  noch  wohlfeiler. 

Ich  habe  es  versucht,  das  Spectroskop  noch  wohlfeiler  zu  machen, 
indem  ich  die  Spalte,  die  sehr  genau  gearbeitet  sein  muss,  durch  eine 
feste  Ritze  zu  ersetzen  suchte.  Ein  planparalleles  Olasstück  wurde  auf 
der  einen  Seite  nach  dem  Liebig*schen  Versilberungsverfahreix  versilbert 
und  in  der  dünnen  Silberschicht  eine  Spalte  mit  einem  scharfen  Messer 
hergestellt.  Diese  Spalte  leistete  aber  die  gewünschten  Dienste  nicht, 
weil  die  Spaltenränder  nicht  scharf  waren  und  deshalb  bei  den  spectro- 
skopischen  Versuchen  zur  Entstehung  der  unangenehmen  Zantedeschi*- 
schen  Streifen  Veranlassung  gaben.  Ich  bin  jetzt  damit  beschäftigt,  die 
verstellbare  Spalte  durch  eine  Stanniolspalte  zu  ersetzen  und  werde  später 
über  das  Resultat  meiner  Versuche  berichten. 

Dr.  Kahl. 


XVlll.  XTebtr  die  Bpactra  chemiach  Yoriehiedenor  Köipor.  Von 
Dr.  Ernst  Mach. 

Es  scheint  dem  Verfasser  dieser  Notiz  die  moderne  Untersuchung 
der  Spectra  chemisch  verschiedener  Körper  sehr  geeignet,  um  über  manche 
Punkte  der  Atomentheorie  ins  Klare  zu  kommen.  Der  Verfasser  erlaubt 
sich,  da  er  als  Nichtchemiker  schwerlich  in  der  Lage  sein  dürfte,  die 
Sache  weiter  zu  verfolgen ,  nachstehende  Bemerkungen  zu  publiciren, 
welchen  er  übrigens  nur  einen  problematischen  Werth  beilegt. 

Die  Spectra  der  Gase  sind  discontinuirlich ,  während  feste  Körper 
.ein  continuirliches  Spectrum  zeigen.  In  festen  Körpern  stehen  die  Mole- 
cüle  in  Wechselwirkung,  in  Gasen  aber  nicht,  wenn  wir  die<-wohlbegrün- 
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dete  Theorie  der  Oase  von  Krönig  und  Claus  ins  acceptiren.  Der  Um* 
stand  nun,  dass  die  Spectra  der  Gase  nur  wenige  helle  Linien  aufzuweisen 
haben,  dürfte  einen  Schluss  auf  die  Constitution  der  Gasmolecüle  ermög- 
lichen. Weil  diese  unter  einander  in  keiner  Wechselwirkung  stehen ,  so 
gerathen  offenbar  beim  Leuchten  die  einzelnen  Gasmolecüle  jedes  für  sich 
in  stehende  Schwingungen  und  diese  Schwingungen  zeigen  nur  einige  we- 
nige Wellenlängen.  —  Wäre  das  Gasmolecül  ein  Continuum  oder  bestünde 
es  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  einzelner  Atome,  so  erhielte  man  für  die 
Schwingung,  die  sich  in  diesem  Molecül  etabliren  kann,  eine  partielle' 
Differentialgleichung.  Aus  der  blossen  Form  dieser  Bewegungs- 
gleichnng  ergiebt  sich  schon,  dass  sich  im  Allgemeinen  eine  unendliche 
Anzahl  verschiedener  Schwingungsweisen  über  einander  legen  werden. 
Es  wird  von  besonderen  Nebenumstftnden  abhängen,  ob  daraus  eine  ein- 
fachere Bewegungsart  resultirt.  Die  Erklärung  des  Spectrums  mit  wenigen 
hellen  Linien,  der  Schwingung  mit  einer  geringen  Anzahl  von  Schwin- 
gungsperioden würde  sich  hieraus  wenigstens  nicht  einfach  ableiten  lassen. 
—  Nehmen  wir  aber  an,  ein  Gasmolecül  bestünde  aus  einer  stabilen 
Gruppe  von  nur  wenigen  Körperatomen  (s.  Fig.) ,  so  erhält  man  für  die 
Schwingung  jedes  einzelnen  Atoms    eine  separate  ^ 

Differentialgleichung.     Es  treten  dttnn  so  viele  T 

°  °    ^  ^  • • —•-  • 

verschiedene  Schwingungsweisen  auf  als  Atome  in  der    «  ^*  « 

Gruppe    vorhanden    sind  *).      Wären    die  Vibrations-  * 

amplitnden  klein ,  d.  h.  die  Erregung  gering ,  so  kann  die  auf  ein  Atom 
wirkende  Kraft  der  Verschiebung  aus  der  Gleichgewichtslage  proportional 
gesetzt  werden;  es  schwingt  dann  das  Atom  nach  dem  einfachen  Gesetze - 
x  =  a  sinkt.  In  diesem  Falle  hat  jedes  Atom  nur  eine  einzige  Schwin- 
gungsperiode, es  giebt  dem  Spectrum  nur  eine  einzige  helle  Linie,  nur 
eine  Wellenlänge.  Die  ganze  Gruppe  aber  bietet  dann  so  viele  verschie- 
dene Schwingungsperioden,  so  viele  helle  Linien  im  Spectrum,  als  sie  ver- 
schiedene Lagerungsarten  der  Atome  aufzuweisen  hat.  Die  Gruppe  (s.  Fig.) 
z.  B. ,  wo  die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten  Atome  die  gleiche 
Lagerung  haben,  zeigt  drei  verschiedene  Schwingungsperioden  (a,  b^  c).  — 
Bei  grösseren  Amplituden ,  bei  intensiverem  Leuchten ,  geht  die  Kraft  nicht 
mehr  der  Verschiebung  proportional,  die  Schwingungen  werden  complicir- 
ter,  das  Spectrum,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  an  hellen  Linien  reicher. 

Einerseits  nun  scheinen  sich  die  gewöhnlichsten  Spectralphänomene 
durch  die  letzteren  Annahmen  leicht  zu  erklären,  während  andererseits 
das  Spectrum  eines  Gases  ein  Mittel  an  die  Hand  geben  würde,  auf  die 
Gruppirung  der  Atome  eines  Gasmolecüls  zu  schliessen.  —  Die  Ver- 
änderung des  Spectrums  mit  der  Intensität  des  Leuchtens  mttsste  das  Ge- 


*)  Für  die  ganze  Gruppe  hat  man  natürlich  so  viele  simultane  Differentialglei- 
chungen, als  Atome  in  derselben  enthalten  sind.  _    _   _       € 


216  Kleinere  Mittheilangen. 

setz  keimen  lehren ,  nach  welchem  die  Atome  auf  einander  wirken.  Kann 
man  doch  schon  ans  dem  Hinzutreten  immer  kürzerer  und  kürzerer  Wellen- 
längen bei  erhöhtem  Glühen  eines  festen  Körpers  schliessen ,  dass  die  be- 
wegende Kraft  sehr  rasch  mit  der  Verschiebung  der  Atome  aus  der  Gleich- 
gewichtslage wächst. 

Die  Schwere  wirkt  auf  alle  Körper  gleich.  Dadurch  wird  die  An- 
nahme, dass  es  nur  eine  Art  von  Körperatomen  giebt,  einigermaassen 
wahrscheinlich.  Geht  man  von  dieser  gewiss  prtifenswerthen  Hypothese 
aus ,  so  ist  durch  das  Atomgewicht  die  Anzahl  der  Atome  bestimmt ,  welche 
ein  Gasmolecül  zusammensetzen.  Das  Spectrum  gestattet  einen  Schluss 
auf  die  Gruppirung  und  einen  ähnlichen  die  Krystallform.  Die  Unter- 
suchung des  Zusammenhanges  von  Atomgewicht,  Spectrum  und  Krystall- 
form  chemisch  einfacher  Körper  seheint  sehr  viel  zu  versprechen. 

Chemisch  verschiedene  Gase  würden  sich  dem  Gesagten  nach  nur 
durch  die  Zahl  und  Gruppirung  der  Körperatome  eines  Gasmolecüb  unter- 
scheiden. Ein  chemisch  einfacher  Körper  würde  dann  definirt  als  ein 
Aggregat  von  Molecülen ,  deren  Atome  so  stabil  gruppirt  sind ,  dass  die 
Form  der  Gruppen  aus  jeder  Verbindung  wieder  unverändert  hervorgeht* 

In  der  weiteren  Verfolgung  dieser  Ideen  dämmert  wenigstens  die  Hoff- 
nung «uf ,  die  Chemie  in  angewandte  Mechanik  verwandelt  zu  sehen. 


Beriolitigan^en« 

(Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  TU ,  2.) 

Seite  08  Zeile  6  v.  n.  statt  angewende/^n  lese  man  angewendet«, 
„08      „7  y.  o.  Bind  die  Grenzen  der  Integration  sn  vertanschen, 
i>    ÖO      „    0  T.  u.  statt  hg  150000  lese  man  hg  1500000, 

„    00      •«    4  Y.  n.  statt  -^  ^- .  lese  man  • 


'52,020  "42;Ö2Ö' 

...  toö  OOO'OOO  000  ,  hg  OOO'OOOOOO 

70  „    5  v.o.  statt -^-^-^j lese  man    ^    ^^ , 

71  „    0  T.  u.  statt  gleich  nach  dem  Badins  lese  man  gleich  dem  Radios, 

72  f,    8  ▼.  0.  ist  anf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  das  Zeichen  -f . . 

hinzuzufügen, 

72  sind  die  beiden  mit  *  und  **  bezeichneten  Anmerkungen  zu  yertauschen, 

73  Zeile  5  y.  o.  statt  leicht  gefunden  lese  man  berechnet, 
73      „    8  Y.  o.  statt  nur  lese  man  um, 

73      „  10  y.  o.  statt  umschrieben  lese  man  beschrieben, 
73      „  25  y.  o.  statt  wechseln<^eii  lese  man  wechselni/e, 
,    73      „  28  y.  o.  statt  Hypothetm  lese  man  Hypothe««, 

73  „11  y.  u.  statt  welcher  lese  man  welchen, 

74  „    1  y.  o.  statt  Erscheinungen  lese  man  Einwirkungen. 
Eldena,  den  14.  April  1802. 

E.  Segnitz. 
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Zur  analytisolien  Behandlung  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung; insbesondere  über  homofocale  und  conjugirte 

Oberflächen. 

Von  Dr.  Wilh,  Fiedler, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Gewerbeschule  in  Chemnitz. 


n.    Anwendung  anf  die  Theorie  der  homofocalen  nnd  coiyugirten  Flächen 
nach  den  Arbeiten  von  Cha^ales  nnd  Gremona. 

19.     Ueberall  im  Folgenden  soll  darch  K  =  0  der  imaginäre  Kreis 
der  unendlich  entfernten  £bene ,  d.  i. 

K=  a*  sm*q>  +  ß* sin^ip  +  y' «m*x  —  %ßy  {cosip  —  cos^  cosx) 
—  2 y  «  {cosilf  -^coSKCOsq))  —  2  aß  {cos k  —  cosg>  cos i/;) 
und  durch 

jk:  =  o 

der  über  diesem  imaginären  Kreise  stehende  Kegel  Tom  Scheitel  (x,  ^,  z), 
der  Asymptotenkegel  einer  ans  jenem  Punkte  beschriebenen  Kugel ,  d.  i. 

K  =  ix-x,y  +  (y-y,)»  +  {z-z,y, 
es  sollen  ferner  durch  die  Symbole 

5=0»S,=0etc.  i?=0,  i?j  =  Oetc.  [7=0,  1^1=0  etc.  ü=0,  .Q,=0  etc., 
überhaupt  Oberflächen  des  zweiten  Grades  ausgedrückt  werden,  und  zwar 
mögen  die  Symbole  £^  Sly  K  insbesondere  für  Tangentialcoordinaten,  also 
bei  homofocalen  Flächen,  die  Symbole  S,  Uj  K  aber  bei  Punktcoordinaten, 
also  bei  conjugirten  Flächen  gebraucht  werden;  endlich  mögen  Ar,  Ar' .  . ., 
/,/'...,  m^m  , .  .y  X,  Xj .  • .,  A,  Ai  • . .,  fi,  |i|  . . .  Constanten  sein,  wie  sie 
in  den  Formeln  als  individualisirende  Parameter  auftreten.  Dann  ist  es 
durch  das  Vorhergehende  begründet,  dass  durch 

2:+ÄÄ  =  0,  2:+Ä,K  =  0 
Oberflächen   zweiten  Grades  repräsentirt  werden,  welche  mit  der  Ober- 
fläche 2^:c=Q  homofocal  sind,  während  durch 

Oberflächen  zweiten  Grades  dargestellt  sind,  welche  mit  der  Fläche  ^=0 
conjugirt  genannt  wurden.    Aus  dieser  Be^eichnungswebe  gehen ^die  zahU 
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reichen  Ergebnisse,  welche  die  Theorie  dieser  beiden  Flächenfamilien 
schon  jetzt  umfasst,  mit  Leichtigkeit  herror.  Sie  sollen  in  den  nach- 
folgenden Ent Wickelungen  in  der  Art  zusammen  gestellt  werden ,  dass  sich 
jedem  der  drei  Hauptsätze  über  die  homofocalen  Flächen  der  entspre- 
chende über  die  conjugirten  Flächen  anschliesst  und  dass  die  daraus  in 
beiden  Theorien  entspringenden  specielleren  Sätze  darauf  folgen ;  schliess- 
lich mag  überall  auf  die  Form  der  entsprechenden  Sätze  in  der  Theorie 
der  sphärischen  Kegelschnitte  kurz  hingewiesen  werden.  Weil  hier  überall 
nur  von  Oberflächen  zweiten  Grades,  ihren  gemeinschaftlichen  Developpa- 
beln  und  ihren  Darchschnittscurven  die  Rede  sein  soll,  so  mag  die  nähere 
Bezeichnung  der  Flächen  als  solche  im  Folgenden  zur  Kürzung  des  Aus- 
drucks weggelassen  werden. 

20.  Erster  Hauptsatz:  Wenn  zwei  homofocale  Oberflächen 
Aj  Ai  und  eine  beliebige  andere  Oberfläche  B  gegeben  sind 
und  den  beiden  respective  A  und  P,  A^  und  B  gemeinschaft- 
lichen developpabeln  Flächen  die  Oberflächen  (7,  C|  respec- 
tive eingeschrieben  werden,  so  ist  die  diesen  letzteren 
beiden  Oberflächen  gemeinsam  umschriebene  Developpa- 
ble  zugleich  zwei  Oberflächen  umschrieben,  von  denen  die 
eine  zu  den  beiden  ersten  Oberflächen  A^  A^^  die  andere 
aber  zur  dritten  Oberfläche  B  homofocal  ist. 

Die  homofocalen  Oberflächen  A^  Ax  können  durch  die  Gleichungen 

die  Oberfläche  B  durch 

dargestellt  werden.    Dann  ist 

C)  =  fiÄ  +  (2:+*Ä)  =  0,  (7,)  =  ^,Ä+(2:  +  Är,it)=0 

die  Form,  welche  den  Gleichungen  der  Flächen  C  und  C,  zukommt,  und 
man  erhält 

C-C,={fA-ii,)Sl  +  {k-k,)K, 
Formeln,  welche  den  Beweis  des  obigen.Satzes  geben. 
Auf  Grund  der  Relation 

k^C-^kC\  =  {k^fi^kpn)Sl+{k,—k)£ 
darf  man  hinzufügen,  dass  jene  den  Oberflächen  C,  C|  gemeinschaftliche 
developpable  Fläche  auch  einer  dritten  Fläche  noch  umschrieben  ist,  deren 
mit  der  Fläche  B  gemeinschaftlicher  Developpabeln  zugleich  eine  dem 
homofocalen  Fiächensjstem  A^  A^  angehörige  Fläche  eingeschrieben  ist; 
oder,  wie  M.  Chasles  den  Satz  ausdrückt,  den  er  als  seinen  dritten 
Hauptsatz  bezeichnet:  Wenn  drei  homofocale  Oberflächen  A^ 
Jix^A^  und  eine  beliebige  Oberfläche  ^gegeben  sind  und  in 
die  durch  B  und  A^  B  und  Ax  respective  bestimmten  deve- 
loppabeln Flächen  die  Oberflächen  C,  C,   re8pe<|^vja^^nge- 
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schrieben  werden,  so  umhüllen  die  von  den  Flächen  B  und 
J^j  C  und  Ci  respective  bestimmten  developpabeln  Flächen 
eine  und  dieselbe  Oberfläche  C,. 

Wird  derselbe  Beweis  in  Punktcoordinaten  interpretirt ,  so  stellen  die 
Gleichungen 

J)=S+liC=Oy     ^,)  =  5+A,jr=0 
eonjugirte  Oberflächen  dar,  die  beliebige  B)  wird  durch 

repräsentirt ;  es  ist 

c)  =  vü+{s+iJir)  =  o,   c,)  =  vtü+{s+i^ii[)  =  o 

die  Form,  welche  den  Gleichungen  von  solchen  Oberflächen  C  und  C^  zu- 
kommt, die  respective  die  Durchdringungscurven  von  A  und  B^  von  ^^ 
und  B  in  sich  enthalten,  und  man  erhält 

c—c,  =  {v-v,)  ü+  (1— i,)ir, 

Formeln,  in  denen  der  Satz  enthalten  ist:  Wenn  zwei  bezüglich 
eines  Punktes  a  conjngirte  Oberflächen  A,  A^  und  eine  be- 
liebige dritte  Oberfläche  B  gegeben  sind,  und  durch  die 
Durcbschnittscurven  der  letzteren  mit  den  beiden  ersteren 
respective  zwei  Oberflächen  (7,  C|  gelegt  werden,  so  lassen 
sich  durch  die  Durchdringungscurve  dieser  beiden  neuen 
Oberflächen  zwei  Oberflächen  legeu;  von  denen  die  eine  zu 
den  Flächen  ^,^j,  die  andere  zu  der  Fläche  ^,  immer  rück- 
sichtlich des  Punktes  a,  conjngirt  ist. 
Die  Relation 

begründet  ferner  den  Zusatz,  dass  durch  jene  Durchdringungscurve  der 
Flächen  C,  Ci  sich  eine  dritte  Oberfläche  legen  lässt,  deren  Durchschnitts- 
curve  mit  der  Fläche  B  zugleich  auf  einer  zu  dem  conjugirten  Flächen- 
sjstem  A ,  A^  gehörigen  Fläche  enthalten  ist.  Oder  analog  der  Fassung 
vonM.  Chasles  ausgesprochen:  Wenn  durch  die  Schnittcurven 
einer  Oberfläche  B  mit  zweien  von  drei  bezüglich  eines 
Punktes  a  conjugirten  Oberflächen  A  und  Ay  respective  die 
Oberflächen  Cund  C,  gelegt  werden,  so  sind  die  Durchdrin- 
gungscurve dieser  letzteren  FlächcA  und  die  der  Fläche 
B  mit  der  dritten  conjugirten  A^  auf  einer  und  derselben 
Oberfläche. 

21.  Folgerungen.  Die  in  diesen  Sätzen  enthaltenen  Beziehungen 
sind  so  allgemein,  dass  eine  Fülle  der  Specialitäten  sich  aus  denselben 
einlebt.  Es  mag  nützlich  sein,  sich  in  einem  Ueberblick  zuerst  ihre  Man- 
nichfaltigkeit  zu  vergegenwärtigen,  um  dann  erst  die  einzelnen  daraus 
springenden  Ergebnisse  darzulegen. 

In  der  Familie  der  homofocalen  Flächen,  also  bei  dei^  luter-i 
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pretation  nach  Tangentialcoordtnaten ,  ist  es  statthaft,  dass  die  Fläche  B 
in  einen  Kegelschnitt  degenerire  und  es  können  ferner  zwei  Punkte  oder 
auch  ein  Punkt  als  specielle  Fälle  der  Kegelschnittsgestalt  aufgefasst 
werden;  dabei  kann  endlich  dieser  Kegelschnitt  als  auf  der  Oberfläche 
A  selbst  liegend  gedacht  werden.  Man  kann  voraussetzen,  dass  die  homo- 
focalen  Oberflächen  A^A^  oder  eine  von  beiden  sich  auf  Kegelschnitte  redu- 
ciren  und  sie  können  insbesondere  dieFocalcnrven  der  nämlichen  Oberfläche 
sein;  man  kann  die  Oberflächen  C,  C^  als  die  Bertthrungscurven  zweier  aus 
demselben  Centrum  den  Flächen  A^  A^  umschriebenen  Kegel,  oder  die 
Fläche  C  als  redncirt  auf  den  Scheitel  eines  Kegels  ansehen,  der  der 
Fläche  A  und  der  Fläche  B^  die  als  sich  berührend  gesetzt  sind,  nach  dem- 
selben Kegelschnitt  umschrieben  ist;  in  diesem  Falle  kann  jene  Spitze  als 
der  Pol  der  Berührungscurve  der  Flächen  A  und  B  benannt  werden.  Eine 
dieser  Flächen  C,  6',  oder  beide  können  sodann  als  mit  Kegelschnittscurven 
der  gemeinschaftlichen  developpabeln  Fläche  von  B  und  A^  zusammen- 
fallend gedacht  werden;  wenn  dann  die  Fläche  B  zugleich  eine  Kugel  und 
somit  dem  imaginären  unendlich  entfernten  Kreise  umschrieben  ist,  so 
kann  die  Fläche  C  zu  einer  mit  B  concentrischen  Kugel  werden,  und  man 
kann  noch  specieller  voraussetzen,  dass  sie  sich  auf  das  Centrum  der 
Kugel  B  reducirt.  Endlich  können  mehrere  dieser  Voraussetzungen  zu- 
gleich stattfinden. 

Dagegen  ist  es  in  der  Familie  der  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
a  conjugirten  Flächen,  d.  h.  bei  der  Interpretation  nach  Punkt- 
coordinaten,  statthaft,  die  nachfolgenden  Voraussetzungen  zu  machen. 
Die  Fläche  B  kann  eine  Kegelfläche  und  noch  specieller  eine  der  Fläche  A 
umschriebene  Kegelfläche  sein;  sie  kann  sich  auf  zwei  Ebenen  reduciren, 
welche  speciell  die  Fläche  A  berühren  und  endlich  auch  in  eine  einzige  zu- 
sammenfallen können;  man  darf  hinzufügen,  dass  diese  mit  der  Ebene  des 
Unendlichen  zusammenfallen  und  dass  sie  speciell  den  Punkt  a  in  sich 
enthalten  kann,  rücksichtlich  dessen  die  Flächen  einander  conjugirt  sind, 
oder  endlich,  dass  dieser  Punkt  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  an- 
gehört. Wird  dieser  Punkt  a  als  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  Flä- 
chenfamilie angenommen,  so  ergeben  sich  noch  andere  Specialitäten.  Es 
können  ferner  die  Flächen  A^  Ai  entweder  beide  zugleich  oder  einzeln 
zu  Kegelflächen  degeneriren,  und  insbesondere  als  die  conjugirten  Cylin- 
der  einer  Fläche  oder  als  conjugirte  Kegelflächen  derselben  überhaupt  er- 
scheinen. Die  Flächen  C,  C|  können  die  den  Schnittcurven  derselben 
Ebene  mit  den  Flächen  A^  A^  entsprechenden  Berübrungskegel  sein,  oder 
die  Flächen  B  und  A  können  als  sich  berührend  und  die  Fläche  C  als  die 
Ebene  ihrer  Berührung  angesehen  werden.  Man  kann  ferner  die  Ober- 
fläche C  als  einen  der  vier  Kegel  zweiten  Grades  setzen,  welche  durch  die 
Durchschnittscurve  der  Flächen  B  und  A  gelegt  werden  können;  alsdann 
wird,  wenn  B  eine  Kugel  und  A  der  Asymptotenkegel  derselben  ist,  C  eine 
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mit  B  concentrische  Kugel  sein,  die  mau  speciell  als  auf  ihren  Mittelpunkt 
reducirt,  d.  i.  vom  Radius  Null,  voraussetzen  darf.  Die  Gestalt  der  Sätze, 
welche  aus  diesen  speciellen  Voraussetzungen  hervorgehen,  kann  unter 
Beachtung  der  im  Artikel  19  gegebenen  Specialbedeutungen  der  ailge- 
meinen  Symbolformelu  leicht  gewonnen  werden. 

22.  Sei,  um  mit  den  speciellen  Folgerungen  des  Satzes  über  homo- 
focale  Flächen  zu  beginnen,  zuerst  die  Fläche  B  ein  Kegelschnitt,  den 
man  sich  auch  auf  einer  der  Flächen  A^  A^  denken  darf,  so  hat  man  den 
Satz:  1)  Sind  den  durch  einen  Kegelschnitt  B  mit  je  einer 
der  homofocalen  Flächen  A^  A^  bestimmten  developpabeln 
Flächen  die  Oberflächen  6',  (7,  eingeschrieben,  so  ist  die 
diesen  letzteren  beiden  gemeinschaftliche  developpable 
Fläche  zugleich  einer  mit  A^  A^  homofocalen  und  einer  an- 
deren Fläche  umschrieben,  welche  den  Kegelschnitt  B  zur 
Focalcurve  hat*). 

Sei  sodann  die  Oberfläche  B  in  zwei  Funkte  p,jo,  degenerirt,  so  folgt: 
2)  Wenn  zweien  homofocalen  Oberflächen  ^,  A^  von  den 
Punkten  p,  p,  respective  Kegelflächen  umschrieben  sind 
und  diesen  letzteren  je  eine  einem  die  Oberflächen  C,  C^  ein- 
geschrieben werden,  so  ist  die  den  Flächen  C,  Cj  gemein- 
schaftliche Developpable  auch  einer  zu'  A^  A^  homofocalen 
Fläche  und  einer  Rotationsfläche  umschrieben,  welche  die 
Punkte />,Pj  zu  Brennpunkten  hat. 

Hierbei  kann  man  ferner  als  die  Flächen  ^,  A^  die  Focalcurven  einer 
und  derselben  Oberfläche  denken. 

Fallen  beide  Punkte  p,p,  zusammen,  so  folgt:  3)  Wenn  die  Flä- 
chen C,  C|  den  homofocalen  Flächen  A,  A^  eine  einer  nach  den 
Berührungscurven  eingeschrieben  sind,  welche  zwei  um- 
schriebene concentrische  Kegel  auf  diesen  bestimmen,  so 
ist  die  denselben  gemeinsam  umschriebene  developpable 
Fläche  zugleich  einer  mit  ^,  A^  homofocalen  Fläche  und 
einer  mit  jenen  Kegelflächen  concentrischen  Kugel  um- 
schrieben. 

Die  Flächen  C,  C,  werden  als  die  Berührungscurven  zweier  concen- 
trischer  Kegel  mit  den  Flächen  A^Ax  gedacht  und  man  hat:  4)  Die  de* 
veloppable  Fläche,  welche  von  den  Berührungscurven 
zweier  concentrischer  Kegel  mit  den  homofocalen  Flächen 
A^Ai  bestimmt  wird,  ist  zugleich  einer  der  homofocalen  Fa- 


*)  Die  Folgerangen,  welche  sich  aus  den  beiden  Zasätsen  djer  Haupttheoreme 
in  Art.  20  ergeben ,  sind  leicht  hinzuzafUgen ,  sollen  aber  der  Kürze  wegen  fortge- 
lassen werden;  ich  komme  für  einige  besonders  beachtenöwerthc  Resultatej^erselben 
weiterhin  darauf  zurück  (Art.  26).  Digitized  by  CjOOQIC 
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milie  angehörigen  Fläche  und  einer  Kugel  umschrieben,  die 
mit  den  beiden  Kegelflftchen  concentrisch  ist. 

Wenn  die  Flächen  B  und  A  einander  nach  einem  Kegelschnitt  be- 
rühren und  die  Fläche  C  auf  den  Pol  dieser  Berährung  reducirt  ist,  so  er- 
hält man:  5)  Sind  zwei  homofooale  Flächen  A^  A^  und  eine  der 
ersteren  nach  einer  Ebene  vom  Pol  c  eingeschriebene  Fläche 
B  gegeben,  wird  sodann  der  von  B  mit  A^  bestimmten  deve- 
loppabeln  Fläche  die  Fläche  C^  eingeschrieben  und  ans  dem 
Pol  c  an  dieselbe  ein  Berührungskegel  gelegt,  so  gehen 
durch  die  entsprechjende  Berührungscurve  zwei  die  Fläche 
Ci  in  ihr  berührende  Oberflächen,  deren  eine  mit  A^  A^^  die 
andere  mit  B  homofocal  ist. 

Ist  die  Fläche  B  zu  einem  auf  A  gelegenen  Kegelschnitt  degenerirt, 
so  gilt  der  Satz:  6)  Sind  zwei  homofocale  Flächen  ^,  ^i,  und 
ein  ebener  Schnitt  der  ersten  B  mit  seinem  Pol  c  gegeben, 
wird  sodann  der  von  B  mit  A^  bestimmten  developpabeln 
Fläche  die  Fläche  C^  eingeschrieben  und  dieser  von  dem 
genannten  Pol  c  aus  ein  Kegel  umschrieben,  so  ist  die  Be- 
rührungscurve desselben  überdies  seine  Berührungscurve 
mit  zwei  anderen  Oberflächen,  deren  eine  mit  A^  A^  homo- 
focal ist,  während  4 ie  andere  den  Kegelschnitt  ^  zur  Focal- 
curve  hat. 

Ist  dagegen  A  selbst  einer  der  Focalkegelschnitte  von  A^  und  sind  die 
Punkte  p ,  /?,  zwei  Punkte  desselben ,  die  Fläche  C  aber  in  den  Pol  ihrer 
Sehne  degenerirt,  so  folgt:  7)  Wenn  einer  Oberfläche  A  aus  zwei 
Punkten  p,  p,  ihrer  Focalcurve  A^  Kegel  umschrieben  wer- 
den, so  umhüllen  diese  eine  Oberfläche  (7|,  welche  mit  dem 
Pol  c  der  Sehne />/>,  der  Focalcurve  A  einen  Berührungskegel 
bestimmt,  der  zweien  Flächen  mit  C^  nach  derselben  Curve 
umschrieben  ist,  von  denen  die  erste  mit  A^  homofocal  ist, 
während  die  zweite  die  Punkte  p,/>,  zu  Brennpunkten  hat. 

Sei  ferner  die  Fläche  C|  einer  der  vier  Kegelschnitte,  welche  der 
von  B  mit  A^  bestimmten  developpabeln  Fläche  angehören  —  eine  Voraus- 
setzung, die  auch  in  0)  statthaft  ist — ,  so  entspringt  daraus:  8)  Jeder 
Kegelschnitt  der  developpabeln  Oberfläche,  die  durch  eine 
Fläche  Ax  und  eine  Fläche  B  bestimmt  ist,  welche  der  zu  Ai 
homofocalen  Fläche  A  eingeschrieben  wird,  liegt  zugleich 
auf  einermit^undu^i  und  auf  einer  mit  1^  homofocalen  Ober- 
fläche; und  bei  de  homofocalen  Ober  flächen  sind  in  den  Kegel 
eingeschrieben,  der  den  gedachten  Kegelschnitt  der  deve- 
loppabeln Fläche  zur  Basis  hat  und  mit  dem  den  Flächen  B 
und  ^nach  ihrer  Berührungscurve  umschriebenen  Kegel  con- 
centrisch  ist.  DiWed by GoOglc 
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23.  Man  nehme  an,  das«  die  Oberfläche  B  in  zwei  auf  der  Ober- 
fliehe  A  gelegene  Punkte  p^  Pi  übergeht,  daas  somit  die  durch  A  und  B 
bestimmte  deyeloppable  Fläche  sich  auf  die  beiden  Tangentialebenen  von 
A  in  diesen  Punkten  reducirt;  und  setae  überdies  voraus,  dass  die  Fläche 
C  in  die  Durchschnittlinie  dieser  Ebenen  degenerire,  so  hat  man:  0)  Wenn 
aus  cwei  Punkten /i,pi  einer  Oberfläche^  einer  ho mofocalen 
Fläche  A^  Kegelflächen*)  umschrieben  sind  und  in  diese 
eine  beliebige  Oberfläche  Cj  eingeschrieben  wird,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  der  Tangentialebenen  der  letzteren 
Fläche,  welche  zugleich  die  Durchschnittslinie  der  in  den 
Punkten  p,  Px  an  die  Oberfläche  A  gelegten  Tangential- 
ebenen enthalten,  auf  zwei  Oberflächen,  welche  in  diesen 
Punkten  von  denselben  Ebenen  berührt  werden  und  deren 
erste  zur  Familie  der  homofocalen  Flächen  A^  A^  gehört, 
während  die  zweite  die  Punkte  p, />,  zu  Brennpunkten  hat. 

Sei  endlich  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  B  eine  Kugel  ist,  so  kann 
dieselbe  als  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  umschrieben  und 
dieser  selbst  daher  als  die  Fläche  A  betrachtet  werden;  jede  Oberfläche  C, 
welche  der  durch  A  und  B  bestimmten  developpabeln  Fläche  eingeschrie- 
ben ist,  ist  eine  mit  B  ooncentrische  Kugel.  Man  hat  zunächst:  10)  Wenn 
der  durch  eine  Kugel  B  und  die  Oberfläche  Ay  bestimmten 
developpabeln  Fläche  eine  Fläche  C,  eingeschrieben  wird, 
so  ist  die  durch  sie  und  eine  mit  B  concentrische  Kugel  C 
bestimmte  developpable  Fläche  auch  einer  mit  Ai  homo- 
focalen Fläche  umschrieben. 

Lässt'man  die  Kugel  C  auf  das  Centrum  von  B  sich  reduciren,  so 
folgt:  11)  Der  einer  Fläche  Ci,  welche  mit  der  Kugel  B  und 
einer  beliebigen  Oberfläche  A^  einer  und  derselben  deve- 
loppabeln Fläche  eingeschrieben  ist,  aus  dem  Centrum  die- 
ser Kugel  umschriebene  Kegel  berührt  längs  derselben  Be- 
rührungscurve  ausser  der  Fläche  C|  auch  eine  zu  A^  homo- 
focale  Fläche« 

Ist  endlich  in  diesem  Falle  die  Fläche  C^  ein  Kegelschnitt  in  der 
durch  B  und  A^  bestimmten  developpabeln  Fläche,  so  schliesst  man: 
12)  Jeder  der  Kegelschnitte  einer  developpabeln  Fläche, 
die  zugleich  einer  Kugel  und  einer  Oberfläche  A^  umschrie- 
ben ist,  liegt  auf  einer  zu  A^  homofocalen  Fläche  und  der 
nach  ihm  dieser  letzteren  umschriebene  Kegel  ist  mit  der 
Kugel  concentrisch. 

24.  Eben  so  reiche  und  eigenthttmliche  Folgerungen  gestattet  der  auf 


*)  Diese  Kegel  schneiden  sieb  in  Kegelichnitten ,  and  man  kann  einen  derselben 
•*»  Fttche  C,  nehmen.  ^.^^^^  ^^  GoOglc 
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die  conjugirten  FlKchenfamilien  bezügliche  allgemeine  Satz.  Es 
sollten  zunächst  nur  einige  Yon  denen  hier  aufgeführt  werden ,  bei  welchen 
über  die  Lage  des  Punktes  o,  bezüglich  dessen  die  Flächen  conjugirt  sind, 
keinerlei  specielle  Voraussetzung  gemacht  wird.  Die  Oberfläche  B  sei 
zuerst  auf  das  8ystem  zweier  Ebenen  E,  Ei  reducirt:  1)  Wenn  durch 
die  respectiven  Schnittlinien  zweier  bezüglich  eines  Punk- 
tes a  conjugirten  Oberflächen  A,  A^  die  Flächen  C,  C|  eine 
durch  eine  gelegt  werden,  so  ist  die  gemeinschaftliche 
Durchschnittscurye  dieser  letzteren  zugleich  auf  einer  znr 
Familie  der  conjugirten  Flächen  A^  A^  gehörigen  und  auf 
eii^er  anderen  Fläche  enthalten,  welche  a  zum  Brennpunkt 
und  die  Ebenen  E^E^   zu  bezüglichen  Directionsebenen  hat. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  beiden  Ebenen  E^  £|  zusammenfalleui 
ist  die  Fläche,  welche  a  zum  Brennpunkt  und  diese  Ebene  zur  bezüg- 
lichen Directionsebene  hat,  eine  Rotationsfläche.  Wird  endlich  in 
demselben  Falle  diese  Ebene  E  als  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene 
zusammenfallend  vorausgesetzt,  so  hat  man  den  Satz:  2)  Die  Durch* 
dringungscurve  zw  eier  Flächen  C,  (7| ,  welche  zweien  bezüg*  « 
lieh  des  Punktes  a  conjugirten  Flächen  A^A^  ähnlich  und  ähn-^ 
lieh  gelegen  sind,  gehört  zugleich  einher  Fläche  der  con- 
jugirten FamiLi4  A^  A^  und  einer  Kugel  an,  welche  den  Punkt 
a  zum  Cen^trum  hat. 

Sodann  gehöre  der  Punkt  a,  rücksichtlich  dessen  die  Flächen  con- 
jugirt sind,  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  E^  £*,  oder  der  ein- 
zigen Ebene,  in  welche  beide  zusammenfielen,  selbst  an.  Man  hat: 
3)  Wenn  man  durch  die  respectiven  Durchschnittscnrven 
zweier  bezüglich  des  Punktes  a  conjugirten  Flächen  A^  A^ 
^^  mit  den  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  £,  E^  die  Ober- 
flächen (7,  C,  legt,  so  gehört  deren  Durchdringungscurre  zu- 
gleich einer  Fläche  der  conjugirten  Familie  A^  A^  und  einem 
Kegel  zweiten  Grades  an,  der  den  Punkt  a  zum  Scheitel  und 
die  Ebenen  Ey  E^  zu  cyclischen  Ebenen  hat. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Ebenen  E^  E^  in  eine  einzige  Ebene 
übergehen,  wird  diese  Kegelfläche  zum  Rotationskegel  vom  Scheitel 
d,  und  seine  Achse  ist  normal  zur  Ebene  E. 

Sei  ferner  A  ein  zu  A^  conjngirter  Kegel ,  B  das  System  zweier  Tan- 
gentialebenen desselben,  und  C  die  Ebene  ihrer  Berührungsseiten,  so  hat 
man:  4)  Ist  eine  Oberfläche  A^  und  ein  ihr  bezüglich  des 
Punktes  a  canjugirter  Kegel  gegeben,  so  schneiden  zwei 
Tangentialebenen  dieses  letzteren  dieselbe  in  zwei  Kegel- 
schnitten, durch  welche  eine  Fläche  C,  gelegt  werden  kann, 
welche  längs  eines  und  desselben  Kegelschnittes  eine  zur 
conjugirten  Familie  A^A^  gehörige  Fläche  berührt  und  eine 
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andere   Fläche    überdies,    welche    den  Punkt  a  zum  Focal- 
punkt  und  das  System  der  Berührungsebenen  Ton  A  zu  be- 
züglichen Directionsebenen   hat;    die  Ebene   jenes  Kegel- 
schnittes ist  aber  die  Ebene  der  Berührungsseiten  des  Ke-- 
gels  A. 

Sei  endlich  B  eine  Kugelfläche  vom  Centrum  a,  und  A  ihr  Asymptoten- 
kegel ,  so  ist  C  eine  mit  B  concentrische  Kugel  und  es  folgt :  5)  W  e  n  n 
zwei  concentrische  Kugeln  B^  C  und  eine  Oberfläche  A^  ge- 
geben sind,  und  durch  die  Durchschnittscurve  von  B  und  Ai 
eine  Oberfläche  C|  gelegt  wird,  so  gehört  die  Durchschnitts- 
corve  der  Flächen  C  und  Ci  zugleich  einer  bezüglich  des 
Centrums  jener  Kugeln  mit  A^  conjugirten  Fläche  an. 

Beducirt  sich  aber  endlich  die  zweite  Kugel  C  auf  das  Centrnm  der 
ersten,  so  hat  man:  6)  Wenn  durch  die  Durchschnittscurve 
einer  Kugel  B  mit  einer  Oberfläche  At  eine  Oberfläche  Cj 
gelegt  ist,  so  lässt  sich  eine  andere  Oberfläche  bestimmen, 
welche  miti^j  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  und 
überdies  der  Fläche  ü|  bezüglich  des  Centrums  der  Kugel 
B  conjugirt  ist, 

25.  Es  scheint  überflüssig,  den  Ergebnissen  beider  Theorien  mit 
gleichmässiger  Aufmerksamkeit  auf  das  sphärische  Feld  oder  das 
der  Kegelflächen  zweiten  Grades  nachzugehen;  es  mag  genügen, 
anzufahren ,  dass  die  Hauptsätze  sich  direct  auf  sphärische  Kegelschnitte 
übertragen  lassen,  und  dazu  einig€^der  speciellen  aus  der  Theorie  der 
homofocalen  sphärischen  Kegelschnitte  nach  M.  Chasles  zu 
stellen. 

Der  sphärische  Kegelschnitt  B  sei  in  ein  Punktpaar  degenerirt  und 
noch  specieller,  in  einen  Punkt;  dem  entspricht  der  Satz:  1)  Wennvon 
einem  Punkte  der  Kugelfläche  an  zwei  homofocale  Kegel- 
schnitte Ay  Ai  auf  derselben  die  Tangenten  gelegt  sind  (natür- 
lich Bögen  grösster  Kreise)  und  für  die  Berührungspunkte  der- 
selben den  ersteren  einer  einem  zwei  neue  sphärische  Kegel- 
schnitte C,  C,  eingeschrieben  werden,  so  ist  das  diesen  letz- 
teren gemeinschaftlich  umschriebene  Vierseit  zugleich 
einem  Kegelschnitt  der  homofocalen  Familie  ^,  ^,  und  einem 
Kreise  umschrieben,  der  in  jenem  Punkte  sein  sphärisches 
Centrum  hat.  Ueberdies  liegen  je  zwei  Gegenecken  des  frag- 
lichen Yierseits  auf  einem  mit  dem  gegebenen  homofocalen 
Kegelschnitt  und  die  entsprechende  Diagonale  des  Yierseits 
ist  die  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  diesen. 

Oder  der  Kegelschnitt  B  sei  mit  A  in  doppelter  Berührung  und  C  der 
Pol  derselben;  dann  gilt  der  Satz:  2)  Wenn  zwei  homofocale  sphä- 
rische Kegelschnitte  A,  A^  und  ein  Kegelschnitt  ^gegebj^ 
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sind,  welcher  Ä  doppelt  berührt,  so  liegen  die  Berührnnga- 
pnnkte  der  Tangenten,  welche  man  vom  Pol  jener  Berüh- 
rung ans  an  einen  mit  B  und  A^  demselben  Vierseit  einge- 
schriebenen Kegelschnitt  (7|  zieht,  auf  zwei  in  denselben 
Punkten  von  ihnen  berührten  Kegelschnitten,  von  denen 
der  eine  mit  Ä^  ^i,  der  andere  mit  B  homofocal  ist. 

Reducirt  sich  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  B  auf  zwei  dem  Kegel- 
schnitt A  angehörige  Punkte ,  und  C^  auf  eine  Diagonale  des  von  ihnen  ans 
dem  Kegelschnitt  A^  umschriebenen  Vierseits,  so  findet  man  3),  dasszwei 
Gegenecken  dieses  Vierseits  auf  zwei  Kegelschnitten  lie- 
gen, welche  in  ihnen  selbst  die  Bögen  grdsster  Kreise  be- 
rühren, die  von  da  nach  dem  Pol  der  jenen  beiden  Punkten 
auf  A  entsprechenden  Sehne  gelegen  sind;  zwei  Kegel- 
schnitten, von  den  der  eine  mit  A^A^  homofocal  ist  und  der 
andere  die  gedachten  Punkte  an  Brennpunkten  hat. 

Ist  der  Kegelschnitt  B  ein  Kreis ,  so  dass  er  eine  doppelte  Berührung 
mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  hat,  so  kann  dieser  letz- 
tere als  der  Kegelschnitt  A  betrachtet  werden ,  und  man  erhält  den  Satz : 
4)  Sind  zwei  Kugelkreise  B^  C  von  demselben  sphärischen 
Centrum  und  ein  Kegelschnitt  A^  gegeben,  und  beschreibt 
man  in  das  den  Gurren  B^A^  gemeinsam  umschriebene  Vier- 
seit einen  Kegelschnitt  C|,  so  ist  das  dem  Kreise  C  und  dem 
Kegelschnitt  C^  umschriebene  Vierseit  auch  zugleich  einem 
zu  Ax  homofocalen  Kegelschnitt  umschrieben.  Dabei  darf  der 
Kreis  C  als  vom  Badius  Null  oder  auf  das  Centrnm  von  B  reducirt  ge- 
nommen werden. 

Ist  endlich  C|  ein  Qegeneckenpaar  des  den  Curven  B  und  A^  um- 
schriebenen Vierseits,  so  entspringt  der  Satz:  5)  Wenn  ein  sphäri- 
sches Vierseit  einem  Kegelschnitt  A^  und  einem  Kreise  B 
umschrieben  ist,  so  sind  zwei  seiner  Gegeneokeu  auf  einem 
zu  A^  homofocalen  Kegelschnitt  und  die  entsrechenden  Tan- 
genten dieses  letzteren  gehen  durch  das  sphärische  Cen- 
trnm des  Kreises. 

M.  Chasles  macht  zu  diesem  Satze  die  schöne  Bemerkung :  Wenn 
der  Kreis  B  und  der  Kegelschnitt  A^  einander  im  Punkte  d  berühren ,  so 
wird  das  umschriebene  Vierseit  zu  einem  Dreiseit;  die  der  Tangente  in  d 
angehörigen  Ecken  desselben  liegen  als  Gegenecken  des  Vierseits  auf 
einem  mit  A^  homofocalen  Kegelschnitt  und  die  entsprechenden  Tangenten 
verbinden  sie  mit  dem  Centrum  des  Kreises ;  die  dritte  E2cke  des  Dreiseits 
und  der  Berührungspunkt  d  als  die  anderen  Gegenecken  liegen  nicht  min- 
der auf  einem  homofocalen  Kegelschnitt ,  dessen  entsprechende  Tangenten 
nach  demselben  Centrum  gehen.  Dieser  Kegelschnitt  ist  durch  den  Punkt 
d  allein  bestimmt,  so,  dass  für  unendlich  viele  den  Kegelschnitt  A^  in  d 
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berflhrende  Kreise  der  Ort  der  Scheitel  sphärischer  Winkel ,  die  je  eiDem 
▼on  ihnen  und  dem  Kegelschnitt  umschrieben  sind ,  ein  mit  Af  homofocaler 
Kegelschnitt  ist.  Der  Umstand ,  dass  die  der  Tangente  in  d  entsprechen- 
den Ecken  des  umschriebenen  Dreiseits  auf  einem  mit  A^  homofocalen 
Kegelschnitt  liegen,  führt  ssur  Kenntniss  einer  schönen  Eigenschaft 
des  Polygons  ron  kleinstem  Umfang  bei  gegebener  Seiten- 
sabl^  welches  einem  sphärischen  Kegelschnitt  umschrieben 
werden  kann:  Seine  Ecken  liegen  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  su  dem  gegebenen  homofocal  ist« 

26.    Endlich  können  aus  den  im  Art.  20  aus  den  Gleichungen 

l,C^kC,  =  {X,v  —  lv,)U  +  {k,—l)S 
abgeleiteten  Zusätsen  des  ersten  Hauptsataes  einige  specielle  Folgerungen 
gezogen  werden.    Zuerst  für  die  Theorie  der  homofocalen  Ober- 
flächen beispielsweise  die  folgenden. 

Die  Fläche  B  sei  auf  einen  Punkt  reducirt.  Wenn  dreien  homo« 
focalen  Flächen  A^Ai^Af  von  demselben  Punkte  aus  Kegel 
umschrieben  und  den  beiden  ersten  nach  den  bezüglichen 
Bertthrungscurren  die  Oberflächen  C,  (7|  eingeschrieben 
sind,  so  umhüllt  die  durch  diese  letzteren  bestimmte  d.eye- 
loppable  Fläche  zugleich  eine  Oberfläche  C^,  welche  der 
dritten  homofocalen  Fläche  A^  nach  ihrer  Bertthrungscurve 
eingeschrieben  ist. 

Dabei  können  die  Flächen  C,  C|  als  auf  die  Berührungscurren  der  be« 
'  zttglichen  umschriebenen  Kegel  reducirt  gedacht  werden;  man  kann  über- 
dies die  Fläche  B  als  einen  Punkt  der  Oberfläche  A  voraussetzen ,  so  dass 
sich  die  eiue  Berührungscurre  auf  einen  Punkt  reducirt,  welchem  ak  Be- 
rührungskegel die  Tangentialebene  entspricht. 

Sodann  für  die  Theorie  der  conjugirten  Oberflächen. 

Die  Fläche  B  sei  eine  Ebene.  Wenn  zweien  von  drei  in  Bezug 
auf  denselben  Punkt  conjugirten  Oberflächen  A^  A^  nach  den 
mit  einer  Ebene  B  bestimmten  Schnittcurven  die  Ober- 
flächen C,  Cf  eingeschrieben  werden,  so  kann  durch  die 
Durchschnittscurve  derselben  eine  Oberfläche  C,  gelegt 
werden,  welche  der  dritten  conjugirten  Fläche  A^  nach  ihrer 
Schnittcurve  mit  jener  Ebene  eingeschrieben  ist. 

Nimmt  man  an,  dass  die  conjugirten  Flächen  A^  A^^  A^  speciell  con- 
jugirte  Kegel,  die  Ebene  B  die  Ebene  ihrer  Mittelpunkte,  die  Flächen  C 
und  Ci  aber  die  Systeme  je  zweier  an  die  Kegel  A^  A^  gelegten  Tangential- 
ebenen sind,  so  erkennt  man,  dass  diese  Tangentialebenen  sich  überdies 
in  vier  geraden  Linien  schneiden,  welche  Erzeugende  einer  und  derselben 
Kegelfläche  zweiten  Orades  C^  sind,  die  überdies  die  dritte  Kegelfläche 
A^  längs  der  von  der  Ebene  B  in  ihr  bestimmten  Erzeugenden  berührt. -^qJp 
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Endlich  für  die  Theorie  der  homofocalen  sphärischen 
Kegelschnitter 

Der  Kegelschnitt  B  sei  ein  Punkt.  Wenn  man  durch  die  Be- 
rtthrungspunktc  der  von  einem  Punkte  der  Kugelfläche  an 
Bwei  von  dreien  homofocalen  Kegelschnitten  A^  A^  Tangen- 
ten zieht  und  denselben  nach  diesen  Tangenten  zwei  andere 
Kegelschnitte  C,  C,  einschreibt,  so  umhüllt  das  den  beiden 
letzteren  gemeinschaftlich  umschriebene  Vierseit  zugleich 
einen  Kegelschnitt  C|,  der  dem  dritten  homofocalen  Kegel* 
schnitt  A^  nach  den  Berührungspunkten  der  ihm  entspre- 
chenden Tangenten  eingeschrieben  ist.  Hierbei  dürfen  die  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  C,  C|  als  in  die  Paare  der  Berührungspunkte 
auf  den  homofocalen  Kegelschuitten  A^  A^  degenerirend  gedacht  werden. 

27.  Zweiter  Hauptsatz.  Wenn  in  die  eine  der  von  zwei  homo- 
focalen Oberflächen  Ay  A^  respective  mit  einer  beliebigen 
dritten  Oberfläche  B  bestimmten  developpabeln  Flächen 
eine  Oberfläche  C  eingeschrieben  wurde,  so  kann  in  die  an- 
dere stets  eine  zu  C  homofocale  Fläche  C^  eingeschrieben 
werden. 

Die  homofocalen  Flächen  A^  Ai  repräsentiren  die  Gleichungen 
A)  =  Z+kK=^(^,     -^,)=2;+Af,Ä  =  0, 
die  Oberfläche  B  sei 

^)  =  Ä  =  0. 
Dann  ist  die  Form  der  Gleichung  der  Fläche  C,  welche  mit  A  und  B  der- 
selben developpabeln  Fläche  eingeschrieben  ist,  nothwendig 

Durch  Multiplication  der  XJleichung  B  mit  fi  und  Addition  des  Products  zu 
A^)  findet  man  aber 

f*ß+.^.)  =  fiÄ  +  (2:+Ar,Ä), 

d.  i. 

=  C,)  =  C^{k-k,)K, 
d.  h.  eine  der  durch  B  und  A^  bestimmten  developpabeln  Fläche  einge- 
schriebene Oberfläche  ist  mit  Chomofocal,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  die  Interpretation  in  Punktcoordinaten  an  Stelle  der  Inter- 
pretation in  Tangentialcoordinaten  tritt,  so  leiten  die  Gleichungen 

^)  =  S  +  A  AT  =  0,     ^, )  =  5  +  A,  Ä'  =  0, 
welche  zwei  conjugirte  Oberflächen  repräsentiren,  mit  der  einen  beliebigen 
Oberfläche 

B)^ü  =  0 
zu  der  Formel 

als    Gleichung   einer   Fläche  C,    welche   die  Durchdringungscurven   der 
Flächen  A  und  B  enthält ,  und  man  erkennt  die  Identität 


entitat     r^^^^T^ 
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vB  +  A,)=vü+{S+X,K) 
=  C,)  =  C+{l-X,)K, 
d.  h.  eine  durch  die  Scbnittcurve  der  Flächen  Ji  und  B  gelegte  Flüche 
C|  ist  mit  C  coDJugirt.  Man  hat  somit  den  Satz:  Wenn  durch  die 
Dnrchdringungscarye,  welche  von  einer  beliebigen  Ober* 
fläche  B  mit  der  ersten  von  zwei  bezüglich  eines  Punktes 
«  conjngirt-en  Flächen  ^,  itf,  gebildet  wird,  eine  Oberfläche 
C  gelegt  ist,  so  kann  durch  die  Durchdringungscurve  der- 
selben Oberfläche  B  mit  der  anderen  conjugirten  Fläche  ^, 
eine  Oberfläche  C|  gelegt  werden,  welche  bezüglich  des- 
selben Punktes  a  mit  der  Fläche  C  conjugirt  ist.  • 

28.  Von  den  Folgerungen  dieser  Sätze  mögen  die  nach- 
steheuden  hier  Platz  finden,  zunächst  die  auf  homofocale  Ober- 
flächen bezüglichen. 

Die  Oberfläche  B  sei  auf  einen  Kegelschnitt  reducirt,  oder  eine  ihrer 
Hauptachsen  versehwindend  klein ;  man  erhält:  1)  Wenn  indieeinevon 
zwei  developpabeln  Flächen,  welche  durch  einen  Kegel- 
schnitt B  und  je  eine  der  homofocalen  Flächen  Ay  A^  be- 
stimmt werden,  eine  Oberfläche  C  eingeschrieben  ist,  so 
kann  in  die  andere  eine  zu  C  homofocale  Oberfläche  C|  ein» 
geschrieben  werden. 

Dieser  Kegelschnitt  kann  femer  als  ein  auf  der  Fläche  A  oder  auf  A^ 
gelegener,  oder  als  die  Vereinigung  von  zwei  Punkten,  oder  endlich  als 
ein  Punkt,  in  welchem  zwei  Punkte  zusammenfallen,  gedacht  werden  — 
abermals  speciell  auf  der  Oberfläche  selbst  — ;  die  letztere  Voraussetzung 
liefert  den  Satz:  2)  Wenn  zwei  homofocalen  Oberflächen  A^  A^ 
Ton  demselben  Punkte  p  aus  Kegelflächen  umschrieben 
sind  und  der  ersten  von  ihnen  nach  der  betreffenden  Be- 
rührungscurve  eine  Oberfläche  C  eingeschrie-ben  wird,  so 
kann  der  zweiten  nach  ihrer  Berührungscurve  eine  mit  C 
homofocale  Oberfläche  C^  eingeschrieben  werden. 

Man  kann  überdies  die  Fläche  A  als  eine  der  Focalcucven  von  A^  und 
den  Punkt  p  als  einen  Punkt  in  ihrer  JBbene  voraussetzen;  dies  giebt: 
S)  Wenn  der  Focalcurve  A  der  Fläche  A^  ein  Kegelschnitt 
C  eingeschrieben  ist,  so  kann  dieser  Oberfläche  A^  eine 
Fläche  C|  eingeschrieben  werden,  für  welche  derselbe  eine 
Focalcurve  ist;  der  beiden  Flächen  nach  ihrer  gemeinschaft-  < 
liehen  Berührungscurve  umschriebene  Kegel  hat  den  Pol 
der  Berührungssehne  der  beiden  Focalcurven  zum  Mittel- 
punkt. 

Endlich  kann  auf  demselben  Wege  fortschreitend  der  Kegelschnitt  C 
io  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts  A  degeneriren  und  man  findet  sodann : 
4)   Wenn   eine  Fläche  A^^   und    eine  ihrer  Focalcurveii^ -4  ge,- 
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geben  sind,  so  sind  irgend  zwei  Punkte  dieser  Curve  Brenn« 
punkte  einer  in  A^  eingeschriebenen  Botationsflttche  und 
der  Scheitel  des  diesen  Flächen  nach  ihrer  Berührungs* 
cnrve  umschriebenen  Kegels  ist  der  Pol  der  jene  beiden 
Punkte  der  Focalcurve  A  verbindenden  Sehne.  Dies  ist  ein 
schon  in  den  Catnptes  rendus  vom  Jahre  1843,  Bd.  XVI  veröffentlichter  Satz. 

Andererseits  kann  im  Satz  2)  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  daas 
die  eingeschriebene  Oberfläche  C  auf  die  Berührnngscurve  der  Fläche  A 
mit  dem  umschriebenen  Kegel  sich  reducire;  alsdann  entsteht  der  Satz: 
5)  Wenn  zweien  homofocalen  Oberflächen  A^  A^  von  dem- 
selben^Punkte  ans  Kegelflächen  unischrieben  werden,  so 
ist  die  auf  der  ersten  Oberfläche  entstehende  Berührnngs- 
curve FocalcurvCseiner  der  zweiten  nach  ihrer  Bertthrungs* 
curve  eingeschriebenen  Oberfläche. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  B  der  Fläche  ^umschrieben 
und  dass  die  Fläche  C  auf  dem  Pol  der  Ebene  der  Berttbrungscurve  redu- 
cirt  sei,  ergiebt  sich:  0)  Die  developpable  Fläche,  welche  von 
einer  Oberfläche  v4j  und  von  einer  Fläche  B  bestimmt  wird, 
die  einer  zu  Ai  homofocalen  Fläche  A  eingeschrieben  ist, 
umhüllt  zugleich  eine  Kugel,  die  ihr  Centrum  im  Pol  der 
Berührung  der  Flächen  B  und  A  hat 

Wenn  in  diesem  Falle  die  Fläche  B  in  einen  auf  der  Oberfläche  A  ge- 
legenen Kegelschnitt  degenerirt,  so  hat  man:  7)  Die  developpable 
Fläche,  welche  durch  eine  Oberfläche  A^  und  einen  auf  der 
zu  ihr  homofocalen  Fläche  A  gelegenen  Kegelschnitt  be- 
stimmt ist,  umhüllt  zugleich  eine  Kugel,  welche  den  Pol 
der  Ebene  von  B  in  Bezug  auf  die  Fläche  A  zum  Centrum  hat. 

29.'  In  der  Theorie  der  conjogirten  Oberflächen  schlressea 
sich  folgende  besondere  Fälle  an. 

Die  Fläche  A  sei  ein  Kegel ,  welcher  der  Fläche  A  conjugirt  ist  und 
die  Fläche  B  degenerire  in  eine  durch  den  Scheitel  desselben  gehende 
Ebene;  man  hat  den  Satz:  1)  Wenn  zu  einer  Oberfläche  A^  und 
einer  ihr  bezüglich  des  Punktes  a  conjugirten  Kegelfläche 
A  eine  zweite  Kegelfläche  C  beschrieben  wird,  die  die  erste 
längs  zweien  Erzeugenden  berührt,  so  kann  in  die  Ober- 
fläche Ai  eine  zu  dieser  Kegelfiäche  C  bezüglich  des  Punk- 
tes a  conjugirte  Fläche  C^  eingeschrieben  werden,  und  die 
Berührnngscurve,  nach  welcher  dies  geschieht,  liegt  in  der 
Ebene  der  Erzeugenden,  längs  welcher  die  Berührung  der 
Kegelflächen  A  und  C  stattfindet. 

Reducirt  sich  dabei  die  Fläche  C  auf  das  System  zweier  Tangential- 
ebenen der  Kegelfläche  A^  so  entspricht  dem  der  Satz:  2)  Wenn  eine 
Oberfläche   A^    und    eine   ihr  bezüglich   des  Punktea^con- 
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jngtrte  KegelflMche  ^  gegeben  sind,  so  sind  zwei  Tangen- 
tialebenen dieser  letzteren  die  dem  Punkt  a  als  Focalpunkt 
entsprecbenden  Direetionsebenen  einer  in  die  Fläcbe  Ai 
eingeschriebenen  Oberfläche  C^,  und  die  Bertthrnngscurve 
dieser  letzteren  Flächen  liegt  in  der  Ebene  der  Erzeugen« 
den,  längs  welcher  die  Kegelfläche  u^  durch  die  beiden  Tan- 
gentialebenen berührt  wird. 

Die  Fläche  B  sei  der  Fläche  ^.nach  einem  Kegelschnitt  umschrieben 
und  die  Fläche  C  sei  auf  die  Ebene  dieses  letzteren  reducirt;  man  erhält: 
3)  Wenn  zwei  bezüglich  eines  Punktes  a  einander  conjugirte 
Oberflächen  Ay  A^  und  eine  der  Fläche  A  längs  eines  Kegel- 
sehnittes  eingeschriebene  Fläche  B  gegeben  sind,  so  kann 
durch  die  Durchdringungscurye  der  Flächen  B  und  A^  eine 
Rotationsfläche  gelegt  werden,  welche  die  Ber.ührungs- 
ebene  der  Flächen  B  und  A  zur  Directionsebene  und  den 
Punkt  a  zum  bezttgli'chen  Brennpunkt  hat. 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  A  eine  zur  Fläche  A^  conjugirte  Kegel-  . 
fläche,  B  das  System  zweier  Tangentialebenen  derselben  und  C  die  durch 
die  entsprechenden  Berührungsseiten  bestimmte  Ebene  sei,  erhält  man 
den  Satz:  4)  Ist  eine  Fläche  A^  und  eine  ihr  bezüglich  des 
Punktes  a  conjugirte  Kegelfläche  A  gegeben,  so  wird  A^  von 
zwei  Tangentialebenen  dieser  letzteren  in  zwei  Kegel- 
■  chnittslinien  geschnitten,  durch  welche  eine  Botations- 
fläche  gelegt  werden  kann,  der  der  Punkt  a  als  ein  Brenn- 
punkt und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  der  Kegelfläche 
als  zugehörige  Directionsebene  angehört. 

Und  den  anderen:  5)  Ist  eine  Fläche  A^  und  eine  ihr  bezüg- 
lich des  Punktes  a  conjugirte  Kegelfläche  A  gegeben,  wel- 
che letztere  von  einer  den  Punkt  a  enthaltenden  Ebene 
in  zwei  Erzeugenden  geschnitten  wird,  so  schneiden  die 
diesen  Erzeugenden  entsprechenden  Tangentialebenen  die 
Fläche  Ai  in  zwei  Kegelschnitten,  durch  welche  ein  Kota- 
tionskegel  vom  Scheitel  a  und  einer  zur.Ebene  dieser  Er- 
sengenden  senkrechten  Achse  gelegt  werden  kann. 

30.  In  ähnlicher  Weise  entspringen  eine  Reihe  specieller  Sätze  aus 
dem  analogen  gleichlautenden  Hauptsatze  in  der  Theorie  der  homo-* 
focalen  sphärischen  Kegelscl^nitte;  ich  will  sie  nur  andeuten. 

Wenn  z.  B.  der  Kegelschnitt  B  auf  einen  Punkt  reducirt  ist,  von  wel- 
chem aus  Tangenten  an  zwei  homofocale  Kegelschnitte  gelegt  werden,  so 
kann  zu  jedem  dem  ersten  derselben  nach  diesen  Tangenten  eingeschrie- 
benen Kegelschnitt  C  ein  dem  zweiten  nach  seinen  Tangenten  eingeschrie- 
bener Kegelschnitt  C^  gegeben  werden ,  welcher  mit  jenem  homofocal  ist. 
Denkt  man  dabei  ferner  den  eingeschriebenen  Kegekchnitt  C  auf>dieBer^^ 
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rtthrnngspnnkte  redncirt,  fio  werden  diese  noth wendig  zn  Brennpunkten 
für  den  Kegelschnitt  Ci« 

Wenn  der  Kegelschnitt  B  mit  A  eine  doppelte  Berfihrnng  hat  und  sn- 
gleich  der  Kegelschnitt  C  als  der  Pol  derselben  gedacht  ist ,  so  ist  das  dem 
Kegelschnitt  B  und  einem  zu  A  homofocalen  Kegelschnitt  A^  gemeinsam 
umschriebene  Vierseit  zugleich  einem  Kreis  umschrieben,  der  den  Be- 
riihrungspol  der  Kegelschnitte  B  und  A  zum  Centrum  hat;  dabei  kann  fer- 
ner vorausgesetzt  werden,  dass  der  Kegelschnitt  B  sich  auf  zwei  Punkte 
des  Kegelschnitts  A  reducirt.  Man  kann  aber  auch  den  Kegelschnitt  C 
als  das  System  der  Berti hrnngspunkte  der  Kegelschnitte >^^  und  B  setzen 
und  erkennt  sodann,  dass  in  das  dem  Kegelschnitt  B  und  einem  zu  A 
homofocalen  Kegelschnitt  A^  umschriebene  Vierseit  ein  Kegelschnitt  ein- 
geschrieben werden  kann,  der  jene  Berührungspunkte  zu  Brenn- 
punkten hat 

31.  Dritter  Hauptsatz:  Wenn  drei  beliebige  Oberflftchen 
A,  By  C  einer  und  derselben  developpabeln  Fläche  einge- 
schrieben sind,  so  umhüllt  die  durch  zwei  den  Flächen  A 
und  B  respective  homofocale  Flächen  A^  und  B^  bestimmte 
developpable  Fläche  zugleich  eine  dritte  der  Fläche  C 
homocale  Fläche  C,. 

Die  durch  die  Gleichungen 

A)  =  £+(iSl  =  0,     B)  =  2+fi^Sl  =  0,     C)  =  i:+^,Ä=rO 
repräsentirten  Flächen  sind  derselben  durch  die  Flächen  £=:0  nnd  ^=0 
bestimmten  developpabeln  Fläche  eingeschrieben;  die  Flächen 

At)  =  {2  +  (iSl)  +  kK^0,     B,)  =  {2  +  fi,Sl)  +  kiK:=^0 
sind  den  Flächen   A)  nnd  B)  respective  homofocal  und   die  daraus  ent- 
springenden Relationen 
(/*.-/*l)A  +  (f*-f»t)^.  =  **.(-S+^Ä)+/^A^X-^,(l:+ftÄ)— ^ÄrüC 

=  (fi— ^0(-2?+ft.Ä)  +  [A:(f*,-^,)  +  Ar,(fi  — K»]K, 
k,Ai  —  kB,^ki{2+fiLSl)  +  kk,K—k{£+(i,a)—kk^K 
=  k,A—kB 
beweisen  den  Satz,  denn  sie  zeigen  die  durch  die  Flächen  A^  und  ^|  be-^ 
stimmte  developpable  Fläche  gleichzeitig  einer  zu  C  homofocalen  Fläche 
umschrieben.  Die  letztere  von  ihnen  spricht  aber  zugleich  aus,  dass  die 
den  Flächen  A^^  B^^  also  auch  Cj,  und  die  den  Flächen  A^  B^ 
also  auch  C  entsprechenden  developpabeln  Oberflächen 
eine  und  dieselbe  Fläche  zweiter  Ordnung  umhüllen. 

Es  erscheint  überflüssig,  die  analoge  Entwickelung  in  Punktcoordi- 
naten  herzusetzen ,  da  sie  durch  blose  Zeichenübertragung  erhalten  werden 
kann;  der  daraus  entspringende  allgemeine  Satz  für  die  Theorie  der  con- 
jugirten  Oberflächen  lautet:  Wenn  drei  Oberflächen  A^B^  C  durch 
eine    und    dieselbe    Curve    gehen,    so    lässt  sich-^durch    die 
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Dnrchschni ttscQrve  zweier,  den  ersten  beiden  bezüglich 
eines  Punktes  a  conjugirten  Oberflächen  -4,,  B^  eine  Ober- 
fläche C,  legen,  welche  der  Fläche  C  bezüglich  desselben 
Punktes  conjngirt  ist  Ueberdies  liegen  die  beiden  Durch- 
dringnngscurven  respective  der  Flächen  A^  B^  also  auch  C, 
und  der  Flächen  ^1,^1,  also  auch  C,,  auf  einer  und  derselben 
Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  diese  Zusätze  den  bei  dem  ersten 
Hauptsatze  gegebenen,  deren  einen  M.  Chasles  als  seinen  dritten  Haupt- 
satz bezeichnete,  völlig  entsprechen. 

32.  In  der  Theorie  der  homofocalen  Oberflächen  schliessen 
sich  daran  folgende  Specialitäten. 

Man  betrachte  zwei  Focalcurven  der  Flächen  Ä^  B  als  Oberflächen 
-4,,  ^,,  und  man  hat  den  Satz:  1)  Wenn  drei  Oberflächen  A^  B^C 
in  dieselbe  developpable  Fläche  eingeschrieben  sind,  so 
umhüllt  die  durch  zwei  Focalcurven  der  ersten  beiden  be- 
stimmte  developpable  Fläche  auch  eine  zur  dritten  homo- 
focale  und  eine  in  die  den  Flächen  A,  B,  C  gemeinschaftlich 
umschriebene  developpable  Fläche  eingeschriebene  Fläche. 

Ist  die  Fläche  C  eine  Kugel,  d.  h.  dem  unendlich  entfernten  imagi- 
nären Kreise  umschrieben,  so  erhält  man  den  Satz:  2)  Wenn  zwei 
Oberflächen  A,  B  in  eine  der  Kugel  C  umschriebene  deve- 
loppable Fläche  eingeschrieben  sind,  so  ist  die  zweien  re- 
spective  zu  A,B  homofocalen  Flächen  i4j,ß,  umschriebene  de- 
veloppable Fläche  auch  einer  mit  C  concentrischen  Kugel 
umschrieben;  ferner  ist  von  den  beiden  von  den  Flächen 
A,  B  nnd  Ai,  Bi  respective  bestimmtedeveloppablen  Flächen 
eine  und  dieselbe  Oberfläche  umhüllt. 

Die  Verbindung  beider  vorigen  Voraussetzangen  liefert  ferner  den 
Satz:  3)  Wenn  zwei  Oberflächen  A^  B  mit  einer  Kugel  C  zu- 
gleich einer  developpablen  Fläche  eingeschrieben  sind,  so 
nmhfillt  eine  durch  zwei  Focalcurven  dieser  Oberflächen 
bestimmte  developpable  Fläche  eine  mit  C  concentrische 
Kugel;  und  beide  bezeichnete  developpable  Flächen  sind 
derselben  Oberfläche  umschrieben. 

Sei  die  Oberfläche  B  der  A  umschrieben  und  die  Oberfläche  C  auf  den 
Pol  der  Berührungsebene  oder  auf  diese  selbst  reducirt:  4)  Wenn  zwei 
Oberflächen  Ay  B  einander  nach  einem  Kegelschnitt  um- 
schrieben sind  und  zwei  ihnen  respective  homofocale  Flä- 
chen AiyBi  beschrieben  werden,  so  ist  die  durch  diese  letz- 
teren bestimmte  developpable  Fläche  dreien  Flächen  zu- 
gleich umschrieben,  nämlich  einer  Kugel,  die  ihr  Centrum 
im  Pol  der  Berührungsebene  der  Flächen  A  und jP  hat,  einer. 
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OberflAche,  für  welche  die  entsprechende  Bertthrnngscurve 
eine  Focalcnrre  ist,  und  einer  dritten  den  Oberflächen  Ä 
und  B  nach  ihrer  Berührungscurve  gemeinschaftlich  um- 
schriebenen Oberfläche. 

5)  Bedncirt  sich  die  Oberfläche  B  überdies  auf  einen 
Kegelschnitt  in  der  Fläche  u4,  so  wird  derselbe  zur  Focal- 
curve  der  Oberfläche  B^,  und  die  durch  die  Oberflächen  A^ 
und  Bi  bestimmte  developpable  Fläche  ist  zugleich  einer 
aus  dem  Pol  der  Ebene  B  beschriebenen  Kugel  und  einer 
Oberfläche  umschrieben,  welche  die  Oberfläche  A  nach 
der  Curve  B  berührt. 

Fällt  endlich  die  Oberfläche  A^  mit  A  selbst  zusammen,  so  entsteht 
der  Satz:  6)  Wenn  ein  auf  der  Oberfläche  A  gelegener  Kegel- 
schnitt B  zur  Focalcurve  eine  Oberfläche  B^  genommen  ist, 
80  ist  die  von  den  Oberflächen  A  und  ^|  bestimmte  dere- 
loppable  Fläche  zugleich  einer  Kugel  umschrieben,  deren 
Centrum  der  Pol  der  Ebene  des  Kegelschnitts  B  ist. 

33.  Von  den  speciellen  Folgerungen  in  der  Theorie  der  con- 
jugirten  Oberflächen  mögen  gleichfalls  einige  angeführt  werden. 

Wenn  die  Oberflächen  A  und  B  einander  umschrieben  sind  und  die 
Fläche  C  als  der  Pol  der  Ebene  der  Berührungscurve  oder  als  diese  selbst 
genommen  wird,  so  gilt  der  Satz:  l)  Die  Durchschnittscurve 
zweier  Oberflächen  ^4,  und^j,  welche  bezüglich  ein  es  Punk- 
tes a  den  einander  in  einem  Kegelschnitt  berührenden  Ober- 
flächen AjB  conjugirt  sind,  liegt  zugleich  auf  drei  anderen 
Oberflächen,  nämlich  auf  einer  Rotations  fläche,  die  den 
Punkt  a  zum  Brennpunkt  und  die  Ebene  jener  Berührung 
zur  bezüglichen  Directionsebene  hat,  auf  einer  Oberfläche, 
welche  bezüglich  desselben  Punktes  der  nach  jener  Be- 
rührungscurve der  Oberflächen  A  und  B  umschriebenen 
Kegelfläche  conjugirt  ist,  und  auf  einer  jenen  Oberflächen 
A  und  B  längs  ihrer  Berührungscurve  umschriebenen  Ober- 
fläche. 

Die  Oberfläche  B  sei  der  der  Oberfläche  A  nach  dem  ebenen  Schnitte 
(7  umschriebene  Kegel :  2)  Wenn  zu  zwei  bezüglich  eines  Punk- 
tes a  conjttgirten  Oberflächen  Aj  A^  ein  der  ersten  um- 
schriebener Kegel^ß  und  eine  demselben  bezüglich  des 
Punktes  a  conjugirte  Oberfläche  B^  bestimmt  werden,  so 
liegt  die  Durchdringungscurve  der  Flächen  A^  und  B^  zu- 
gleich auf  einer  Rotationsfläche,  die  den  Punkt  a  zum  Brenn- 
punkt und  die  Ebene  der  Berührungscurve  der  Oberflächen 
A   und    B   zur   bezüglichen    Directionsebene    hat^    und    auf 
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einer    Oberfläche,    die   längs  eben   dieser  Berührangscurve 
den  Oberflächen  A  und  B  eingeschrieben  ist. 

Unter  der  combinirten  Voraussetzung ,  dass  A  eine  Kegelfläche,  B  das 
Sjstem  zweier  Berührungsebenen  derselben  und  C  die  Ebene  der  Bertih- 
rungsseiten  repräsentire ,  entspringt  der  Satz:  3)  Wenn  zu  einer  Ober-  ' 
fläche  u4,,  einer  ihr  bezüglich  des  Punktes  a  conjugirten 
Kegelfläche  und  zweien  Tangentialebenen  derselben  eine 
Oberfläche  B^  so  beschrieben  wird,  dass  a  zu  ihrem  Brenn- 
punkt und  das  Paar  der  bezeichneten  Tangentialebenen  zu 
^ihren  bezüglichen  Directionsebenen  wird,  so  ist  die  Durch- 
schnittscurve  derselben  mit  der  Oberfläche  ^j  zugleich 
auf  einer  Rotationsfläche,  für  die  der  Punkt  a  ein  Brenn- 
punkt  und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  jener  Tangen- 
tialebenen die  bezügliche  Directionsebene  ist,  und  auf 
einer  Kegelfläche  enthalten,  welche  längs  dieser  Berüh- 
rnngsseiten  die  Kegelfläche  A  berührt. 

Jene  Rotationsfläche  wird  zur  Kegelfläche,  sobald  der  Punkt  a  der 
£bene  den  Berührungsseiten  angehört. 

34.  Endlich  entsprechen  in  derTheorie  der  sphärischen  homo- 
focalen  Kegelschnitte  beispielsweise  den  folgenden  besonderen  Vor- 
aussetzungen die  beigefügten  Sätze. 

Die  Kegelschnitte  A^  B^  sind  Brennpunktenpaare  der  Kegelschnitte 
Äy  B^\  1)  ,Wenn  drei  Kegelschnitte  A,  B^  C  demselben  Vi erseit 
eingeschrieben  sind,  so  bestimmen  die  je  ein  Brennpunkten- 
paar der  beiden  ersten  unter  ihnen  verbindenden  Bögen  die 
Ecken  eines  Vierseits,  welches  zugleich  einem  dem  dritten 
C  homofocalen  Kegelschnitt  umschrieben  ist;  und  dieses 
Vierseit  umhüllt  mit  dem  ersten,  welches  den  Kegelschnit- 
ten Aj  B^  C  gemeinsam  umschrieben  ist,  einen  und  densel- 
ben Kegelschnitt. 

Der  Kegelschnitt  C  sei  insbesondere  ein  Kreis:  2)  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  >4,  B  mit  einem  Kreise  C  demselben  Vierseit 
eingeschrieben  sind  und  zwei  ihnen  respective  homofocale 
Kegelschnitte  ^i,  ^,  beschrieben  werden,  so  ist  das  von 
diesen  letzteren  bestimmte  umschriebene  Vierseit  zu- 
gleich einem  mit  dem  ersten  concentrischen  Kreise  um- 
schrieben; beiden  Vierseiten  ist  aber  überdies  ein  und  der- 
selbe Kegelschnitt  eingeschrieben. 

Die  Kegelschnitte  A^  und  B^  können  als  zu  Brennpunkten  der  Kegel- 
schnitte >4  und  B  reducirt  gedacht  werden:  3)  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte A  und  B  zugleich  mit  einem  Kreise  demselben  Vier- 
seit eingeschrieben  sind,  so  bestimmen  die  Brennpunkte  dea 

16» 
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einen  mit  denen  des  anderen  ein  Vierseit,  welches  einem  mit 
dem  ersten  concentrischen  Kreise  and  überdies  mit  dem 
erst  bezeichneten  Vierseit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitt umschrieben  ist. 

•  Die  Kegelschnitte  Ä  und  B  haben  eine  doppelte  Berührung,  Cht  der 

Pol  derselben  oder  das  Paar  der  Berührungspunkte:  4)  Wenn  zu  zwei 
sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  A^  B  die  respec- 
tive  homofocalen  Kegelschnitte  A^^  B^  construirt  werden, 
so  kan^n  man  dem  durch  diese  letzteren  bestimmten  um- 
schriebenen Vierseit  einen  Kreis  und  zwei  Kegelschnitte 
einschreiben;  der  erste  hat  sein  Centrum  im  Pol  der  Berüh- 
rung von  A  und  B^  der  eine  der  Kegelschnitte  hat  die  ent- 
sprechenden Berührungspunkte,  zu  Brennpunkten  und  der 
andere  von  ihnen  ist  in  denselben  mit  den  Kegelschnitten 
A  und  B  in  doppelter  Berührung. 

Dabei  können  ferner  die  Kegelschnitte  j1|  und  S^  auf  die  Paare  der 
Brennpunkte  von  A  und  B  reducirt  gedacht  werden. 

Der  Kegelschnitt  B  sei  in  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  A  degenerirt: 
5)  Wenn  zwei  homofocale  Kegelschnitte  Ay  A^  und  ein  Kegel- 
schnitt ^(gegeben  sind,  der  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes 
A  zu  Brennpunkten  hat,  so  kann  man  dem  Vierseit,  welches 
diesem  und  dem  Kegelschnitt  v4i  zugleich  umschrieben  ist,\ 
einen  Kreis  und  einen  Kegelschnitt  einschreiben,  von  de- 
nen der  erstere  sein  Centrum  im  Pol  der  Sehne  hat,  welche 
jene  beiden  Punkte  des  Kegelschnittes  verbindet,  wahrend 
der  zweite  den  Kegelschnitt  A  in  denselben  Punkten  dop- 
pelt berührt. 

Die  Kegelschnitte  >4  und>4i  fallen  zusammen:  6)  Wenn  ein  Kegel- 
schnitt ß,  seine  Brennpunkte  auf  den  Kegelschnitt,  A  hat, 
so  ist  das  beiden  Curven  umschriebene  Vierseit  zugleich 
einem  Kreise  umschrieben,  der  den  Pol  der  jene  Brenn- 
punkte verbindenden  Sehne  zum  Centrum  hat. 

35.  Der  Theorie  der  homofocalen  entspricht  die  der  homocyclischen 
Kegelschnitte;  sie  sind ,  wie  früher  ausgeführt  ist,  mit  dem  unendlich 
entfernten  imaginären  Kreise  einem  und  demselben  Viereck  umschrieben, 
während  die  homofocalen  Kegelschnitte  mit  ihm  ein  und  demselben  Vier- 
seit eingeschrieben  sind.  Alle  Sätze  jener  Theorie  haben  ihre 
entsprechenden  in  dieser.  Wenn  durch  x:^:z  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Kugelfläche  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Achsen  bezeichnet 
werden ,  so  drücken  Oleichungen  von  der  Form 

aa^  +  bf  +  cz^  +  l{x^  +  y^  +  z^)  =  0, 
a  o:*  +  6  ^  +  c  «• -I- A' (a:« -I- y«  +  2«)  =  0 
homofocale  Kegelschnitte  aus;  denn  ;r*  +  y*  +  z'  =  (J^.i8t  die^leichung  des 

u  y  -    -  ^-^  -  - 
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unendlich  entfernten  imaginären  Kreises.    Dann  repräsentiren  die  Glei- 
chungen 

5=sO,     5,  =  0 
Bwei  homocyclische  Kegelschnitte  A^  A^  die  Oleichnng 

einen  beliebigen  dritten  Kegelschnitt  B ;  es  sind 

zwei  mit  B  nnd  A ,  B  und  A^  respective  denselben  Vierecken  nmschriebene 
Kegelschnitte  C,  (7| ,  nnd  man  findet 

fi,(7-ftC,=(^,-^)t7+(A_A,)fifi|(^'+y'+*'),  - 
d.h.  es  gilt  der  Satz:  Wenn  den  von  einem  Kegelschnitt  B  mit 
zweien  homocyclischen  Kegelschnitten  A^  A^  gebildeten 
Vierecken  zwei  Kegelschnitte  (7,  C^  umschrieben  werden, 
zo  ist  das  von  ihnen  bestimmte  Viereck  gleichzeitig  einem 
zu  A^  Ai  homocyclisehen  A^  und  einem  anderen  zu  B  homo- 
ejclischen  Kegelschnitt  J?i  umschrieben.  DievondenKegel- 
achnitten  B  und  ^,,  C  und  Cj  respective  bestimmten  Vier- 
ecke sind  tiberdies  demselben  Kegelschnitt  (7^  umschrieben. 

Eben  so  in  einer  den  früheren  Entwickelungen  völlig  analogen  Weise 
ergeben  sich  die  beiden  anderen  Hauptsätze  der  Theorie  und  aus  ihnen 
fliessen  dann  wieder  durch  passende  Specialisirnngen  eine  grosse  Menge 
Einzelfolgerungen.  Aber  nur  die  beiden  Hauptsätze  sollen  hier  genannt 
und  eine  einfache  Betrachtung  an  sie  zusammenschliessend  geknüpft  wer- 
den. Die  beiden  Sätze  lauten :  Wenn  dem  von  einem  Kegelschnitt 
B  mit  dem  einen  von  zwei  homocyclisehen  Kegelschnitten 
Aj  Ai  gebildeten  Viereck  ein  Kegelschnitt  C  umschrieben 
ist,  so  kann  dem  von  jenem  mit  dem  anderen  homocycli- 
sehen Kegelschnitt  gebildeten  Viereck  ein  zu  Chomocycli- 
zeher  Kegelschnitt  Cj  umschrieben  werden. 

Und:  Wenn  drei  Kegelschnitte  >4,  B^  C  demselben  Vier- 
eck umschrieben  sind,  so  kann  dem  von  zwei  zu  den  beiden 
ersten  respective  homocyclisehen  Kegelschnitten  ^|,  Bi  ge- 
bildeten Viereck  ein  Kegelschnitt  Ct  umschrieben  werden» 
der  dem  dritten  homocyclisch  ist.  Die  Ecken  beider  Vier- 
ecke liegen  auf  demselben  Kegelschnitt 

Man  kann  endlich  diese  Sätze  als  auf  Kegelschnitte  bezüglich ,  die 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  umschrieben  sind,  in  einen  einzigen 
zusammenfassen,  welcher  so  lautet:  Wenn  zu  mehreren  demselben 
Vierseit  umschriebenen  Kegelschnitten  i4,^|,^,...  ein  be- 
liebiger Kegelschnitt  B  gegeben  ist  und  den  von  ihm  mit 
zweien  von  jenen  bestimmten  Vierecken  respective  die 
Kegelschnitte  C,  C|  umschrieben  sind,  so  können  dem  Vier^ 


238  Zur  analyt,  Behandlung  der  Oberflächen  etc;.  Von  Dr.  W.  Fiedler. 

eck  dieser  letzteren  Kegelschnitte  umschrieben  werden, 
welche  respective  auch  den  vom  Kegelschnitt  B  mit  einem 
der  Reihe  A^^  -^a  •  •  •  angehörigen  Kegelschnitt  gebildeten 
Vierecken  umschrieben  sind.  Ueberdies  liegen  die  Ecken 
der  von  Ä  mit  i4|  und  der  von  C  mit  C^  gebildeten  Vierecke 
auf  demselben  Kegelschnitt. 

Man  £rcb]iesst  daraus,  dass.die  Durchschnittspunkte  der  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  zweier  Büschel,  deren  vierpunktige 
Basen  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  liegen ,  sich  immer  in  einem 
Kegelschnitt  finden.  (Vergl.  Nouveiles  Annales  de  Matkemaiiques ,  t  XIX^ 
p.  278.) 

In  einen  Hhalichen  Satz  vereinigt  M.  Chasles  die  Theorie  der  homo- 
focalen  Oberfläche^  zweiten  Qrades;  es  genügt,  darauf  hinzudeuten. 
(Vergl.  Lionville'e  Journal  de  MaOiitnatiques  pures  et  appUqudes^  U  F.  180(k 
J9.  444.) 

Aber  eine  andere  Seite  der  Betrachtung  muss  nunmehr  die  Aufmerk- 
samkeit anziehen.  Indem  ich  mich  ihr  zuwende,  verweile  ich  noch  einen 
Augenblick  bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  von  Curven  und  Ober- 
flächen zweiten  Grades,  um  nachher  von  den  letzteren  allein  wieder  zu 
sprechen. 

(Schluss  im  nächsten  Hefte.) 
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XI. 

Verrielfaclinng  und,  Theilnng  der   elliptisclien  Integrale 

und  damit  in  Zusammenhang  stehende  Eigenschaften 

confocaler  Kegelschnitte. 

Von  C.  Küpper. 


I. 

Jedem  bestimmten  Winkel  q>  sind  unendlich  riele  Paare  von  Winkeln 
ifß^  ip'  dnrch  die  Gleichong: 

1)  f(Ä:,t')  =  F(*,v)+J'(*,^),   (*=?^) 

Bngeordnet.  Jacob!  hat  stierst  eine  Methode  angegeben,  diese  Winkel 
sa  constmiren  und  dadurch  das  Problem  der  Addition  und  Mnltiplication 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  gelöst.  Eine  andere,  nicht  minder 
einfache  Lösung  besteht  in  Folgendem : 

Man  Belehne  eine  Ellipse  E^  deren  Halbachsen  a,  b  sind ,  ziehe  in  dem 
£ndpunkt  B  der  kleinen  Achse ,  von  welcher  aus  die  Complemente  der  ex- 
centrischen  Anomalien  als  Bestimmungswinkel  der  Punkte  von  E  gerech- 
net werden  sollen ,  eine  Tangente ,  ebenso  in  dem  Punkte ,  zu  dem  der 
Winkel  q>  (als  Complement  seiner  excentrischen  Anomalie)  gehört.  Durch 
den  Durchschnittspunkt  T,  beider  Tangenten  lege  man  eine  mit  E  con- 
focale  Ellipse  C;  dann  genügen  die  Bestimmungswinkel  irgend 
xweier  Punkte  von  Ey  deren  Tangenten  sich  auf  C  sehneiden, 
der  Gleichung  l). 

Man  kann  auch  eine  mit  E  confocale  Hyperbel  $  anwenden:  Den 
Punkt  Si ,  durch  welchen  $  bestimmt  wird,  erhält  man  auf  derselben  Tan- 
gente in  By  als  Durchschnitt  dieser  mit  einer  anderen  Tangente  von  E^ 
deren  Berilhrungspunkt  js — g)  zum  Bestimmungswinkel  hat.  Zieht  man 
nun  von  irgend  einem  Punkte  auf  ^  zwei  Tangenten  an  E^ 
und  nimmt  von  dem  einen  Berührungspunkt  den  Bestim- 
mungswinkel selbst,  vom  anderen  das  Supplement  des  ent- 
sprechenden Winkels,  so  hat  man  in  diesen  ein  Paar  die 
Gleichung  1)  befriedigende  Wertho. 
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Beweis.  TP,  TP  seien  zwei  Tangenten  an  JB,  die  sich  in  P  auf  C 
schneiden;  i^,if;'  die  Bestimmungswinkel  von  J,  T'.  Wenn/* um  ein  un- 
endlich kleines  Stück  auf  «  fortrückt,  durchlaufen  die  Punkte  T,  T  auf  E 
die  Elemente  ds,  ds  und  wachsen  i^,  i/;'  um  di(;,  dip\  2^,  26'  seien  die  zu 
TP,  T'P  parallelen  Durchmesser  von  Ä;  q,  g'  die  Krümmungshalbmesser 
für  r,  r';  o,  Q)'  die  Winkel ,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Tangenten 
beziehlich  in  T,  T  mit  einander  bilden.     Dann  ist: 

ds=iQOi,   ds'  =  g'to. 

Weil  nun  PT,  PT  mit  der  Tangente  in  P  an  tf  gleiche  Winkel  bilden, 
so  hat  man: 

folglich:  d8:ds=^:^r,  &hez  Q:Q=S*:i^\  PTiPr=z8:d\  mithin: 

ds ds' 

Und  weil  6  =  02^ (?(;),  ds^dtf;  J{iff\ 

2\  dil}   _d^^ 

Durch  Integration  dieser  Gleichung,  indem  man  beachtet,  dass  ^^=0, 
1^'=^  entsprechende  Grenzen  sind,  erhält  man  unsere  Construction. 
Wenn  q>  =  amu  gesetzt  wird,  so  ist  klar,  wie  man  durch  successives  Tan- 
gentenziehen am  2ii,  am  Zu  u.  s.  w.,  ebenso  am  (<+«),  am  {t+2u)  ...  er- 
langen kann. 

Die  anzubringende  Modification  für  den  Fall,  dass  P  auf  ^  liegt,  wird 
dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgangen  sein. 

IL 

Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit,  analytisch  nachzuweisen,  dass,  wenn 
an  eine  Ellipse  E  von  irgend  einem  Punkte  einer  Confocalen  C  zwei  Tan- 
genten gezogen  werden ,  zwischen  den  Bestimmnngswinkeln  ^,  ^'  der  Be* 
rührangspunkte  die  Relation  besteht: 

3)  cos  if; .  cos  ilf'  +  p  ,  sin  ^j; .  sin  i\f  =  q. 

DieConstante  q  findet  sich  durch  die  Annahme  t^=0,  ^:s=^,  qs=scosfp. 
Sodann  ergiebt  sich  p  =  z/(<p).  Auf  diese  Weise  kann  man  entweder  ge- 
mäss I  die  Formeln  für  die  Addition  der  elliptischen  Functionen  erster  Art 
beweisen,  oder,  indem  man  sich  auf  diese  stützt,  die  Construction  I  ab- 
leiten.   Sind  ya^  +  k,  }/b^  +  k  die  Halbachsen  von  C,  so  hat  man  zugleich 

l  +  cos<p  cos  (p -f- J  {(p) 

Wir  setzen  co»»  =  c ,  — r^  =  *, 


,(J  +  c)'      ^"-^  c{l+sy 
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5)  i 


Liegt  aber  P  auf  der  confocalen  Hyperbel  fi  mit  den  Halbachsen 


j/a*  +  X| ,  ^6*  +  Ai ,  nnd  heissen  ^ ,  tf;'  wieder  die  BestimmuDgswinkel  der 
Berührungspunkte  zweier  Tangenten  aus  P  ein  E^  bo  kommt: 
—  cot^  cos^f  +  p .  m^ sini^f  =  i|. 
Wie  eben,  wenn  tp  =  0,  i(;'=  y'  zusammengehören,  i|  =  —  cosq>\  zo- 
dann  p  =  z/(9'). 
Daher: 

cos  («  —  if;)  cos  i(;'  +  sin  {% — tf;)  sin  ^f'  diic  —  q>)  =  cos  {n  —  q>). 
Die  Hyperbel  ^  werde  der  Ellipse  tf  so  zugeordnet,  dass  » — g/=q). 
Dann  ist: 


,b'-k, 


_      a'6*  ~y  _  g'y— A, 

^^'^~a»6»  +  2a*A  +  A'  ""  — fl«6*  +  2a«A|-A,*' 

,  g«y  +  2yA  +  A*  ^  — c'/^*-2fen«  +  V 

^^''^       a«6«  +  2a«A  +  A»  — a«6«+2a*A,  — V 

Das  Rechteck  aus  den  Hauptachsen  der  fi  und  C  ist  unveränderlich. 

IIL 
Geometrisch  aufgefasst,  besteht  das  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
schen Integrale  zweiter  Art  darin,  dass,  wenn  die  Gleichung  l)  oder  3)  be- 
steht,  zwei  elliptische  Bögen,  deren  Endpunkten  beziehlich  die  Bestim- 
mungswinkel 1^,  rff'^  0,  q>  zukommen ,  eine  rectificable  Differenz  haben : 
aE{k,q))  —  a  [E{k,rlf') — ^(Af,i(;)]  ==aA:*smg)si>i^si«if;'. 
Diesem  Ausdrucke  entspricht  folgender  Beweis: 

ds  =  aJ{tlf)d'tlff   ds=:=aJ{'iif')drl/. 
Ans  1}  oder  3)  folgt  wie  bekannt : 

sin  g)  ^  (if;')  ==  —  swi  if;  cos ^'  +  cos if;  sin tf;'  z/ (tf;), 
sin  g>  jd  {tji)  =  cos  ^  sin  ^'  —  sin  ij;  cos  ^'  A  (9). 
Also: 

ds  —  rfs'         1      ^,  .         .      /N    1   ^(<P)  j/ 

=-: — rf(sintf;Sf/J^)  +    .        d\coS'^  coS'^\ 

ü  stn  fp  stn  fp  ' 

Da  nun  cost^  c<^f^'  bei  ^  =  0  zu  cosq>  wird,  so  liefert  die  Integra- 
tion in  den  Grenzen  0,^  für  ds  und  9,tf;'  fUr  ds'\ 

Ei/f     \        T^/f     /x    .    ^/,     \       sin ^  sin ^'   .   costUcos%b' — cosip 

Mit  Hilfe  von  3): 

Eik,^)  -  [Eik,^')-Eik,^)]=^l^sin<p,^^sin£.^^Q^^^^^ 
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Es  dürfte  von  Interesse  sein ,  dass  die  Jacobi'sche  Constraction  sich 
ancb  zum  Beweise  des  Additionstheorems  für  das  zweite  Integral  eignet. 

In  Fig.  2  Taf.  I  seien  r,  R  die  Radien  der  xkxa  m^M  beschriebenen 
Kreise ,  die  Centrale  Mm  =  e.  Die  Sehnen  A  Q^  PP'  sind  Tangenten  am 
kleinen  Kreise,  zu  den  Bögen  AQ^AP^ÄP'  gehören  die  Peripheriewinkel 

Ferner :  ^ 

PJ+P'r=2Äfirt(V— ^),   PT—P'T=2esin{^  +  fi/), 
also: 

P J=  {ß  +  e)  cos'^sin^' —  (Ä — e)  simp  cosiif\ 
P'Ts=  {R — e)  co8^  sinif/ —  (Ä  +  e)  sin^  eos^\ 
Folglich : 

M^)  di>-JU>')  d^'  =  (i?  +  e)  rf  (m»  m»-)  +[^R-e)d  (cos»  cos^') 

Durch  Integration  wie  oben  und  unter  Benutzung  von : 

costp  =  cos »  cos'ilß'  +  sin  ^  sin  ^/  A (y),   ^ (v)  ^^  p  ,     i 


AT,        j/(Ä+«)«_r« 


entsteht : 


E{k,<p)  —  [E{k,i,')—E{k,ti;)]  =  —=^=sintpsinfl,ri^^^ 

v=^J^sinq>  sin  »  sin  »'• 

Für  viele  Betrachtungen  ist  es  von  Wichtigkeit ,  denjenigen  Punkt  C 

ins  Auge  an  fassen ,  der  für  die  von  {M)  umschlossene  Schaar  von  Kreiseui 

welche  paarweise  dieselbe  Chordale  haben ,  die  Grenze  bildet.    Bezeichnet 

man  mit  a,  h  die  Abschnitte,  in  welche  er  den  Durchmesser  ^4^9  theilt,  so 

ist  in  den  aufgeführten  Formeln  A:*  =  = r — . 

/(Ä  +  <?)«  — r«  «• 

Femer  sind  PCA=sß,  P'CA  =  ß>,  OCA=:a  die  Winkel,  durch 
welche  tf;,  V>  9  ^^^  Anwendung  der  Landen'schen  Snbstitntion  ersetzt  wer- 
den; dabei  tritt  an  die  Stelle  von  k  das  Verhältniss  — — r  =  ^C :  MB, 

Jacobi  hat  z.  B.  gezeigt,  dass  bei  einem  2n  Eck  PP'P'\  . . ,  welches 
um  den  kleineren  und  in  den  grösseren  Kreis  beschrieben  ist,  die  Verbin- 
dnngslinien  gegenüberstehender  Ecken  sich  in  C  schneiden.  Lässt  man 
nun  den  Kreis  M  in  einem  doppelt  so  grossen  mit  dem  Mittelpunkt  B 
rollen,  so  beschreibt  C  eine  Ellipse  E.  Zieht  man  in  den  Lagen  von  C, 
bei  welchen  die  Punkte  P,  P\  P".  • .  in  Berührung  mit  dem  festen  Kreise 
sind,  Tangenten  an  JS,  so  erhält  man  ein  geschlossenes,  der  jS umschriebe- 
nes 4 71  Eck,  das  zugleich  einer  mit  j&  confocalen  Ellipse  einbeschrieben 

Digitized  by  V._    _    _       __ 


Von  C.  Küpper.  v  243 

ist.  Durch  den  8atz  von  Jacobi  wird  diese  Eigenschaft  bedingt:  Die 
An  Berührnngspankte  a,n{  E  sind  zu  je  vieren  die  Ecken  von  n  Parallelo- 
grammen ,  und  vier  solche  Ecken  sind  Punkte ,  für  welche  die  von  Fagnani 

entdeckte  Eigenschaft  stattfindet 

» 

IV. 

Aus  der  in  I  bewiesenen  Gleichung  2)  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise 

als  Bedingung  dafür,  dass  ein  nEck  P,  welches  der  Ellipse  E  umschrieben,' 

der  C  einbeschrieben  ist,  und  als  dessen  erste  Seite  irgend  eine  durch  den 

Winkel  ^  ihres  Berührungspunktes  charakterisirte  Tangente  von  E  ge* 

nommen  wird,  sich  nach  einer  bestimmten  Anzahl  t  von  Umläufen  schliesst: 

4iE 
w  =  am  — ^.     (f.  n  sind  relative  Primzahlen.) 
n 

Die  Unabhängigkeit  dieser  Bedingung  von  ^ ,  also  von  der  Lage  der 
Tangente  von  E^  welche  zur  ersten  Seite  gewählt  ist,  lässt  erkennen,  dass, 
wenn  irgend  eins  dieser  »Ecke  sich  schliesst,  dasjenige  etwa,  dessen  erste 
Seite  im  Scheitel  B  berührt,  dann  auch  ein  Gleiches  von  jedem  Polygone 
Pgilt,  dem  irgend  eine  Tangente  von  B  als  erste  Seite  dient,  und  dass  ein 
solches  stets  n  Seiten  bekommt  und  t  Umläufe  macht. 

Nennt  man  zwei  elliptische  Bögen  gleich,  wenn  ihre  Differenz  rectifi- 
cabel  ist,  so  kann  man  sich  ohne  Zweideutigkeit  also  ausdrücken: 

^)  Jedem  bestimmten  Bogen  von  E  [etwa  aE  (Ar,  q>)]  sind 
unzählige  gleich.  Die  beiden  Tangenten  in  den  beiden  End- 
punkten eines  solchen  Bogens  schneiden  sich  auf  einer  mit 
E  confocalen  Ellipse  C,  und  die  Berührungspunkte  je  zweier 
Tangenten  vonJ?,  die  von  dem  nämlichen  Punkte  auf  tf  aus- 
gehen, begrenzen  einen  solchen  Bogen.  Die.  Ellipse  C 
heisst  der  gegebenen  durch  den  Winkel  ip  oder  durch  amu 
zugeordnet. 

P)  Wenn  dadurch,  dass  von  irgend  einem  Anfangs- 
punkte auf  Ey  n  gleiche  Bögen  aneinander  gelegt  werden, 
die  Peripherie  von  E  gerade  t  mal  durchmessen  wird,  so  ge- 
schieht dies  gleicherweise,  wenn  man  von  einem  anderen 
Punkte  ausgehend,  n  den  ersten  gleiche  Bögen  auf  E  ab- 
trägt. In  dem  angenommenen  Sinne  erscheint  das  tfache 
der  Peripherie  von  jedem  der  beiden  Punkte  aus  in  n  gleiche 
Theile  getheilt. 

C)  Jedes  der  JF  umschriebene  n  Eck,  dessen  aufeinander- 
folgende Seiten  die  E  der  Beihe  nach  in  den  Punkten  einer 

solchen  nTheilung  berühren,  ist  einer,  der  E  durch  am 

n 

zugeordneten    Confocalen    €    einbeschrieben.      Und    wählt 

man  irgend  eine  Tangente  von  E  als  erste  Seite  eines  um  i^ 
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und  zugleich  in  C  beschriebenen  Polygons,  so  wird  dies 
stets  ein  geschlossenes  ftEck  von  lUmläufen,  zwischen  des- 
sen Seiten  gleiche  elliptische  Bögen  begriffen  sind.  Der- 
artige Polygone  können  elliptisch  reguläre  heissen. 

|l)  Halbirung  und  Verdoppelung  des  elliptischen  Inte- 
grals u  (Fig.  l,Taf.  I). 

Durch  den  Winkel  9  =  a  m  ti  sei  C  der  gegebenen  E  zugeordnet ;  B,  jl 
seien  die  Endpunkte  der  Halbachsen  b ,  ^b*  +  X.  Von  p  aus  werde  an  E 
eine  Tangente  gelegt  und  mit  9^  der  Bestimmungswinkel  des  Berührungs- 
puuktes  bezeichnet.     Dann  folgt  nach  ^) : 

Die  dem  Winkel  (p^  entsprechende  Ellipse  C^  habe  zu  Halbachsen 
j^a'  + Ao,  j/fr*  +  Ao,  so  sind  diese  mittelst  der  Formeln  4)  aus  c«,  f«  zn  be- 
rechnen« Aber  diese  Functionen  lassen  sich  sehr  leicht  durch  die  an  <p 
gehörigen  c,  s  ausdrücken.     Die  Figur  ergiebt  sogleich : 

b 


cosq>Q 


=-yi'+ji, 


^^*^o=:7f^,  '^^'P*^  =  :^ylt:fl 


«ö  =  - 


daher 

und 

Substituirt  man  ans  4)  die  Wertho  von  a*  + A,  i'  +  i: 

Somit  die  Verdoppelnngsformeln : 

_  — l  +  V  +  'o'      .  _  —  l  +  c,'  +  »,« 
~    l-c,«  +  V   '  l  +  c^'-s*    ' 

so  folgt  aus  6) : 
Nach  5),  6): 

Hiermit  ist  zugleich  die  Aufgabe  erledigt,  die  dem  Winkel  am2u  zu- 
geordnete Ellipse  C  zu  construiren.  Man  findet  ihre  Halbachse  y^b^+k'^ 
indem  man  die  Tangente  im  Punkte  tp  bis  zum  Durchschnitt  p'  mit  M  B 


8) 
Weil  nach  4) 
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verlUngert;  j/a*+l,  "/b^+i'  sind  ebenso  durch  ^a*  +  X,  j/6*+A  aaszu- 
drücken,  wie  diese  dnrch  ^a"  +  Ao,  j/ö^  +  Xq. 

Das  Voranstehende  liefert  auch  die  Multi^lication  und  Division  eines 
elliptischen  Integrals  durch  irgend  eine  Potenz  von  2  auf  eine  anschauliche 
Weise. 

Bezeichnet  man  noch  das  Segment  ^T,  mitr,  so  ist,  weil  Tiq>  eine 

Berührende  von  E: 

b  b 

b  : b  •  coso)  =  r  :  a  sina.  also  t  =  a  lang  Ä  g>; 

cosq>  cosfp  ^  ^'  i/«^» 

dies  führt  zu  einer  neuen  Construction   der   zum   Winkel  g>   gehörigen 

Ellipse  C. 

Da  weiter: 


so  kommt  mittelst  6) : 

lang  (Po  J{(Po)  =  lang  \  q>, 
die  bekannte  Folge  von  q>Q^=  am  ^u. 

V. 

ßi)  Die  Bedingung  9  =  am —  liefert  ein  der  E  umschriebenes  ellip- 
tisch reguläres  nEck  P|  von  einem  Umlauf.  Es  sei  der  tf  einbeschrieben, 
deren  Halbachsen  j/c^  +  X,  ^6"  +  A.  Das  der  E  umschriebene  reguläre 
2nEck  Pi  von  einem  Umlauf  ist  in  die  Ellipse  Co  ^^^  ^^^  Halbachsen 
y^  +  Ky  V^^  +  ^0  beschrieben.     Wenn  Pj  vorliegt,  so  hat  man  pi  sofort, 

und  umgekehrt  (IV).  py  wird  aber  bestimmt  durch  die  Relation  gPo=am — . 

fi 

Aus  dieser  folgt  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  c^yB^'i  /l[^o>0=^) 

aus  welcher  mittelst  4) : 

_        a^b^  —  Xp^  _        «*&»  — Aq« 

^•~a«6«+.2a*Ao  +  V      *"~  a«6*  +  26«Ao+ Ao* 

Ao  erhalten  wird.   Ersetzt  man  dagegen  nach  6)  c^,  s^  durch 


j/b*+x'  /a*+x' 
so  findet  man  A. 

Herr  Richelot  hat  in  einer  ausgezeichneten  Arbeit  (Grelle,  Bd.  38) 
als  Fortsetzung  der  von  Jacobi  begonnenen  Untersuchung  (Grelle,  Bd.  3) 

aus  jener  transcendenten  Bedingungsgleichung  g)Q  =  am  —  die  algebraische 

abgeleitet  und  sie  in  ihrer  einfachsten  Form  aufgestellt. 

Der  kürzeste  Weg,  sich  diese  zu  verschaffen,  ist  wohl  folgender: 

.  2Är 

Sei  — ==t/oi  ^  ^^QG  ungerade  Zahl  2m-f-l*     Theilt  man  die  halber 

'^  DigitizedbyV^OOgle 
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Peripherie  von  E  von  J?  aus  in  2m  + 1  gleiche  Theile  (im  erklärten  Sinne), 
so  liegen  je  m  Theilpnnkte  symmetrisch  gegen  die  grosse  Achse  ^  und  nach 
unseren  Sätzen  muss  die  Tangente  im  mten  Theilpnnkte  die  grosse  Achse 
in  einem  Hauptscheitel  der  Confocalen  C^  schneiden,  woraus  denn  geo- 
metrisch folgt: 

5*i"ammiio=== -r— — -,   nach  4):  =—--.— . 

ö*  +  ^  ^  Co  +  Sc 

Ist  nun  erstens  die  Zahl  2m  +  I  von  der  Form  ^h  +  l^  so  geben  nach 
Kichelot^s  Bezeichnung  die  Multiplicationsformeln  der  elliptischen  Func- 
tionen : 

8mam2huQ S2A 

sin  am  u^  "  Nu 

mit  Hilfe  von  9)  die  Gleichung : 

a)  JVj**— «0(1 --0(^0  +  0  5m'=0. 

Ist  zweitens  2m  + 1  von  der  Form  4A  +  3,  so  kommt: 
sin  am(2h  + 1)  u^__S2A^i . 
sinamuQ  ^2*4-1' 

folglich: 

ß)  (1—0  {Co  +  *o)  S2A+i^  —  So  i^2A+l*  =  0. 

Wie  die  der  Null  gleichzusetzenden  Ausdrücke  von  einem  darin  ent- 
haltenen überflüssigen  Factor  befreit  werden ,  ist  bei  Kichelot  nachzusehen. 
Beispiel.  Für  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Sechseck  ist  2 m + 1 = 3 
mMo=Uo;  daher  9): 


"«.■='-<v=^. 


k 


also: 

f{Co,  So)  =  Cg+ So  — 1=0. 
Der  Uebergang  zum  Dreieck  einerseits,  zum  Zwölfeck  andererseits  bleibe 
dem  Leser  überlassen. 

Eigenschaften  der  einer  Ellipse  JS  umschriebenen  elliptisch 
regulären  Polygone  P, 

P)  Ist  P  ein  2nEck,  so  sind  seine  Ecken  paarweise  Endpunkte  von 
Durchmessern  der  Confocalen  C  Die  Berührungspunkte  der  Seiten  auf 
E  sind  paarweise  Endpunkte  von  Durchmessern  dieser  Ellipse. 

Ist  P  ein  4n  Eck  und  liegt  der  Punkt  T  als  Berührungspunkt  einer 
Seite  von  P  in  irgend  einem  Quadranten  von  E,  so  treten  noth  wendiger  weise 
in  den  beiden  Nebenquadranten  die  beiden  Punkte  als  Berührungspunkte 
von  Seiten  des  P  auf,  welche  T  als  Fagnanische  Punkte  zugeordnet  sind.  — 
In  jedem  Ellipsenquadranten  befinden  sich  also  stets  gleichviele  Berüh- 
rungspunkte. Errichtet  man  in  den  auf  einen  Quadranten  kommenden 
Punkten  Normalen  auf  E  und  nimmt  deren  Abstände  vom  Mittelpunkte  von 
Ey  so  geben  diese  eine  constante  Summe.     Bildet  man  für  die   Punkte, 
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welche  in  zwei  Nebenquadranten  liegen,  die  Saramen  ihrer  BogenabstXnde 
▼on  angleichnamigen  Scheiteln,  so  ist  die  Differenz  dieser  Snmmen  der  con* 
Staaten  Summe  der  Normalen-Abstftnde  gleich. 

C)  Die  in  Bede  stehenden  Polygone  sind  mit  denen  identisch,  auf 
welche  Herr  Steiner  dnrch  anderweitige  UntersuchuDgen  geftlhrt  wnrde. 
Dieser  berühmte  Oeometer  scheint  die  vorstehenden  Beziehungen  znr  ein- 
geschriebenen Ellipse  nicht  bemerkt  zu  haben;  aber  er  theilt  ohne  Beweis 
folgende  schöne  Sätze  mit 

Erster  Satz.  Das  der  Ellipse  E  umschriebene,  einer 
Gonfocalen  tf  einbeschriebene  itEck  P,-  von  lUmläufen  hat 
unter  allen  übrigen  gleichartigen  (convexen  nEcken  von 
I  Umläufen),  welche  der  E  umschrieben  sein  können,  einen 
kleinsten   Umfang. 

EUn  AerE  umschriebenes  itEck  kann  nämlich  nur  dann  eines  vom  klein- 
sten Umfang  sein,  wenn  es  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Normale  auf 
£  in  dem  Berührungspunkte  T  irgend  einer  Seite  v  desselben  sich  mit  den 
HalbiruDgslinien  der  an  dieser  Seite  liegenden  Ausenwinkel  von  Pi  in 
einem  Punkte  schneidet  Beschreibt  man  in  das  von  3  aufeinander  fol- 
genden Seiten  ti,  v,  w  gebildete  Dreiseit  einen  Kreis,  so  lässt  sich  leicht  zei- 
gen ,  dass ,  wenn  der  Berührungspunkt  dieses  Kreises  und  der  Seite  v  nicht 
mit  T  zusammenliegt,  durch  eine  blose  Veränderung  der  Lage  von  v,  dnrch 
welche  der  Abstand  jener  Berührungspunkte  abnimmt,  der  Umfang  von  Pi 
verkleinert  wird.  Fallen  aber  diese  beiden  Berührungspunkte  zusammen, 
so  liegen  die  Ecken  von  'JP,-  auch  in  einer  mit  E  confocalen  Ellipse : 

Denn  {7,  fF  seien  die  Eckpunkte ,  in  welchen  w ,  v  und  v ,  u  zusam- 
menstossen ,  Z  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreiseit  uv  w  beschriebenen 
Kreises.  Denkt  man  durch  ü  eine  mit  E  confooale  Ellipse  gelegt,  so  hat 
diese  erstens  die  Oerade  ZU  zur  Tangente,  weil  diese  den  Winkel  vw  hal- 
birt.  Zu  beweisen  bleibt  zweitens,  dass  die  Confocale  auch  den  Punkt  W 
aufnimmt.  Da  die  Oerade  ZT  normal  auf  9  steht,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten Satze  Z  der  Pol  von  v  in  Bezug  auf  die  gedachte  Confocale. 
Würde  diese  demnach  die  v  statt  in  W  in  einem  anderen  Punkte  X  schnei- 
den ,  so  müsste  XZ  Tangente  der  Confocalen  sein ,  und  femer  müsste  ZÄ^ 
wenn  von  Ä  noch  eine  Tangente  an  E  gedacht  wird,  gegen  v  und  diese  letz- 
tere gleiche  Neigung  haben,  was  offenbar  dem  widersreitet,  dass  Z  W  gegen 
V  und  u  gleich  geneigt  ist.  Daher  liegt  ^in  der  Confocalen,  ebenso  die 
folgenden  Ecken  von  Pi. 

Zweiter  Satz.  Das  der  Ellipse  J?  eingeschrieben  e,  einer 
Confocajen  umschriebene  nEck  Pi  hat  unter  den  gleichar- 
tigen der  E  eingeschriebenen  nEcken  einen  grössten  Um- 
fang. 

Ein  der  E  eingeschriebenes  tiEck  kann  nämlich  nur  dann  eins  vom 
grössten  Umfang  sein,  wenn  ihm  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  seine  W^^C 


i 
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kel  durch  die  in  ihren  Scheiteln  stehenden  Normalen  von  E  gehälftet  wer- 
den. Denn  halbirt  etwa  die  Normale  in  der  Ecke  V  den  von  den  Seiten 
üVy  VW  gebildeten  Winkel  nicht,  so  lässt  sich  leicht  darthnn,  dass  man 
ein  grösseres  mit  dem  vorliegenden  gleichartiges  nEck  bildet,  wenn  man 
ohne  an  dem  einen,  in  den  Ecken  27,  W  begrenzten  Theile  des  Polygons 
etwas  zu  ändern,  die  Ecke  V  an  die  Stelle  des  Bogens  [7 fT rückt,  wo  die 
Normale  den  Winkel  UVW halbirt.  Hat  aber  das  Polygon  die  erforder- 
liche Eigenschaft,  so  ist  es  auch  einer  mit  E  confocalen  Ellipse  umschrie- 
ben. Davon  endlich,  dass  diese  letztere  eine  völlig  bestimmte  fist,  und 
dass  es  nicht  eine  zweite  Gonfocale  giebt,  der  ein  mit  Pi  gleichartiges  der 
E  eingeschriebenes  itEck  umschrieben  werden  kann,  überzeugt  man  sich 
am  besten  an  einer  Figur:  Man  stelle  sich  eine  von  £  umschlossene  Gonfocale 
E!  vor,  ziehe  als  erste  Seite  von  Pi  eine  Tangente  im  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  von  E  bis  zur  Ellipse  (C  in  (^;  zugleich  ziehe  man  im  Endpunkt  der 
kleinen  Achse  von  Ef  eine  Tangente  bis  ^'  auf  C;  von  ^  aus  lege  man  die 
zweite  Seite  <Sl|J  von  Pi  tangirend  an  £,  zugleich  von  ^'  die  ^'IJ'  tangirend 
an  Ef  n.  s.  f.  Dann  gewahrt  man  sogleich,  dass  die  Punkte  ^',  ^\  C  .  • 
noth wendig  den  Punkten  ^ ,  |^ ,  C  . .  .  stets  auf  C  voraus  sein  müssen. 
Schliessen  sich  daher  die  beiden  Polygone  gleichzeitig  zum  ersten  Male, 
00  muss  das  zweite  wenigstens  einen  Umlauf  mehr  haben ;  d.  h.  es  ist  ihm 
nicht  mehr  gleichartig. 

Man  darf  hiernach  von  einem,  einer  Ellipse  einge- 
schriebenen* elli  ptisch  regulären  nEck  sprechen.  Damit 
ist  dann  ein  nEck  von  tUmläufen  (n,  t  natürlich  relative 
Primzahlen)  zu  verstehen,  welches  einer  völlig  bestimmten 
mit  jener  confocalen  Ellipse  als  elliptisch  reguläres  Po- 
lygon   umschrieben   ist. 

Dritter  Satz.  Der  Umfang  aller  n  Ecke  jP,-,  welche 
zwischen  zwei  confocalen  Ellipsen^  der  einen  E  umschrie- 
ben, der  andern  C  eingeschrieben  sind,  ist  constant.  Oder: 
Alle  elliptisch  regulären  nEcke  Pi  haben  einerlei  Umfang; 
und  zwar  gilt  dies  für  die  umschriebenen  so«wohl,  wie  für 
die  eingeschriebenen  nEcke  (natürlich  ist  der  Umfang  ver- 
schieden bei  zwei  n  Ecken,  die  bei  derselben  Ellipse  zu  der 
einen  und  andern  Kathegorie  gehören). 

In  der  That,  wenn  man  beachtet,  dass  je  zwei  in  einer  Ecke  A  von  P,- 
zusammenstossende  Seiten  mit  dem  Element  der  Curve  C  gleiche  Winkel 
bilden,  so  begreift  man,  dass  durch  Uebergang  von  einem  Polygone  zu 
dem  unendlich  nahen,  der  Umfang  keine  Aenderang  erleidet. 

Nach  Steiner  soll  dieser  constante  Umfang  sein:  €iZ{cosx  +  cosy\ 
€t  ist  die  grosse  Halbachse  ^a'  +  A  von  (C,  ^,  y  bedeuten  die  Winkel,  in 
welche  der  von  einem  bestimmten  Brennpunkte  F  von  til  nach  der  Ecke  A 
gezogene  Leitstrahl  den  Polygon winkel  TAT  theil^^gi^j^g^^yQoOQlc 
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Beweis.  Der  zweite  Brennpunkt  sei  G,  AT^  AT'  sind  zwei  Tangenten 
an  E;  Ty  T  ihre  Berühr nngspnnkte.  Die  naoh  jP,  Q  gezogenen  Leitstrah- 
len seien  für^i:  p,  q\  für  T:  (,  m;  für  2":  <,  u.  Der  Winkel,  den  /,  u  mit 
TA  bilden  sei  w,  der  Winkel  von  f*,  u  mit  TA  sei  tv\ 

Die   gewöhnliche   Constraction    der    Tangenten   von  einem    Punkte 
ausserhalb  der  Ellipse  giebt : 
ATz=zp  C08X  —  t  cosrv^  AT=ucosfv  +  q cosy^  AT'=sq  cosx  —  u  cosw\ 
ATz=f  cosw'  +  p  cosy. 
Also  durch  Addition 

AT+  AT'^=\  ——C08W    +  a  (cosx  +  cosy)  +    — - —  cosw    . 

In  der  Summe  der  ähnlichen  Ausdrücke  erscheint  das  eingeklammerte 
Endglied  als  Anfangsglied  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  bei  jedem 
folgenden  Summanden,  und  hebt  sich  fort. 

Schliesst  sich  daher  das  Polygen,  ist  T  wieder  zuletzt  Berührungs- 
punkt, so  hebt  sich  dann  auch  das  Anfangsglied  und  man  hat  die  Steiner^- 
sche  Formel. 

Ein  anderer,  bemerkenswerther  Ausdruck  für  dieselbe  constante 
Summe  ist : 


^wr 


it 


Die  ^  sind  die  Complemente  der  excentrischen  Anomalien  für  die  Be- 
rührungspunkte der  Seiten. 

P)  Aus  einem  der  E  umschriebenen  elliptisch  regulären  n  Eck  P, 
von  einem  Umlauf  kann  man  ein  nEck  von  tUmlänfen  (f,  n  relative  Prim- 
zahlen) ableiten.  Man  findet  nämlich  einen  Punkt  der  confocalen  Ellipse, 
in  welcher  das  sternförmige  Polygon  P,  eingeschrieben  ist,  wenn  man  die 
yte  und  (5'  +  i)te  Seite  von  Pj  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert.  Man 
erhält  es  direct,  wenn  man  fortfährt  und  die  (g  +  l)te  Seite  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  der  (5^  +  «  +  0*®°  verlängert  u.  s.  w.  Umgekehrt,  wenn  ein 
n  Eck  von  1  Umläufen  vorliegt,  so  ist  damit  ein  nEck  von  einem  Umlauf  ge- 
geben. 

Wenn  aber  ein  Polygon  Pi  betrachtet  wird  als  regulär  elliptisches,  das 
der  E  einbeschrieben  ist,  so  kann  man  nach  dem  Bisherigen  nicht  das  ein« 
geschriebene  reguläre  n Eck  von  einem  Umlauf  construiren ,  noch  um- 
gekehrt von  diesem  zu  jenen  gelangen. 

(C)  Hat  man  das  Integral  2jfir  in  n,  und  in  v  gleiche  Theile  getheilt 
(wo  n,  V  relative  Primzahlen),  so  kann  man  es  durch  eine  geometrische  Con- 
struction  in  n  v  gleiche  Theile  theilen : 

2Ä'  2K 

«Q  =  a  m ,  a>  =  ü  tn . 

n       ^  V 

])  Ziehe  in  den  Punkten  90,   9?  von  j&  zwei  Tangenten ,  dur^b  ihrenj 

Zeilsehrifl  f.  Malhemalik  u.  Physik.  VII.  4.  °  9'^ff^  ^^  V^OOglC 
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Durchschnitt  eine  mit  E  confocale  Ellipse:    bestimme  den  Winkel  amt^  für 
welchen  die  Confocale  der  E  zugeordnet  ist.     Dann  ist 


«- %jsr=li:^4jr. 


nv  2nv 

Wenn  nun  n — v  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  P)  die  Aufgabe 
zu  lösen ;  wenn  aber  n  —  v  die  p  te  Potenz  von  2  und  keine  höhere  als  Fac- 
tor enthält,  so  construire  man  nach  IV  am  --,  und  verfahre  dann  nach  P). 

2)  Es  reichen  hiezu  auch  die  beiden,  der  £durch  die  Winkel  ^q,  ip  sn- 
geordneten  confocalen  Ellipsen  aus.  Die  ganze  Peripherie  von  E  denke 
ich  in  a/3  gleiche  Theile  getheilt.  Zieht  man  in  irgend  zwei  Theilpunk- 
ten,  die  durch  a  solcher  Theile  getrennt  sind,  zwei  Tangenten,  so  schnei* 

den  sich  dieslB  auf  der  Confocalen  von  E,  die  zum  Winkel  am-T-   gehört. 

P 

Theilt  man  daher  mit  Hülfe  der  zu  am —  gehörigen  Confocalen  die  E  zu- 
erst in  a  gleiche  Theile,  dann  mit  Hülfe  der  andern  Confocalen  von  jedem 
der  oTheilpunkte  aus  jedesmal  in  ß  gleiche  Theile,  so  erhält  man  sie  in 
aß  gleiche  Theile  getheilt,  wenn  «,  ß  relative  Primzahlen  sind. 
Haben  «,  ß  den  grössten  Theiler  x  und  ist  a  =  ir.a',  /5  =  t.^,  so  sieht 
man,  das  bei  den  ersten  a'Theilangen  von  je  jSTheilen  jedesmal  j3  nene 
Tbeilpankte  erhalten  werden,  dass  aber  später  alle  früheren  der  Reihe 
nach  wiederkehren.  Mit  Hülfe  der  beiden  Confocalen  erhält 
man  aß  Theilpunkte,  also  ebenso  viele,  als  das  kleinste 
Vielfache  von  a,  ß  angiebt  Es  leuchtet  ein,  dass  sie  mit  denen  zu- 
sammenfallen, welche  die  E  in  a  ß  gleiche  Theile  theilen.  a  =  2it> 
ß=z2v  giebt  aß  =  2nv,  wie  vorher  verlangt  wurde. 

/)  Zum  Schlnss  möge  eine  Anwendung  auf  einen  besonderen  Fall  hier 
Platz  finden  (Fig.  3,  Taf.  I); 

Die  einer  Ellipse  E  umschriebenen  Vierecke  von  klein- 
stem  Umfang  sind   Parallelogramme  ig>=iam  IC^=z—).     Ihre 

Ecken  liegen  in  einer  mit  E  eonfocalen  Ellipse  C  von  den 
Halbachsen  j/a^  +  ab,  yb*+ab.  Ihre  Seiten  berühren  diefin 
Fagnani'schen  Punkten.  Ihr  Umfang  ist  conBtant=:=4  (a-f-6). 
Die  Normalen  von  E  in  den  Berührungspunkten  der  Ecken 
eines  solchen  Parallelogramms  haben  vom  Mittelpunkte 
der  E  gleichen  Abstand.  Die  Polarfiguren  dieser  Paral- 
lelogramme in  Bezug  auf  C  sind  dieser  umschriebene  Kecht- 
ecke,  deren  Ecken  anf  einem  Kreise  vom  Radins  a  +  b  lie. 
gen.  —  Analog:  Die  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Vierecke  von  gröss- 
tem  Umfange  sind  Parallelogramme  u.  s.  w.  C^nnn]{> 

igi  ize      y  g 
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2)  In  1)  wurden  unter  Fagnani'schen  Punkten  zwei  in  Nebenqua- 
dranten befindliche  Punkte  tou  E  verstanden,  für  welche  die  Differenz 
ihrer  BogenabBtAnde  von  ungleichnamigen  Scheiteln  rectificabel  ist.  Ord- 
net mandie  beiden,  in  demselben  Quadrante.n,  einander 
zn,  so  wie  ihre  entsprechenden,  im  gegenüberliegenden 
Quadranten,  und  beschreibt  das  Parallelogramm,  dessen 
Seiten  die  E  in  diesen  vier  Punkten  berühren,  so  liegen 
seine  Ecken  auf  einer  mit  E  confocalen  Hyperbel  £•  Die 
Differenz  zweier  zusammenstossenden  Seiten  ist  2  (a  —  6). 
Die  Halbaehsen  von  $  sind  j/^^—abj  j/b^—ab.  Die  Polar- 
figuren dieser  Parallelogramme  in  Bezug  auf  ^  sind  der  JJ 
umschriebene  Rechtecke,  deren  Ecken  auf  einem  Kreise 
vom    Radius    a  —  b  liegen. 

Die  in  1)  und  2)  vorkommende  umhüllte  Ellipse  E  ist 
von  den  beiden  mit  ihr  concentrischen  Kreisen  {a  +  b\  {a  —  b)j 
die  Polarfigur;  von  jenem  in  Bezug  auf  C,  von  diesem  in 
Bezug  auf  ^. 


XII. 

üeber  die  Abweichung  des  freien  Falles  der  Körper  yon 

der  Verticalen. 

Von  Dr.  Ludw.  Matthiessen, 

Lehrer  der  Physik  am  Gymnasiam  in  Jever. 


In  einer  früheren  Mittfaeilung  (Jahrg.  V  dieser  Zeitschrift)  von  Baca- 
loglo  über  die  Richtangsänderung  der  Verticalen  in  der  äusseren  Ver- 
längerung der  Normalen  eines  Punktes  der  Erdoberfläche  hat  derselbe 
eine  Notiz  von  Puiseux  (CompU  rend.  1856,  Bd.  42,  S.  683)  über  die  Wir- 
kung der  Umdrehung  der  Erde  ailf  die  Bewegung  irdischer  Körper  einer 
theilweisen  Prüfung  unterworfen ,  wobei  er  auf  zum  Theil  entgegengesetzte 
Resultate  geführt  worden  ist.  Das  Interessante  dieser  Frage  macht  es 
wünschenswerth ,  dieselbe  hier  nochmals  zu  erörtern ,  namentlich  da  in  der 
gedachten  Mittheilung  einige  nicht  unbedeutende  Irrthümer  enthalten  sind. 
Aus  der  Notiz  von  Puiseux  ist  dem  Verfasser  nur  das  Wenige  bekannt  ge- 
worden ,  was  Bacaloglo  in  der  Vergleichung  desselben  mit  seinen  Resul- 
taten erwähnt.  Da  die  Notiz  von  Puiseux  selbst  auch  nur  auf  die  Resultate 
hindeutet,  so  soll  im  Folgenden  die  Theorie  etwas  ausführlicher  entwickelt 
werden. 

Was  zunächst  die  von  Bacaloglo  aufgestellten  Formeln  anbelangt ,  so 
ist  bekannt,  dass  (S.  60,  Z.  10  v.  o.)  „die  Gesatnmtwirkung  des  Erdellipsoi- 
des  auf  den  äusseren  Punkt  Mi  nicht  in  der  Richtung  der  Normalen 
iüf,  iV|  an  dem  durch  ilf|  gelegten  homofocalen  Ellipsoide  Ji  B^  stattfindet,*' 
dass  also  die  Formel  für  den  Winkel  ai  (Z.  5  v.  u.)  unrichtig  ist  Da  eben- 
dasselbe von  der  Massenattraction  des  Erdellipsoides  auf  den  Punkt  M  gilt, 
und  also  in  Formel  1)  die  Wirkung  der  Centrifugalkraft  schon  enthalten 
ist,  so  ist  in  jener  Gesammtwirkung  auf  den  äusseren  Punkt  My  nach  Ein- 
führung der  Umdrehung  der  Erde  (S.  61,  Z.  14  n.  16)  nicht  auf  die  Differenz 

V  ' 
^,  sondern  auf  die  Wirkung  der  ganzen  Centrifugalkraft—  Rücksicht  zu 

nehmen.     Auch  leuchtet  nicht  recht  ein,   wie  (S.  62,  Z.  8  v.  o.)   die  Be- 
trachtung der  Homofocalität  vernachlässigt  werden  dürfe.  /Bei  Vermeidung 
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dieser  Fehler  würde  sich  ergeben  haben,  dass  dieEesultate,   an  denen 
Paisenz  durch  seine  Untersnchungen  gelangt  ist,  richtig  sind;  nämlich: 

1)  dass  ein  frei  hängender,  homogener  Faden  eine  parabolische 
Carve  bildet,  welche  ihre  concave  Seite  dem  nächsten  Erdpole 
zuwendet; 

2)  dass  ein  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängter ,  in  der  Meridian- 
ebene liegender  Stab  sich  so  zu  stellen  strebt,  dass  sein  unteres 
Ende  ebenfalls  gegen  den  nächsten  Pol  sich  hinneigt,  also  auf 
der  nördlichen  Halbkugel  gegen  Ngrden  gerichtet  ist. 

Um  dieses  Problem  mit  genügender  Schärfe  zu  lösen,  ist  es  noth- 
wendig,  die  Kichtung  der  Yerticalen  in  allen  Punkten  ausserhalb  des  Erd- 
sphäroid  zu  bestimmen.  Diese  wird  gefun^pn  aus  den  Eigenschaften  der 
Niveanflächen,  indem  man  zu  diesen  die  Flächen  bestimmt,  welche  die- 
selben normal  durchschneiden.  Die  Methode  der  Bestimmung  der  Normal- 
flächen irgend  einer  gegebenen  Fläche  soll  hier  vorangehen  und  an  einigen 
verwandten  Beispielen  erläutert  werden. 

Bedeuten  or,  y  die  Coordinaten  der  Niveaulinien ,  17,  £  die  der  Normal- 
cnrven ,  so  ist  für  irgend  einen  Punkt  P  eines  Ebenenschnittes  paraUel  der 
or,  y  Ebene  oder  für  ein  constantes  z 

—  .-Tr-|-1  =  0,    Oder    -rr  =  —  T"' 
dx  dl  dl  •         dy 

TTm  die  Gleichung  der  gesuchten  Trajectorie  zu  finden,  hat  man  also 

die  Gleichung  der  Curve  y  =  /'(ar)  oder  9p(a:,y)  =  0  nach  x  zu  differen- 

tiiren,  in  f{x)  oder  (p'{xjy)z=z-^  statt  x  und  y  zu  setzen  £  und  17  und  die 

dx 

Constanten  Grössen,  welche  beim  Uebergange  von  einer  Curve  (p{x^y)  zur 

nächstfolgenden,  uneudlich  nahe  liegenden  g){Xyy  +  8y)  variiren,   mittelst 

der  Gleichung  g>{x,y)  :^=0  zu  eliminiren.    Auf  diese  Weise  erhält  man  die 

Differentialgleichung  der  Trajectorie 

Die  Schmiegung  der  Trajectorie  ergiebt  sich  alsdann  aus  der  Be* 
Bchaffenheit  des  Werthes  -rrr ,  auf  dessen  Vorzeichen  man  ausser  der  Dif- 

ferentiiruog  obiger  Gleichung  auch  aus  demjenigen  von  '(;7-)  schliessen 

kann.  Seien  Pt  0^  ^  drei  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Trajectorie 
ST  (Fig.  4,  Taf.  I)  für  ein  constantes  Differential  von  £,  ferner  dx  gleich 
d{,  do  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  einander  unendlich  nahe  lie- 
geaden  Niveaulinien  AB  und  A^  B^  folgende  Gleichungen : 

i>Jlf  =  y;   Pm  =  dy',   MM,^mf,,==dx',   ^  =  «(2)' 
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va- 


Nehmen  wir  weiter  an,  dass  (~^)  ohne  Aenderung  der  Abscisse 

riirt  werde  und ,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Figur  ergiebt ,   einen 
positiven  Werth  erbalte,  so  wird  diese  Variation  ausgedrückt: 


(f5''='-%^e-3"=+-' 


dA 
wenn  man  die  Achse  OA  kurs  mit  A  bezeichnet. 


Da  andererseits  -4[=  —  -7-  =  —  "tt-t  ist,  so  differentiirt  diese  Glei- 
chung  in 

nnd  weil  offenbar  «'(jr^j  mit  9\-r-)  dasselbe  Voraeiehen  ist,  so  ist  aach 
-TTf  positiv,  d.  h.  die  Trajectorie  ist  gegen  die  FAcbse  eonvex  ge- 

«•5 

krümmt. 

1.  Untersuchen  wir  zunächst  die  Trajectorie ,  welche  alle  Ellipsen, 
die  unter  sich  ähnlich  und  um  ihren  Mittelpunkt  ähnlich  gelegen  sind, 
senkrecht  durchschneidet,  so  wird  dieselbe  die  Richtung  der  Verticalen 
innerhalb  der  Niveauflächen  eines  als  homogen  gedachten  Erdeil ipsoides 
verfolgen.  Ziehen  wir  dabei  die  Niveaulinien  eines  Meridians  in  Betracht 
und  nehmen  in  Uebereinstimmung  mit  der  im  Attractionscalcül  allgemein 
adoptirten  Bezeicbnungs weise  die  OX  zur  kürzeren  oder  Polarachse  und 
OY  zur  Aequatorialachse  (Fig.  5,  Taf.  I),  so  ist  die  allgemeine  Gleichung 
derselben : 

»*  =  7!  (««  -  a^)  =:  (l  +  i')  («»-*») 
und 

äx  '^     ^       ■/,,*  — u.* 

Wenn  man  nan  {  statt  x  setzt ,  so  wird 


df,_      1        ^o'— {' 

die  Differentialgleichung  der  Trajectorie.     Eliminirt  man  a  vermittelst  der 
gegebenen  Gleichung  und  setat  ij  statt  y,  so  resultirt 

dti 1        1} 

folglich  ist  log  not  r,  =  log  nal  C| :  (1  +  A«).  ^^^^^^  ^^  GoOglc 
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Geht  die  Trajectorie  durch  den  Punkt  (^i2(),  so  ist  ebenfalls 

log  nat y,  =  log  nat  C.  ar,  :  (1  +  X*). 
Wird  diese  Gleichung  von  dem  unbestimmten  Integrale  subtrahirt, 
80  erhält  man: 

log  nai^  =  log  ml  1 :  (l+X*) 
Vi  ^1 

oder 

Die  Trajectorie  ist  also  eine  parabolische  Curve,  so  lange  nicht  k* 
gleich  Null  ist.  Da  für  positive  Coordinaten  {  and  i}  das  zweite  Differen- 
tial negativ  ist,  nämlich 

dp        {i  +  xYV\ 

so  ist  die  Cnrve  gegen  die  Polarachse  coneav.     Die  Schmiegung  der- 
selben ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  für  den  Krümmungsradius 


Ffir  i;  =s  I  =s  0  erhält  man  (  =  00.  Für  die  Annahme  a=b  bilden 
die  Niveaulinien  concentrische  Kreise  nnd  die  Gleichung  der  Trajectorie 
gebt  ttber  in  die  einer  Geraden,  welche  dnrch  den  gemeinschaftliehen 
Mittelpankt  geht,  nämlich 

Für  1+X*=2  sind  die  Trajectorien  Parabeln,  für  1+X*  =  8 
NeiTsche  Parabeln  u.  s.  w. 

2.  Es  soll  die  Gleichung  derjenigen  Trajectorien  bestimmt  werden, 
welche  alle  homofocalen  Ellipsen  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Be- 
zeichnen wiederum  |  und  ij  die  Coordinaten  derselben ,  so  ist 


wo  a  und  b  Tariabel ,  aber  dareh  die  Gleichung 

aneinaiider  gebunden  sind.    Eliminirt  man  a  zwischen  diesen  Gleichungen, 
so  erliält  man 


''K?J-^'''-«*-**''-')?i-''«="' 


oder  auch 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  multiplicire  man  sie  mit  4 1}  und  setze 
«'  =  z,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in  r^ ^^^1^ 
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Differentiirt  man  diese  m-mal  nach  £,  so  ist 
worin  der  erste  Theil 

Setzt  man  nun  in  der  Tajlor'schen  Reihe  a  statt  x  and  g — a  statt  A, 
so  nimmt  sie  die  Form 

z=/'(i)=A«)+^^.A«)+^^*.r(«)+... 

an ,  welche  jedenfalls  ihre  Giltigkeit  haben  and  der  vorgelegten  Gleichung 
genügen  wird,  wenn  ans  dieser  folgt,  dass  von  einer  bestimmten  Stelle  an 
/•(»)(!)  =^(H-i)(|) . . .  sämmtlich  Null  sind  für  ein  beliebiges  |.  Setaen  wir 
nun  g  =  a=sO,  und  m  =  1,  2,  3  .  . .,  so  ist: 

/(0)  =  -2z^  +  i'a.'^*  =  0;    ^=/'(|)=0; 

da  ferner 

./„.s       /rf«   .      .\(.ä*^      d^\   .  L^^  \ /d^z  .     \   .      d«i 

/  (S)  =  (jl  +  2|)  (i^^-.-5-J  +  (l^^  -  2.)  (^p  +  2)  +  2^  =  0. 

so  wird  für  J  =  0, 

/^(0)  =  -2z— 5-4:^+2A'fl„«— ,  =  0;    _  =  /^(|)  = 


r(0)  =  -2z^-4--2^.-  +  2AV^.  =  0;    r  (Ö=0; 

u.  s.  w.  allgemein  von  dieser  Stelle  an  /^"HS)  =  ^• 

Wenn  man  nan  für  1=0  den  Werth  von  z=a  setzt,  so  ist 


dies  ist  die  gesuchte  Gleichang.    Man  kann  dieselbe  auch  schreiben : 

und  es  folgt  daraus,  dass,  wenn  c  positiv  und  <,l^a^  ist,  man  Hyper- 
beln erhält,  welche  mit  den  gegebenen  Ellipsen  homofocal  sind  and  jede 
derselben  rechtwinklig  treffen.  Um  c  zu  bestimmen ,  nehmen  wir  an ,  dass 
die  Trajectorie  durch  den  Punkt  (x^y^  gehe:  dann  ist  r^^^^Tu 
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CXt 


t 


yo"=c  — 

und 


/C: 


=  ''''^^\-^^*''*  -  i  /(^«+ y*  +  xwr  -  4i'<y.*; 


woraus  folgt,  dass  c  stets  positiv  ist.  Aach  ist  leicht  einzusehen ,  dass 
wegen  der  nothwendigen  Bestimmung  c<A*ao*,  von  dem  doppelten  Vor- 
seichen  des  irrationalen  Theiles  von  c  nur  das  negative  zulässig  ist.  Für 
die  Annahme  c>l*a^  würde  man  näqilich  die  gegebenen  homofocalen 
Ellipsen  wieder  erhalten.  Um  die  Grenzwerthe  von  c  zu  erhalten,  erwäge 
man,  dass  c  =  0  wird  für  yo  =  ^  ^^^  ^0  =  ^0 5  hingegen  c=i}}a^  für 
y^  =  *o  =  >^1  +  '^^  •  ^0  ^^^  ^0  =  0.  Man  sieht ,  dass  die  Trajectorien  Hy- 
perbeln sind,  deren  grosse  Achsen  zwischen  Null  und  ^Xa^  variiren.  (Vgl. 
Fig.  6,  Taf.  I.) 

3.  Wir  wollen  dies  Problem  mit  Rücksicht  auf  die  änsseren  Niveau- 
flächen des  Erdsphäroides  partiell  zu  lösen  versuchen.  Die  geringe  Ex- 
centricität  des  als  homogen  betrachteten  Erdellipsoides  lässt  eine  Verein- 
fachung dieser  verhältnissmässig  schwierigen  Aufgabe  zu.  Bezeichnen  X 
und  F  die  Componenten  der  gesammten  Massenanziehung  auf  den  äusseren 
Punkt  (ar,y),  so  ist  die  Differentialgleichung  der  Niveaulinie  in  einer  durch 
den  Punkt  und  die  Polarachse  gelegten  Ebene 

oder   wenn  man  für  X  und   Y  ihre  exacten  Werthe  substituirt,  und  die 

If 
Gleichung  mit  ^f~fYJrW\  ™^1*^P^^<^*'* 

arctang  l ^  -j  }  ^^^  =  0, 

Ay  Ay 

worin  Ä  die  halbe  kleine  Achse  des  gegebenen,  A^  die  des  homofocalen 
durch  den  Punkt  {pc^y)  gehenden  Ellipsoides  bedeutet.  A  und  A^  sind 
stets  durch  die  Gleichung 

an  einander  gebunden,  mittelst  deren  zunächst  A^  aus  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  eliminirt  werden  kann. 

Da  es  dem  Zwecke  dieser  Abhandlung  (em  liegt ,  eine  vollständige 
Lösung  des  vorgestellten  Problems  zu  geben ,  so  möge  hier  zunächst  die 
Bestimmung  der  Gleichung  der  beträchtlich  entfernten  Niveauflächen  vor- 
angehen, darauf  die  Gleichung  der  Trajectorien,    welche  die  der 
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fläche  sehr  nahe  liegenden  Niveaaflächen  normal  darchschneiden,  und  anf 
welche  es  hier  hauptsächlich  ankommt,  folgen. 

Für  die  Punkte  der  von  der  Oberfläche  des  Erdsphäroides  beträchtlich 

entfernten  Niveanflächen  wird  der  Quotient  -j-^  sehr  klein ,  und  die  Olei- 

chung  für  A^  redacirt  sich  auf  folgende : 

a^  +  y«  =  ^,« 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  k*  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  Bimait  die 
Differentialgleichung  folgende  Form  an: 

wobei  das  Rotationsmoment  - — -z-  mit  V  bezeichnet  ist.     Die  Integration 

2nfg 

ergiebt  als  Gleichung  der  Niveaufläche : 


^j/^^r^^  2(l  +  A*)~^a  ~^  b   ^  2(1  +  A«)- 

Die  Gleichung  der  Constanten,  worin  A  die  halbe  Polarachse ,   des 

Erdellipsoids ,  a  und  b  die  halben  Achsen  der  Niveauflächen  bezeichnen, 

liefert  das  Yerhältniss  a :  b.     Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  durch 

1^',  nimmt  F  =  0,0023  und  die  Abplattung  zu  0,00329  an,  so  erhält  man: 

•(jT~7-"^«(j)+'**''=*' 

oder  wenn  man  o  statt  y ,  ß  statt  -j  setzt: 

_     584.8/? 
"~/3«  + 584,8" 
Die  Differentiale  sind 

da       _      584,8  —  20«         _  d^a  18j5» 

Tß = ^'«  iß'  +  m,sy  ""^'d^«  =  -  «^'^ W*'+  k^' 

Für  ein  Maximum  oder  Minimum  ist 

2/3*  —  584,8  =  0;    /3  =  6,637 
oder  wenn  man  b  in  geographischen  Meilen  ausdrückt,  4847,8,  welches 
nach  Laplace  die  höchste  Höhe  der  Atmosphäre  ist. 

Da  der  zweite  Differentialquotient  für  ein  positives  ß  negativ  bleibt, 
so  erreicht  a  ein  Maximum  für  b  -=  6,637 .  ^ ,  für  welchen  Werth 
a  =  |6  =  4,425.^  wird,  so  dass  also  über  diese  Grenze  der  Niveau- 
flächen hinaus  kein  Gleichgewicht  der  Atmosphäre  mehr  möglich  ist  und 
eine  Zerstreuung  derselben  stattfinden  muss.     Da  aus  der  Beschaffenheit 

d^y 
der  Gleichung  dieser  äussersten  Niveauflächen  folgt,  dass  j-^. stets  posi- 

rf*17 

tiv  bleibt,  ao  gilt  dasselbe  von  — p;  mithin  ist  die  Trajectorie  gegen  den 
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nächsten  Erdpol  concav  gekrümmt     Das  Weitere  ist  aus  Fig.  7,  Taf.  I 
ersichtlich. 

Um  endlich  die  Gleichung  der  Trajectorien  za  bestimmen ,  welche  die 
der  Erdoberfläche  sehr  naheliegenden  Niveanfläche  normal  durchschnei- 
den,  kann  man  folgenden  Weg  einschlagen.  Der  Winkel  tp^^  welchen  die 
Normale  eines  Punktes  0  des  Meridians  mit  der  Aequatorialachse  MB 
(JPig.  8,  Taf*  I)  bildet,  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

^„^ ;  »(»-i>-+f-.) 

hingegen  der  Winkel  9  der  Normale  eines  homologen  äusseren  Punktes  Wj 

der  um  wR  +  d  vom  Mittelpunkte  entfernt  ist,  wenn  man  z  für  _         setzt, 

Ä  +  0 

durch 


iang  q>  = 


Verwandelt  man  diese  Function  von  z  nach  der  Reihe 

/w=^(i-|)=/-'(i)-|Ai)+n^r(i)-..., 

so  erhält  man 


'1 


l-ii*+li*- 


X*  X 

Für  einen  homologen  Punkt  ist  —  gleich  —   und  för  einen  Ort  mittlerer 

yi  y 

Breite,   also  etwa  ir=y,  würde  aus  obigen  Formeln  der  Werth  tp — g>^ 

leicht  berechnet  werden  können.     Wegen  der  Kleinheit  dieses  Winkels 

9  —  <pg  kann  man  nämlich  setzen 

iang  q>  —  iang  qp^ 
V~9>o  = ^ y 

also 


d 


R  7  V       V«' 


woraus   die   ausserordentliche  Kleinheit  des  gesuchten  Winkels  deutlich 
wird.     Nimmt  man 


r=  0,0022997,    /l  +  A*  =  1,00433441  (Newton), 
i  =  1000"»,     R  =  6376000™, 
so  findet  mau  nur  0>^'',00292  Abweichung.     Wählt  man  dagegen  statt  jene^ 
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zuerst  von  Newton  fttr  ein  homogenes  Erdellipsoid  berechneten  Werthes 
des  Achsen  Verhältnisses  den  durch  Messung  bestimmten  ]f/l+A*=  1,003345, 
so  ergiebt  sich 

9  — cp^  =  0"«,041. 
Dieser  letzte  Werth  weicht  indess  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
mehr  von  dem  wirklichen  ab,  als  der  erste,  da  wegen  der  HeterogeneitSt 
des  Erdballs  die  Anziehung  eine  andere  Function  der  Abplattung  sein 
muss,  als  die  oben  angenommene.  So  viel  scheint  aber  klar  zu  sein,  dass 
der  von  Puiseux  angegebene  Werth  O",!?  viel  zu  gross  ist.  Aus  der  Natur 
der  obigen  Gleichungen  folgt  zunächst,  dass  die  Trajectorie  nahe  an  der 
Erdoberfläche   keinen   Wendepunkt  hat.     Denn  differentiirt  man  iang  q> 

nach  z  und  setzt  — —^  gleich  Null,  so  wird  «>1,  was  gegen  die  Vor- 
aussetzung ist.     Als  Gleichung  für  ein  Maximum  nämlich 

Da  ferner  F=fgX* — ^^1*,  so  ist  auch,  wenn  man  statt  z*  setst 
-      5* 


R' 


Ji*j+Ai*=o, 


welcher  Gleichung  nicht  durch  ein  positives  d  Genfige  geschieht. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  selbst  innerhalb  enger  Grenzen ,  z.  B. 
zwischen  ^=^0  und  6=1000°*,  zu  finden,  denke  man  sich  den  Horizont  von 
0  als  Abscissenachse,  die  Normale  ON'  als  Ordinatenachse.  Sei  ferner 
WMi  =  i  die  Ordinate ,  OM^  =  s  die  Abscisse  des  Punktes  W  der  Tra- 
jectorie OWP.  Die  Normale  ON'  bildet  mit  dem  Radiusvector  MOp  den 
Winkel  N'Op*=  M,WM„*  Da  dieser  Winkel  aber  stets  sehr  klein  ist,  so 
ist  es  gestattet,  die  mit  i  bezeichnete  Ordinate  dem  Incremente  ö'  des  Ra- 
diusvector MW  gleich  zu  setzen.  Innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 
kann  man  sich  der  homologen  Punkte  bedienen,  da  sich  die  Richtung  und 
Grösse  der  Kräfte  verhältnissmässig  wenig  ändert,  wenn  man  in  irgend 
einer  Niveaufläche  von  dem  Punkte  N  zu  dem  benachbarten  p  fortschreitet. 
Nun  ist 

und  wenn  man  mit  Berücksichtigung  des  Newton'schen  Abplattungsquo- 
tienten substituirt : 

so  erhält  man 

^  =  51«*;     d«  =  ^,Ä,; 
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worin  die  Eigenschaft  der  gesachten  Canre  als  einer  Parabel  aasge- 
drückt ist.  Für  d  =  1000»»  findet  man  s  =  0">",008.  Hiemach  würde  die 
Ablenkung  %  eines  in  seinem  Schwerpunkt  aufgehängten  Stabes  nar 

*  26 

betragen. 

Die  Abweichung  des  freien  Falles  von  der  Yerticalen,  wegen  der  Um- 
drehung der  Erde,    ist   viel   beträchtlicher.     Bezeichnet  nämlich  w  die 
Winkelgeschwindigkeit,  so  ist,  wenn  wieder  die  Yerticale  als  Ordinaten- 
aehse  angesehen  wird ,  und  h  die  Fallhöhe  nach  der  Zeit  /  bedeutet: 
St  =^  co8<p  [wt  {Jl+  6)  —  wl  (Ä  +  6 — A)]  =  whi  cosfp^ 

h^gt*  und   s*=^cos*<p^f^:  Ä»=-z-^^ rV    (Neil's  Parabel). 

g  tir  .  cos  <p 

Wählt  man ,  um  die  orthogonalen  Projectionen  der  Fallcurve  zu  er- 
halten, den  Horizont  zur  Ornndebene,  den  Meridian  zur  Seitenebene,  die 
durch  die  Yerticale  senkrecht  zum  Meridian  gelegte  Ebene  zur  Yertical- 
ebene,  so  stellt  sich  die  Horizontalprojection  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel als  gegen  SW.  convez,  die  Yerticalprojection  als  gegen  0.  con- 
cay,  die  Seitenprojection  (Querriss)  als  gegen  N.  concay  dar.  Die 
Gleichung  der  Horizontalprojection  ist: 


l''='-^i^'.'- 


Die  Grösse  der  Abweichung  eines  fallenden  Körpers  vom  Fusspunkte 
der  Yerticalen  beträgt  hiernach  ftlr  die  Fallhöhe  von  1000""  beinahe  0'",4, 
während  die  von  der  Bichtungsänderung  der  Yerticalen  herrührende  nur 
wenig  Über0'"™,008  beträgt,  da  aus  den  Eigenschaften  der  Parabel  folgt, 
dass  dieselbe  innerhalb  der  Grenzen  0"^,00S  und  0">"*,010  fällt. 
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THT.    TTeber  einige  Intepralformeln.  —  Seist  man  zur  Abkürsang 
•/iit^  ^1  s_  ^  und  arclang  ^  s=s0y  so  gelten  bei  poMtiven  o;  die  bekannten 


Formeln 


0 


OD 

0 

a 

/ 


deren  reebte  Seiten  ancb  dnrcb 

r{i  +  (i)  €08(10  ^^^  r(i+>)  wn^e 

ersetzt  werden  können.  Ans  der  letzteren  Form  erkennt  man ,  dass  das 
erste  Integral  für  fi=0  unendlich  wird,  während  das  zweite  in  demselben 
Falle  den  endlichen  Werth  B  erhält,  wie  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 
Es  scheint  nnbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass  die  Formeln,  welche  man 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  fi  erhält,  ein  ganz  ähnliches  Ver- 
halten zeigen;  unter  Benutzung  der  zweiten  Form  ergiebt  sich  nämlich 

00 


/- 

-l/ore- 

'^'cosßxdx 

0 
(  S  sin  (10 

00 

(filg  +  l)cos(ie( 
T                     •  '               1  "i 

cosfiB 

j.M- 

'Uxe- 

'^'  sinßx  dx 

u 

r{i+n)  itiScosfiS- 

SitlflLB 

lg  sin  (10  i        /"(l  +  (jl)  sin  (10 
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Für  fc=0  wird  der  erste  Integralwerth  unendlieh,  der  zweite  aber 
endlich  =  [—  /^  +  r(l)] 6,  d.  i.  weil  r (1)  =  —  0,5772156 . . .  =  —  C 

OD 

0 
Die  zweite  der  nrspriingliclien  Formeln  gilt  übrigens  auch  für  o=0, 
wenn  fi  zwischen  — 1  und  +1  liegt;  man  kann  daher  die  vorliegende  For- 
mel gleichfalls  für  a=0  in  Anspruch  nehmen,  wodurch  entsteht 

0 
Hieraus  leitet  man  ohne  Mühe  die  folgenden  zwei  Integralwerthe  ab 


')/'© 


sm  fix  cos  vx 


dx=JjC+i/(^«-v')j,     ,.>v. 


0 
Die  letzte  Formel  lässt  sich  ;wieder  zur  Entwickelung  des  Integrals 


-=/'C-) 


sin  2p,x '^ 2(1  sin X  sin  (2/i+  l)  , 


stnx 
0 

benutzen.    Es  ist  nämlich 

Stnx 
0 


0 


und  wenn  man 

sin{2n+i)x 


:  1  +  2  (cos  2«  +  CO'  4«  +  . . .  +  CO«  2 « ar) 


setzt ,  so  giebt  die  Ausführung  aller  Integrationen 

S;=|j(l-2^)C  +  /(2^)— 2ii/(2«+l) 

/i+^    2+^.      «±i.)j 
\l—ti    2  —  fi        n— |a/> 
wobei  ^  zwischen  0  und  1  liegen  muss.    Aus  der  bekannten  Formel 
_,   .        _.  1.2.3...n,ni'-* 

^(^)  =  -^'%(p+i)(p  +  .)...(p.H.-l)'    («  =  «>) 
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+  /•)  Hl-,»)(2-^)...(n-^)  > 


ni-l^)  _  r.-„  ((!  +  >*)  (2+ >♦)•..  (»  +  <*)_, 
and  68  kann  daher 


(l  +  M)(2  +  <*)...(n  +  ^) _    ,^  rr(l-ft)         -] 

(i_^)(2_^)...(„_^)-''   Lnn-^)"^*] 

gesetzt  werden ,  wo  c  gegen  die  Null  con vergirt ,  wenn  n  unendlich  wächst 
Hiernach  ist 


bei  unendlich  wachsenden  n 


Andererseits  lässt  sich  Lim  S^  unmittelbar  nach  dem  Dirichlet*schen 
Satze 

00 


an 


0 
bestimmen,  indem  man 

^  —  2fjLSinx 


nimmt;  dies  giebt 

^^='(T)'-^+'a)^V'(,i)-:^'+... 

=  71  —  I  i —^ '-5tii2fi9c —  --  sin4^w  —  --  «mOfiir  — ... 

\  Ä  /  2  1  2  3 

Vergleicht  man  die  beiden  Werthe  von  Lim  S^  und  beachtet ,  dass 

r(i->i)^r(^)r(i-^)^         » 
r(n-^)        i*[rw]'        ,»[r(^)]««nH« 

ist,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden,  unter  der  Bedingung  0<fA<  1  gil- 
tigen Beihenentwickelung 

/r(^)  =  (1  — |i*) /«  +  (4— ^)  C  —  i? ÄiVi  ^ jr 

9K    '  1  2  o  ' 

Im  Wesentlichen  stimmt  dieses  Kesultat  mit  demjenigen  überein ,  wel- 
ches Kammer  auf  ganz  anderem  Wege  gefunden  hat.  (Crelle^s  Journal, 
Bd.  35.) 

XZ.    Hote  ttber  die  Integration  der  Gleichung: 
1)      (o,  +  bnx)  y(«)  +  (a^i  +  6,.ia:)  y('-i)  +  •..  +  («,  +b,x)  y' 
+  (ao  +  b,x)y=0. 
Von  Simon  Spitzer  ,  Professor  des  Merkantilrechnens  an  der  Wiener  Han- 
delsakademie. ^^  ^ 
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Wir  setzen,  geleitet  durch  die  Arbeiten  des  Herrn  Petzval,  das  In- 
tegral der  Gleichung  1)  in  folgender  Form  voraus: 

2)  y=^i''"'^' 

in  welcher  nach  vorgenommener  A  maliger  Differation  statt  u  die  constante 
Zahl  a  gesetzt  werden  muss.  Die  Aufgabe  ist  nun,  für  Weine  solche  Func- 
tion von  u ,  und  für  h  nnd  a  solche  constante  Zahlen  zu.  finden ,  dass  der 
Ausdruck  2)  der  Gleichung  1)  identisch  Genüge  leistet. 

Schreiben  wir  vorerst  die  Gleichung  2)  folgendermassen : 

und  diese  Werthe  in  1)  substituirt  geben : 

3)  jÄ[(^''»"''  "•"  '''-^''"*^  +  . .  +  ^/i  w  +  «a) 

+  a:(ft.tt.»  +  6«_iM"-i  +  ..  +  ft,«  +  &,))e'"^'][  =0. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  halber : 

a,w«  +  a„_iti"-^  +  . . .  +/7, «  +  0^=  Uq 
ft«M»  +  /^«_iu— ^  +  .. .  +  ^  «  +  &o=  l/, , 
so  geht  3)  über  in 

und  diese  Gleichung  soll  nun  identisch  stattfinden. 
Damit  aber 

für  u=^a  identisch  verde,  ist  es,  wie  wir  bemerkt  haben,  erforderlich,  dass 
die  Gleichung  5)  in  die  Form 

6)  Ä[(«-«)!--A9)]  =  0 

ou^^  du  ■■ 

gebracht  werden  könne,  denn  führt  man  die  hier  vorkommende  A malige 

DiiFerentation  wirklich  aus,  so  erhält  man 

a*+'  q> 

was  für  M  =  «  in  der  That  idettisch  wird,  wenn  nur  v.-*  . ,  für  «  =  «  nicht 

°^^«*-  DigitizedbyGoOQle 
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Wir  setzen  daher 

8)  {üo+ü,x)e-'f^'={u-af^-hq>. 

Damit  diese  Gleichung  stattfinden  könne,  muss  offenbar  9  die  Form 
haben  : 

woselbst  z  eine  Function  von  u  vorstellt,  und  setzt  man  (p  in  dieser  Form 
voraus ,  so  hat  man : 

{U,+  U,x)e^'  fV=e'"[{u  —  a)^-hz+(ji  —  a)a:z] 
oder  beiderseits  durch  e"*  dividirt 

9)  {ü,+  U,x)W=={u  —  a)^^—hz  +  {u^a)xz. 

Diese  eine  Gleichung  zerfällt  nun  in  folgende  zwei  Gleichungen: 

10)  Urr==^iu-a)ll-Hz, 

\ü,W={u-^u)z, 
und  diese  zwei  reichen  hin  zur  Bestimmung  von  z  und  fV,  Sucht  man  näm- 
lich aus  der  untern  Gleichung  z  und  setzt  dies  in  die  obere  Gleichung,  so 
erhält  man ,  da 

V,IV 

z  =  — - — 

u  —  a 

ist, 

du  ^         ^  u  —  a 

Hieraus  folgt : 

somit  ist 

Das  eben  gefundene  y  ist,  wenn  h  Null  oder  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet  (und  unter  dieser  einzigen  Voraussetzung  ist  die  ganze  bisher  ge- 
führte Analysis  tadellos)  und  o  ganz  willkürlich  ist ,  im  allgemeinen  gleich 
Null,  denn  differenzirt  man  man  einen  Ausdruck  der  Form 

Amal,  so  erhält  man  einen  Werth,  der  für  u=^a  verschwindet,  wenn  nftm^ 
lieh  weder  t|;  (a) ,  noch  einer  der  folgenden  Differeutialquotienten 

unendlich  gross  ist.  ^ 

Aber  anders  ist  es  in  dem  speciellen  Falle,  wo  a  eine  Wurzel  der 
Gleichung  [7|  =  0  ist.    Setzen  wir  voraus,  dass  u==a_ejne  einfache.  Wurzel 
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der  Gleichung  1^1  =  0  ist,  and  dass  j~,  in  Partialbrüche  zerlegt,  unter  an- 
deren  den  Partialbruch gebe.     In  diesem  Falle  hat  sodann  y  die  Form 


'==\^\.i''-''y-^'^'nM . 


wo  F{u)  eine  Function  von  u  ist,  die  fUr  usss«  weder  Null  noch  unendlich 
wird,  und  selbe  vereinfacht  sich  noch,  wenn  man  die  willkürliche  Zahl  h 
gleich  — A  setzt,  denn  dann  ist: 


^=lSt^"'^(")]l 


'au- 
ssind daher  u  —  «,  u  —  /5,m  — y,  •..  einfache  Factoren  von  ü^^  und 

giebt  -jj-  in  Partialbrüche  zerlegt,  unter  Anderem  die  Partialbrüche 


u^a'    M  — jS'     u — y' 
so  hat,  wenn  A^  B^  C,  ...  ganze  negative  Zahlen  bedeuten,  die  vorgelegte 
Gleichung  folgende  particuläre  Integrale : 

unter  C|,  C,,  C,...  willkürliche  Constante  verstanden. 
So  hat  man  z.  B.  für  die  Gleichung 

y    =xy  —  ny, 
in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

u,  «' 

und  ein  particulXres  Integrale  obiger  Differential-GIeichnng  ist  daher 


-l.^["-"]lo' 


Die  eben  vorgetragene  Methode  setzt  voraus ,  dass  {7j  =  0  den  Factor 
uz::=a  nur  einmal  habe,   kommt  aber  u  =  a  wiederholt  in  üi  vor,  so  gilt 

diese  Methode  nur  in  einem  sehr  speciellen  Falle ,  nämlich  dann ,  wenn  =^ 

in  Partialbrüche  zerlegt  unter  anderen  den  Partialbruch  hat: 

woselbst  A  ganz  und  negativ,   ^,  A^.,.  aber  sämmtlich  gleich  Null  sind.  ^ 

18*  ^ 
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Zum  Schiasse  erlauben  wir  ans  noch  eine  Bemerkung.    Herr  Peteval 
hat  zuerst  particnlftre  lotegrale  der  Gleichung  l)  in  der  Form 


f  9*  r 


'fF]\ 


ff 

dargestellt  (siehe  dessen  Werk  über  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichungen, I.  Band,  2.  Abschnitt,  §  4,  und  IL  Band,  5.  Abschnitt,  §  4) 
und  das  ist  gewiss  sehr  verdienstlich.  Aber  der  Weg,  den  er  eingeschlagen, 
um  zu  diesen  particul&ren  Integralen  zu  gelangen,  ist  dunkel  und  äusserst 
beschwerlich,  und  der  von  ihm  gegebenen  Methode  fehlt  die  nothwendige 
Strenge. 

Wir  glauben,  dass  die  von  uns  hier  gegebene  Methode  sowohl  den  An- 
forderungen der  Strenge  als  auch  denen  der  Kürze  genügt. 


XXL    Veber  einen  geometrischen  Sati  von  Hao  Lanrin.   —  In 

Sectio  Uly  §.  98   des  Appendix  zu  seinem  Treaiise  of  Algebra  stellt  Mac 

Laurin  folgenden  Satz  auf: 

Wenn  durch  den  Schwerpunkt  S  eines  Dreiecks  ABC 
eine  Gerade  gezogen  wird,  welche  CB  in  Z7,  BA  in  ^und 
die  Verlängerung  von  AC  in  F  schneidet,  so  ist  immer 

us^  rs     WS' 

Am  einfachsten  dürfte  sich  dieses  Theorem  mittelst  der  Transver- 
salentheorie  beweisen  lassen.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Mitten  der 
Seiten  BC^  CA,  AB  mit  ^, ,  F, ,  C^  und  betrachtet -4  ß  als  Transversale 
des  Dreiecks  A^  US,  so  hat  man 

AjB    UW    SA  _ 
Bü  '  WS  '  AA,~^ 
d.  i.  wegen^ii?=4BC,  S^  =  |^^,, 

ÜW_^  BU 

WS~^'BC 

oder,  wenn  VWmVS+WS  zerlegt  wird, 

Sieht  man  zweitens  ÄC  b\b  Transversale  des  Dreiecks  BUS  an,  so 
hat  man 

BC    UV    SB, 


d.  i.  wegen  SB^=^  BiB 


Cü'VS'B.B       \ 


VS        BC 


oder,  wenn  ÜV  durch  VS —  VS  ersetzt  wird, 

y_s_cu 

VS"    BC' 


2)  i^^^^2Il 
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Die  Summe  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist 
US       ÜS_ 

WS     vs~^' 

und  hieraus  folgt  augenblicklich  der  zu  beweisende  Satz. 

München.  E.  y.  Huhtadt  aus  Pesth. 


XXn.  HoÜs  nach  M.  A.  Cayley.  Philosoph.  Magaz.  Vol.  XIII,  vierte 
Reihe.    Von  Dr.  Wilh.  Fijsdler. 

In  den  Annalen  von  Gergonne  (T.  XI,  p.  205)  geben  Brianchon 
und  Poncelet  den  Satz,  nach  welchem  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel, welche  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  geht, 
auch  den  Durchschnittspunkt  seiner  Höhen  enthält  (Man 
vergleiche  Analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte,  Art.  230,  Aufg.  1.)  Derselbe 
läset  sich  als  ein  specieller  Fall  des  anderen  Satzes  betrachten,  nach 
welchem  die  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben  vier 
Punkte  gehen,  mit  einer  beliebigen  geraden  Transversale 
ein  System  involutorischer  Segmente  bestimmen. 

Denn  man  schliesst  daraus  zunächst  das  Folgende.  Ist  E  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  von  einer  geraden  Linie  L  in  Punkten  geschnitten  wird^ 
die  zu  jedem  der  beiden  Punktenpaare ,  in  welchen  dieselbe  gerade  Linie 
L  zwei  andere  Kegelschnitte  S  und  S^  schneidet,  conjugirt  hannonisch  sind, 
so  hat  jeder  Kegelschnitt  S,,  der  mit  Sund  S,  durch  die  nämlichen  vier 
Punkte  geht,  die  nämliche  Eigenschaft,  in  L  ein  Punktpaar  zu  bestimmen, 
welches  durch  die  Punkte  des  Kegelschnittes'  E  harmonisch  getrennt  wird. 

Als  ein  specieller  Fall  davon  ergiebt  sich  der  Satz:  Jeder  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  vier  Schnittpunkte  zweier  rec- 
tangulären  Hyperbeln  geht,  ist  selbst  eine  rectanguläre 
Hyperbel. 

Und  daraus  entspringt  der  Brianchon  -  Poncelet'sche  Satz  ebensowohl, 
wie  der  ganz  elementare,  dass  in  einem  Dreiecke  das  dritte 
Höhenperpendikel  durch  den  Durehschuittspunkt  der  bei- 
den ersten  geht. 

Man  sieht,  dass  dieser  Satz  sich  dem  über  Kreise  zur  Seite  stellt, 
welcher  aussagt,  dass  jeder  Kegelschnitt  ein  Kreis  sei,  welcher 
die  vier  Durchschnittspunkte  zweier  Kreise  enthält,  welcher 
also  durch  die  imaginären  unendlich  entfernten  Kreispunkte  geht. 

Analytisch  kann  dem  Beweis  des  Brianchon  -  Poncelet'schen  Satzes 
die  folgende  Gestalt  gegeben  werden.    Der  Kegelschnitt    / 

aa«4-a'/3*  +  a'>*  +  26l3y  +  26'ya  +  26"aj3  =  0 
ist  dem  Fundamentaldreieck  umschrieben ,  wenn  man  hat 

ff=0,     «'  =  0,     rt"s»0 
(Analyt.  Geom.  d.  Kegelschn.,  Art.  134,  271). 

Derselbe  ist  aber  eine  rectanguläre  Hyperbel,  wenn  jf^^n  J^atQQQQ[^ 
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a  +  'a  +  a '=:  2  {b  C08A  +  b'co8B  +  b"co8C) 
(vergL  a.  a.  O.  Art.  64,  Aufg.  0  und  Zugatz  V,  p.  506)^  somit  eine  dem 
Fundamentaldreieck  umschriebene  Hyperbel ,  wenn 
bcosA  +  b'co8B+  b"cosCsssO 
ist.    Eine  solche  enthält  somit  den  durch 

acosA=i  ß  co8B=i  y  co8  C 
bestimmten  Punkt,  d.  h«  den  Durchschnittspunkt  der  Höhen  (rergL  a.  a.0. 
Art.  64,  Aufg.  3). 


ZXm  Eine  Srgänzung  des  Satzes  Aber  die  Involution  eines  Kegel- 
schnittbüschels.   Von  Dr.  Wilh.  Fiedler. 

Jede  gerade  Transversale,  welche  durch  eine  der  Ecken 
des  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  eines  durch  dieselben 
vier  Punkte  gehenden  Büschels  von  JCegelsehnitten  gezogen 
ist,  bestimmt  mit  den  Kegelschnitten  des  Büschels  und  den 
Gegenseitenpaaren  und  Diagonalen  seiner  viereckigen  Ba- 
sis eine  Involution,  welche  jene  Ecke  und  denDurchschnitts- 
punkt  mit  der  Gegenseite  des  sich  selbst  conjugirten  Drei- 
ecks zu  ihren  Doppelpunkten  hat. 

Diese  Punkte  bleiben  für  alle  diejenigen  Involutionen  Doppelpunkte, 
welche  durch  Kegelschnittbüscbel  erzengt  werden,  denen  das  nämliche 
Dreieck  als  das  sich  selbst  conjugirte  entspricht. 

Den  dualistisch  entsprechenden  Satz  über  die  involutorischen  Strahl- 
büschel erhält  man  leicht. 

Es  ergiebt  sich  daraus  die  folgende  Construction ,  die  zugleich  auch 
den  Beweis  zu  führen  geeignet  ist. 

Sei  ABCD  das  Viereck,  0  der  Durchschnittspunkt  seiner  Diagonalen, 
JS,  F  die  Durchschnittspunkte  seiner  Gegenseitenpanre ,  T  eine  beliebige 
durch  0  gehende  Transversale,  welche  die  Gegenseitenpaare  ÄB^  CD]  BC, 
DA  in  den  Punkten  a,  a ;  6,  b'  respective,  die  Gerade  EF  aber  in  0'  schnei- 
det, so  sind  0,  0'  die  Doppelpunkte  der  Involution  aa\  bb'.  Betrachtet 
man  nun  die  in  ^  sich  schneidenden  Vierecksseiten  als  fest,  die  Diagonale 
AC  als  sich  um  0  drehend,  so  dass  sie  in  ihren  aufeinanderfolgenden 
Lagen  die  Punktereihen  A\  A'\  A"\  . .,  C,  C",  C"\  .  .  in  den  festen  Sei- 
ten bestimmt,  so  liefern  die  Geraden  EA\  EC'\  EA'\  EC"]  EA"\  EC" 
etc.  in  der  Transversale  Jdie  Punktenpaare  und  Segmente  cc\  dd\  ee  etc., 
welche  sämmtlich  der  gegebenen  Involution  angehören. 


i 


XXIV.    üeber  den  Xnbik-  nnd  Oberfläoheninhalt  sftmmtlioher  ein- 
fachen Formen  des  regelmftMigen  Kryttallsystems.  Von  Dr.  F.  Dellhank. 

Zum  Verständniss  dieser  Abhandlung  sind  kr^stallographische  Vor- 
kenntnisse nicht  erforderlich.     Da  die  besprochenen  Formen  in  der  Natur 
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vorkommen,  so  liefert  das  Nachfolgende  einen  Beitrag  zn  der  auch  auf 
andern  Gebieten  der  Naturwissenschaften  vorkommenden  Einfachheit  der 
Gesetzmässigkeit  der  Erscheinungswelt. 

Denken  wir  uns  3  aufeinander  rechtwinklige ,  gleiche  Gerade  sich  im 
gemeinsamen  Kreuznngspunkte  halbirend  und  auch  um  jeden  ihrer  G  End- 
punkte 8  Ebenen  gelegt  in  der  Weise,  dass  jede  Ebene  von  den  beiden  an* 
dem  Geraden  die  Sttlcke  m  und  n  abschneidet ,  welche  beide  grösser  sind 
als  jenes  zur  Einheit  angenommene,  und  m^n.  Nach  den  Entdeckun- 
gen von  Weiss  sind  m  und  n  kleine  ganze  Zahlen  oder  Brüche,  welche  sich 
dnreh  kleine  ganze  Zahlen  darstellen  lassen. 

Der  Körper,  welcher  auf  diese  Weise  entsteht,  heisst  Hezakisoktaeder 
oder  Oktakishexaeder ,  wird  von  48  ungleichseitigen ,  spitzwinkligen  Drei- 
ecken begrenzt,  hat  also  72  Kanten  von  dreifacher 'Art,  lange,  mittlere  und  * 
korze;  femer  26  Ecken  von  dreifacher  Art,  nämlich  6  achtseitige,  an  wel- 
eben  die  langen  und  mittleren,  8  sechsseitigen,  an  welchen  die  langen  und 
knrzen ,  und  12  vierseitige ,  an  denen  die  mittlem  und  kurzen  Kanten  ab- 
wechseln. Die  6  Ecken  sollen  Oktaederecken,  die  8  Ecken  Hezaederecken 
und  die  12  Ecken  Dodekaederecken  heissen.  le  zwei  gegenüberliegende 
Ecken  werden  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  Achse  heisst;  der  Kör- 
per hat  also ,  wenn  wir  die  Achsen  nach  den  Ecken  benennen,  3  Oktaeder-, 
4  Hexaeder-  und  6  Dodekaederachsen.  Durch  die  drei  Oktaederachsen 
wird  der  ganze  Kaum  der  Form  in  8  Octanten  getheilt;  die  Dodekaeder- 
achsen halbiren  die  rechten  Winkel  der  Oktaederachsen,  gehen  also  mitten 
zwischen  2,  die  Hexaederachsen  aber  mitten  zwischen  3  Octaederachsen 
hindurch;  die  beiden  Perpendikel  aus  einem  Punkte  einer  Dodekaeder- 
achse auf  die  beiden  Oktaederachsen  desselben  Quadranten ,  sowie  die  3 
Perpendikel  aus  einem  Punkte  einer  Hexaederachse  auf  die  3  Ebenen  des- 
selben Oktanten  sind  einander  gleich. 

Das  Hexakisoktaeder  ist  der  Repräsentant  von  noch  6  anderen  For* 
men.  Nach  dem  Obigen  schneidet  jede  Ebene  oder  Krjstallfläche  des 
Hexakisoktaeders  von  den  drei  Oktaederaebsen  die  Stücke  a^ma  und  na 
ab ,  wo  m  und  n  unveränderlich  sind.  Setzen  wir  »1  =  1  und  n  =  1 ,  so 
haben  wir  das  Oktaeder,  blos  mc=l  das  Triakisoktaeder,  m=zn  aber  <  1 
das  Ikositetraeder ,  m  =  1  und  n  t=r  qo  das  Kbombendodekaeder,  m  >  1  und 
n  =  oo  das  Tetrakishexaeder,  i»  =  n=QO  das  Hexaeder.  Man  sieht  also, 
dass  das  Verhältniss,  welches  die  3  von  den  Oktaederachsen  abgeschnit- 
tenen Stücke  bilden,  alle  möglichen  Fälle  erschöpft;  beim  Oktaeder  sind 
sie  alle  3  gleich;  beim  Triakisoktaeder  sind  2  gleich,  das  dritte  ist  kleiner; 
beim  Hexakisoktaeder  sind  sie  alle  ungleich;  beim  Rhombendodekaeder 
werden  nur  zwei  gleiche  abgeschnitten ;  beim  Tetrakishexaeder  nur  2  un- 
gleiche; beim  Hexaeder  wird  nur  eine  Oktaeder lychse  geschnitten.  Durch 
Einsetzung  bestimmter  Werthe  in  die  Formeln  für  das  Hexakisoktaeder 
können  also  alle  Formen  erhalten  werden.  C^  r^r^r^Ao 
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Es  kann  auch  die  Hälfte  der  48  Flächen  den  Ranm  vollstündig  begren- 
zen. Wenn  man  sich  die  an  den  mittleren  Kanten  liegenden  abwechseln- 
den Flächenpaare,  oder  die  an  den  abwechselnden  Hexaederecken  liegen- 
den Flächengruppen  bis  znm  Verschwinden  der  andern  Flächen  erweitert 
denkt,  so  entstehen  2  Formen,  von  denen  G.  Kose  die  erste  Hemioktakis- 
hexaeder,  die  andere  Hemihezakisoktaeder  nennt.  Im  Gegensatze  in  die- 
sem hemiedrischen  Formen  heisst  das  Hexakisoktaeder  eine  homoedrische. 

Wenn  man  die  soeben  ausgesprochenen  beiden  Ableitungsgesetze  für 
die  hemiedrischen  Formen  scharf  ins  Auge  fasst,  so  wird  man  leicht  erken- 
nen ,  dass  nach  der  Art  der  Erzeugung  des  Hemihexakisoktaeders  diejeni- 
gen homoedrischen  Formen  mtt  ihren  hemiedrischen  zusammenfallen  müs- 
sen, deren  Flächen  an  mehr  als  eine  Hexaederecke  stOBsen;  es  sind  dies 
das  Khombendodekaeder,  das  Tetrakishexaeder  und  das  ]Iexaeder,  welche 
also  ihre  eignen  hemiedrischen  Formen  sind  nach  dieser  Ableitung.  Ebenso 
können  nach  der  Art  der  Ableitung  des  Hemioktakishexaeders  diejenigen 
homoedrischen  Formen  keine  Extrafoi*men  haben,  deren  Flächen  entweder 
an  mehr  als  eine  Oktaederecke  stossen,  wie  beim  Oktaeder,  Triakisok- 
taeder  und  Rhombendodekaeder,  oder  an  mehr  als  eine  Dodekaederecke, 
wie  beim  Ikoi^itetraeder  und  Hexaeder*  Ist  die  Erweiterung  eines  nach 
dem  Ableitungsgesetze  in  Betracht  kommenden  Theils  einer  Fläche  der 
übrige  Theil  dieser  Fläche,  so  muss  die  homoedrische  Form  mit  der  hemi- 
edrischen übereinstimmen.  Deshalb  giebt  es  nach  beiden  Ableitungs- 
gesetzeu  im  Ganzen  nur  6  Extraformen,  nach  dem  ersten  Gesetze  das  He- 
mioktakishexaeder  und  Hemitetrakishexaeder,  nach  dem  zweiten  das  He- 
mioktaeder,  Hemitriakisoktaeder ,  Hemiikositetraeder  und  Hemihexakis- 
Oktaeder.  Für  die  Praxis  ist  dies  besonders  wichtig ,  weil  nur  diejenigen 
homoedrischen  Formen  mit  hemiedrischen  in  Oombination  vorkommen  kön- 
nen, welche  nach  demselben  Ableitungsgesetze  ihre  eigenen  hemiedrischen 
sind.  Die  demselben  Ableitungsgesetze  unterworfenen  Formen  bilden  eine 
Gruppe,  welche  man  eine  Krystallreihe  nennt,  deren  es  also  im  unregel- 
mässigen System,  in  dem  System  mit  3  auf  einander  rechtwinkligen  und 
gleichen  Achsen,  drei  giebt,  die  Krystallreihe  des  Hex akisoktaeders  oder 
homoedrische,  die  des  Hemioktakishexaders  oder  parallelförmig - hemiedri- 
sche,  und  die  des  Hemihexakisoktaeders  oder  geneigtflächig  -  hemiedrische. 
Dies  dient  auch  zum  Verständniss  der  nachfolgenden  Uebersichten. 

Um  die  Formel  für  den  Kubikinhalt  dec  Hexakisoktaeders  zu  erhalten, 
denke  man  sich  dasselbe  aus  48  gleichen  Pyramiden  bestehend ,  von  denen 
je  6  mit  ihrer  Spi/ze  an  einer  Hexaederecke  zusammenstossen.  Die  Grund- 
flächen derselben  sind  also  voll  einer  halben  Oktaederachse  (=l),  einer 
halben  Dodekaederachse  und  einer  mittlem  Kante  umschrieben.  Die  halbe 
Oktaederachse  sei  die  (^undlinie ,  ein  Perpendikel  aus  der  Dodekaeder- 
ecke auf  die  Oktaederachse  die  Höhe  der  Grundfläche.  Dieses  Perpendikel 
schneidet  ein  Stück  der  Grundlinie   (vom  Mittelpunkte  des^Krystalles  an 

Digitized  by  VjO^_  ^^-  - 


Kleinere  Mittheilungen.  273 

gerechnet)  ah,  welches  ihm  (dem  Perpendikel)  gleich  ist;  heide,  Perpen* 
dikel  und  Segment  der  Grundlinie,  sind  die  Katheten,  die  halbe  Do- 
dekaederachse ist  die  Hjpothenuse  eines  gleichschenkligen,  rechtwinkligen 
Dreiecks,  da  die  Dodekaederachse  den  rechten  Winkel  zweier  Oktaeder- 
achsen halbirt.  Die  mittlere  Kante  schneidet  über  die  Dodekaderecke 
hinaas  die  andere  Oktaederachse  in  der  Entfernung  m  vom  Mittelpunkte. 
In  der  Fig.  9,  Taf.  I  bezeichnet  a  die  Oktaederecke,  b  deji  Fusspunkt  des 
Perpendikels,  e  den  Mittelpunkt  des  Krjstalles,  e  die  Dodekaederecke 
und  d  den  Punkt,  wo  die  verlängerte  mittlere  Kante  ae  die  andere  Ok- 
taederachse »trifft*  Hier  ist  also  ac=z\  und  cd^=:m\  ce  halbirt  den  rech- 
ten Winkel  acd.     Wir  haben  also  die  Proportion,  wenn  wir  bc^^=^be^=sp 

setzen:  1  :  m  =  1  — p  tp,  also  m  -f- 1  :  in  =:  1  :j3  und  p  =  — - —  .    Folglich 

ist  der  Inhalt  der  Grundfläche:    -—. — r— -r.     Dieser  ist  also  noch  mit  einem 

2  (»1  + 1) 

Drittel  der  Höhe  zu  maltipliciren ,  um  den  Inhalt  der  Pyramide  zu  er- 
halten. 

Diese  Höhe  ist  das  Perpendikel  aus  einer  Hexaederecke  auf  eine  der 
3  Ebenen ,  welche  den  zugehörigen  Oktanten  begrenzen ;  es  heisse  p'  und 
Fig.  10,  Taf.  I  zeige  seine  Construction.  Hier  sei  h  die  Hexaederecke, 
a  der  Mittelpunkt,  b  eine  Oktaederecke,  c  und  p  zwei  Dodekaederecken, 
also  ch  und  hp  zwei  kurze  Kanten,  he  das  gesuchte  Perpendikel;  also 
a6  =  l,  ad:=m^=ar^  af=^n:  cy  ein  Perpendikel  aus  der  Dodekaeder- 
ecke anf  dieselbe  Ebene  daf.  Die  beiden  Ebenen ,  welche  sich  in  der 
kurzen  Kante  ch  schneiden,  gehen  nach  der  Voraussetzung  durch  /*, 
schneiden  yon  af  ein  Stück  =n  ab;  also  geht  ihre  Durchschnittslinie  auch 
durch  /■;  folglich  auch  die  Ebene  der  beiden  Perpendikel  he  und  cq.  Ist 
oe  ein  Perpendikel  von  e  auf  a/",  so  ist  oe  =  he,  da  auch  die  Projectionen 
der  3  Perpendikel  diesen  gleich  , sind.  Wir  haben  nun  die  Proportion : 
aq:af=:oe:af — öo,  wo  ao  ebenfalls  =p'.  Setzen  wir  die  gleichen 
Werthe  ein: 

m  /  ,  m  m       .  , 

n  =  p  :  n — p  ,  oder  :  — -—  -h  n-=p  :n, 


m  +  \'  '^  '''  m  +  1    m  +  1 

also 

, mn 

mn  +  m  +  w' 
Folglich  ist  der  Inhalt  einer  solchen  Pyramide : 

m  mn  m^n 


2(m  +  1)  '3(w«  +  m  -h  «)       6(m  +  l)mn  +  m  +  n) ' 
aUü  der  48  Pyramiden : 


8  m*«  2m  %mn 

:2. 


(w  +  i)(m«+w+«)      *»»  +  i'w'«  +  'w-iig«zedby  Google 
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und  setzen  wir  die  ganze  Oktaederachse  =:  1 ,  «o  ist  der  Inhalt  des  Hexa- 
kisoktaeders : 

m*n 
(m  + 1)  (mn  +  m  +  «) ' 

Daraus  ergiebt  sich  folgender  Satz : 

Der  Inhalt  des  Hexakisoktaeders  ist  ein  Prodnct  ans  der  ganzen 
Oktaederachse,  dem  doppelten  Perpendikel  ans  der  Dodekaederecke  an f 
die  Oktaederachse  und  dem  doppelten  Perpendikel  ans  der  Hexaederecke 
auf  die  Ebene  zweier  Oktaederachsen. 

Oder:  Der  Inhalt  des  Hexakisoktaeders  ist  das  Prodnct  d«r  doppelten 
Perpendikel,  welche  aus  den  drei  derselben  Krjstallflftche  angehörigen 
Ecken  auf  die  Ebene  zweier  Oktaederachsen  gefällt  werden. 

Die  speci eilen  Werthe  der  bekanntesten  Formen  sind,  wenn  die  ganze 
Oktaederachse  =  1  gesetzt  wird : 

Hexaeder  ,  a:  oo  a:  coa  =  l, 

Oktaeder  a:a  :ä  =  ^. 

Dodekaeder  a  :  a  :  oo  a  =  ^. 

Ikositetraeder  a:2a:2a  =  ^. 

Ikositetraeder  a  :9a  :Za=  ^^^ 

Triakisoktaeder  ,  a:a:2a  =  ^. 

Triakisoktaeder  a:a:Za=z  y'^ . 

Tetrakishexaeder    a  :  ^a  :  qc  a  =  f-g. 
Tetrakishexaeder    a:2a:  oc  a  =  ^, 
Tetrakishexaeder    a  :  ^  a  :  oo  a  =  |^. 
Tetrahishexaeder    a  :  8  a  :  oc  a  =  ^^, 
Hexakisoktaeder  ■     ei :  |  a  :  3  a  =  ^fj. 
Hexakisoktaeder        a  :  {  a  :  4  a  =  f . 
Hexakisoktaeder        a  :  2a  :  4a  =  ^^i . 
Hexakisoktaeder        a:^a  :  7 a  =  ^Y(r* 
Hexakisoktaeder  a  ;  y  «  :  y  a  =  ^JJ. 

Ist  blos  n  =  00 ,  so  kann  die  Formel  durch  diese  Qrösse  aufgehoben 

werden;  dann  ist  sie:  ; — -— r^.   Darin  liegt  der  Grund,  warum  der  Knbik- 
'  (m  + 1)' 

inhalt  der  Tetrakishexaeder  stets  ein  Quadrat  sein  muss.  Die  Anschauung 
der  Form  zeigt  Dasselbe,  da  die  Höhe  der  Grundfläche 'sowohl,  als  auch 
die  Höhe  der  Pyramide  selbst  die  halbe  Kante  des  Würfels  ist,  welcher  in 
der  Form  steckt. 

Denken  wir,  um  den  Oberflächeninhalt  zu  bestimmen,  das  Hexakis- 
oktaeder aus  48  Pyramiden  bestehend,  deren  Grundflächen  Krystallflächen 
sind ,  welche  also  mit  ihren  Spitzen  im  Mittelpunkte  zusammenstossen ,  so 

erhält  man  den  Oberflächeninhalt,  wenn  man  den  Kubikinhalt  durch  — 
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dividirt ,  wo  also  p"  ein  Perpendikel  vom  Mittelpunkte  auf  die  Krystall- 
fluche  bezeichnet.    Dies  p"  ist  leicht  in  folgender  Weise  zu  finden. 

Man  verbinde  den  Fusspunkt  dieses  Perpendikels  mit  den  Punkten, 
wo  die  Krystallfläche  die  drei  Oktaederachsen  schneidet;  die  drei  abge* 

'/  9»  »» 

sclinittenen  Stücke  sind  1 ,  m  und  n.     Dann  sind  die  Brüche  ^ ,  ^ ,  ^ 

\      m       n 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  p'*  mit  den  drei  Oktaederachsen  bildet; 

also  ist  nach  einem  bekannten  stereometrischen  Satze: 

also 

p  =- 


und 


l/  1 

f     m'/i"  +  m'  +  rr 
und  wenn  man  die  ganze  Oktaederachse  1  setzt: 

"  —  ^  l/  ^ 

^    '^   2    y   m«/i«  +  m«  +  n«' 

ITolglich  ist  der  Oberflächeninhalt: 


(m  + 1)  (m  n  4-  m  +  w)  (m  + 1)  (m  w  +  m  +  n) 


Hier  sind  die  Werthe  der  obigen  Formen : 

Hexaeder 

=         6. 

Oktaeder 

=   n 

Dodekaeder 

=  \n^ 

Ikositetraeder 

a  :  2  a  :  2  a  =       Y^. 

Ikositetraeder 

ö:3ö:8^/==  AKfT. 

Triakisoktaeder 

a\ax  2a  =    J. 

Triakisoktaeder 

a:a;3rt=    ^KlÖ. 

Tetrakishexaeder 

a  :  i«  :  00  rt  =  41^13. 

Tetrakishexaed  er 

a:2«:oOrt=    J  ^. 

Tetrakishexaeder 

a:|fi:oOa  =  |JK29- 

Tetrakishexaeder 

ö  :3«  :  QO  a=    J  ^10. 

Hexakisoktaeder 

fl:  J«:3a=    J  ^R. 

Hexakisoktaeder 

a:Ja:4a=    ^^26. 

Hexakisoktaeder 

a:2a:4ö=    ^yY\. 

Hexakisoktaeder 

a:fa:7rt  =  J>  J^5». 

Hexakisoktaeder  < 

»:  V«-V«==ISKip 
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Der  Oberflflcheninhalt  ist  nar  dann  eine  rationale  Grösse ,  wenn  der 
auter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Factor,  oder  vielmehr  dessen  Nenner 
ein  Qnadrat  ist.    Dies  ist  der  Fall : 

1)  wenn  m  und  n  unendlich  sind;  dann  verschwinden  0^  und  it* 
gegen  m"n*; 

2)  wenn  n  =  m  +  1  ist;  dann  ist  m*fi*  +  m*  +  n*  =  (m* -|- m  + 1)" ; 

3)  wenn  blos  n  unendlich  und  m'+l  ^^^  Qnadrat  ist;  dann  ver- 
schwindet m*  aus  der  Summe  und  sie  wird  zu  (in'4-l)ii*«  Dieser 
Fall  kommt  bei  hemiedrischen  Formen  vor.    , 

Zur  Berechnung  der  hemiedrischen  Formen  wird  derselbe  Weg  ein- 
gehalten. Um  also  den  Kubikinhalt  zu  finden ,  werden  die  beiden  Formen 
ebenfalls  aus  48  Pyramiden  bestehend  gedacht,  deren  je  6  mit  ihren 
Spitzen  in  einer  Hexaederecke  zusammenstossen.  Eine  Verschiedenheit 
in  der  Berechnung  ergiebt  sich  nur  aus  einer  Verschiedenheit  der  Formen. 

Das  Hemioktakishexaeder  ist  von  24  Vierecken  begrenzt  mit  dreierlei 

Seiten;  also  hat  es  auch  dreierlei  Kanten.    Die  langen  und  kurzen  Kanten 

verbinden  die  Oktaederecken  mit  den  Dodekaederecken ,  die  mittleren  die 

Hexaederecken  mit  den  Dodekaederecken ;   der  mittleren  Kanten  sind  so 

24  . 4 
viel,  wie  der  langen  und  kurzen  zusammen,   also  — ^  =24.     An  den 

4 

Oktaederecken  sind  die  abwechselnden  Kanten  gleich,  an  den  Dodekaeder- 
ecken nicht,  sie  haben  nur  ein  Paar  gleiche  Kanten,  zwei  mittlere,  welche 
zu  den  Hexaederecken  gehen.  Da  die  beiden  Kanten,  welche  die  Oktaeder- 
und  Dodekaederecken  verbinden,  verschieden  sind,  so  liegt  die  Dode- 
kaederecko'  auch  nicht  mehr  im  Endpunkte  der  Dodekaederachse.  Ein 
Quadrant  zweier  Oktaederachsen  hat  die  Form  der  Fig.  11 ,  Taf.  I.  Hier 
ist  also  öc  =  n,  6c  =  cd=l,  c«  =  m;  bcf  nnd  f cd  sind  die  beiden 
Grundflächen  der  zu  berechnenden  Pyramiden;  bf  ißt  die  lange,  fd  die 
kurze  Kante.  Zwei  Seitenflächen  der  Pyramiden,  die  eine  der  einen,  die 
andere  der  anderen  Gruppe  angehörig ,  fallen  also  hier  in  eine  Krystall- 
fläche  zusammen. 

Nach  der  Figur  sind  die  beiden  Höhen  der  Dreiecke ,  nämlich  fg  und 
/"Ä,  leicht  zu  berechnen.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  c«fa 
und  gfa  hat  man : 

cd\ca^=^gf\ga  oder  1  :n  =  a: :« — y,  wenn  x:=gf  und  y=zfh^ 

also 

n 

Ferner : 

bc  :ce^=^fh:  he  oder  l:m=:y:m — x, 

also 

m  —  X 
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Ans  diesen  beiden  Gleichangen  findet  man : 

_«(n--^)  ,,_«(»«  — 1) 

0?= j —   und  y  = 7^ —  . 

mn+  1  m«  +  1 

Also  sind  die  beiden  Grundfläehen ,  welche  zur  Grundlinie  1  haben: 

m(n  —  1)         ,   ^   j       n(m  —  1) 

bfc  =  —r -^  und  fcd  =  -r ^. 

'  2(mn  +  l)  '  2(mn  +  l) 

Bei  der  Erzeugung  des  Hemioktakishexaeders  sind  an  jeder  Hexaeder- 
ecke drei  Flächen  geblieben,  also  haben  die  Hexaederecken  ihre  Lage 
behalten ,  folglich  stimmt  hier  die  Höhe  der  Pyramiden  mit  der  des  Hexa- 
kisoktaeders  überein.  Der  Inhalt  einer  Pyramide  mit  der  Grundfläche 
bcf  18t  also: 

fn{n  —  1)  mn  «•n*(n  —  1) 

2{mn+l)'  Z{mn  +  m  +  n)       6{mn  +  l)  (mn  +  m  +  n) 
und  mit  der  Grundfläche  fcd: 

,  n{m  —  1)  mn  mn*  {m  —  l) 

2(m»+l)  '  3(mw+m  +  «)       6(mn-f-l)  (mfi  +  m  +  rt)' 
also  der  Inhalt  der  ganzen  Form : 

4m'n  (« — 1  4mfi*(m  —  1) 

(w«.+ 1)  (mw +  ffi  +  «)       [mn+i)  {mn  +  m  +  n) 

4m«[m(n  —  1)  +  n(m  —  1)] 4m/i(2mn  —  m  —  n) 

(mn  +  1)  (mn  +  w  +  n)  {mn  +  i)  (mn  +  m  +  ny 

und  wenn  die  ganze  Oktaederachse  =  1  gesetzt  wird : 

mn  (2m» —  m —  n) 
2 {mn  +  1)  {mn  ^m  +  n)' 
Specielle  Werthe  sind  hier : 

Hemitetrakishexaeder    a  :  2  a  :  oo  a  =  ^. 
Hemitetrakishexaeder     a  :  j  a  :  00  a  =  f . 
Hemitetrakishexaeder    a  : }  a  :  oo  a  =  ^^. 
Hemioktakishexaeder       a  :  |  a  :  3  a  =  ^^. 
Hemioktakishexaeder       a  :  2a  :  4a  =  |£. 
Hemioktakishexaeder        a  :  §  a  :  5a  =  ||. 
Das  Hemihexakisoktaeder  ist  von  24  ungleichseitigen  Dreiecken  be- 
grenzt.    Seine  8  Hexaederecken   zerfallen  in  2  Gruppen,  in  4  stumpfe, 
welche  die  des  Hexakisoktaeders  sind,  und  in  4  spitze,  welche  durch  Er- 
weiterung der  Flächen  jener  4  stumpfen  über  die  mittleren  Kanten  hinaus 
entstehen.     Denken  wir  nun,  wie  bisher,  auch  diesen  Körper  in  derselben 
Weise  aus  48  Pyramiden  bestehend,  so  sehen  wir,  dass  sie  alle  dieselbe 
Grundfläche  haben,  welche  dieselbe  ist,  wie  beim  Hexakisoktaeder ;  diese 
kennen  wir  also  schon.     Aber  die  Höhe  der  Pyramiden,  welche  an  den 
spitzen  Hexaederecken  zusammenstossen ,  ist  grösser,  als  die  der  anderen 
und  muss  noch  berechnet  werden.     Wenn  wir  zum  Zwecke  dieser  Berech- 
nung die  Fig.  10,  Taf.  I  anschauen,  so  ist  klar,  dass,  wenn  wir  fq  und  fa 
yerlängern  ttber  a  und  q  hinaus ,  ans  irgend  einem  Punkte  der  Verlange-^ 


278  Kleinere  Hittheilnngen. 


rang  der  fq  auf  die  Verlängerung  der  fa  ein  Perpendikel  fftllen ,  dessen 
Fusspankt  von  a  so  weit  entfernt,  wie  es  selbst  lang  ist,  dass  dies  Perpen- 
dikel die  gesuchte  Grösse  ist  Denn  die  neuen  spitzen  Hexaederecken  des 
Hemihexakisoktaeders  li^en  in  den  Hexaederachsen,  nur  weiter  vom 
Mittelpunkt.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sieh  sofort  mit  Berücksich- 
tigung des  Früheren  die  Proportion : 

i»  +  l 


m 


also : 


folglich  ist 


:  w  =  J?  :  n  +  ar, 


m 


m  +  l  m  +  1 

mn 

m  +  l      mn 

mn         mn  4.  n  4.  m' 


m  +  l 
Der  Inhalt  einer  Pyramide  von  dieser  Höhe  ist  also : 
m  mn  m^n 


2(m  +  l)  *  3(mw +w  —  »0       ^(p^  +  1)  0'*«  +  ''  — '«)' 
also  der  Inhalt  der  24  Pyramiden : 

4m*n 
(;/i  +  I)  {mn  +  w—  m)' 
und  wenn  die  ganze  Oktaederachse  1  gesetzt  wird: 

m^n 
i{tn  +  l)(mn  +  »— m)' 
folglich  ist  der  Inhalt  des  Hemihexakisoktaeders : 


+  . 


2(ot  +  1)  (m/J  +  «  — m)  ^2(m  +  1)  {mn  +  n  +  m)       m'(/i*~  l)  +  »«(2m  +  l) 
Die  bekanntesten  speciellen  Werthe  sind  hier:  * 

Hemioktaeder  =  |. 

Hemiikoäitetraeder         a  :  2a  :  2a  =  4* 
Hemiikositetraeder        a  :  3a  :  3a  -r^  |« 
Hemitriakisoktaeder        a  :  a  :  2a  ==  ^^. 
Hemihexakisoktaeder   a  :  |a  :  3a  =  |. 
Hemihexakisoktaeder  a  :  |a  :  5a  =  }^. 
Aus  dem  Kubikinhalte   wird  auch  für  die  hemiedrischen  Formen  in 
der  früheren  Weise  die  Formel  für  den  Oberflächeniuhalt  abgeleitet.    Also 
ist  der  Oberflächeninhalt  des  Hemioktakishexaeders : 

mn{Zmn  —  m  —  «)  3(2mn  —  m  —  n) 


2(mn  +  1)  (tu «  +  7W  +  «) {nm  +  1)  (m «  +  m  +  n) 

m' «'  +  m*  -h  w* 
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und  der  Oberflächeninhalt  des  Hemihexakisoktaeders : 


i»*(yi*— l)+y<'(2m  +  l)_   6iyin(m«n«  +  m»  +  yi«)       y/  1 

fnn-j/  1  ~m«(««— l)  +  »«(2»i  +  l)T    m^n'  +  m'  +  w«" 

6    r     !»«»«+ m«  +  »« 

Specielle  Werthe  sind  hier: 
a)   Das  Hemioktakishexaeder  und  seine  Modificationen : 
Hemitetrakishexaeder  a  :  2a :  oo  a  =    \  ^5. 
Hemitetrakishexaeder  a :  |  a  :  00  a  =   |  ^13. 
Hemitetrakishexaeder  a :  |a  :  00 a  =:  ||. 
Hemioktakishexaeder       a  :  }  :  3  a  =  ,^2  yiÄ. 
Hemioktakishexaeder     a  :  2a  :  4a  ^=  ^^  ^21. 
Hemioktakishexaeder     a  :  |a  :  5 a  =  y*^  ^35. 
fr)  Das  Hemihexakisoktaeder  und  seine  Modificationen: 
Hemioktaeder  aia\a=^    2J/^, 

Hemiikositetaeder  a:2a:2a=    |^. 

Hemiikositetraeder  a  :  3a  :  3a  =    |  ^fl- 

Hemitriakisoktaeder         a  :  a  :  2.a  =  ^^, 
Hemihexakisoktaeder     a  :  |a  :  3a  =    |  J/3I. 
Hemihexakisoktaeder    a  :  |  a  :  5a  =  J^  ^35. 
Da  die  Formeln  für  den  Oberflächeninhalt  der  hemiedrischen  Formen 
den  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Factor  mit  der  Formel  für  die 
hemiedrischen  gemein  haben,  so  mnss  auch  hier  in  denselben  Fällen  def 
Ausdruck  rational  werden,     Man  kann  diesen  Satz  auch  so  ausdrücken: 
Wenn  der  Oberflächeninhalt  einer  homoedrischen  oder  hemiedrischen  Form 
rational  oder  irrational  ist,  so  hat  die  entsprechende  hemiedrische  oder 
homoedrische  Form    ebenfalls    einen  rationalen  oder   irrationalen  Ober- 
flächeninhalt. • 


XXV.  Meteorologisehe  Studien.  Von  Dr.  F.  Delluakn.  —  In  dem 
Aufsätze  über  den  Zusammenhang  der  Witterungserscheinungen  (im  ersten 
Hefte  des  vorigen  Jahrganges  dieser  Zeitschrift)  ist  es  mir  möglich  gewesen 
durch  ein  genaueres  Studium  der  Beobachtungsresnltate  der  Jahre  1851  bis 
1858  darzuthun,  dass  sich  ein  vollständiger  Zusammenhang  findet  in  den  Er- 
scheinungen einer  und  derselben  Station  und  benachbarter  Stationen. 
Nimmt  man  an ,  dass  die  Wärme  die  Hauptursache  aller  Witterungsfacta 
ist,  so  kann  man  mit  Zuhülfenahme  physikalicher  Gesetze  die  Variationen 
der  übrigen  meteorologischen  Phänomen  erklären.  Wenn  man  einmal 
so  viel  Zeit  und  Mühe  solchen  Rechnungen  opferte,  so  hat  man  ein  dauern- 
des Interesse  dafür  gewonnen;  und  so  möchte  ich  denn  auch  gerne  wissen, 
wie  sich  zu  meinen  früheren  Jahren  die  Jahre  1859  und  1861  verhielten, 
namentlich  auch  deswegen,  weil  auch  diese  gute  Weinjahre  waren.     Ucbcr 
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die  Einwirkung  der  Witterung  auf  Weinproduction ,  für  welcbe  Jeder  in 
unserer  Gegend  ein  besonderes  Interesse  hat,  sind  von  mir  zwei  AufsAtze 
im  letzten  Jahrgange  der  „Natur  von  Uie  und  Müller",  und  einer  in  dem 
letzten  Jahresberichte  der  „Pollichia"  erschienen.  Für  ihre  Bearbeitung 
musste  natürlich  ein  grösserer  Zeitraum  und  ein  weiteres  Terrain  in  An- 
spruch genommen  werden.  So  ging  ich  so  weit  in  d^r  Zeit  zurück,  als  es 
meine  Literatur  nur  erlaubte,  nämlich  bis  ^779,  und  im  Räume  dehnte  ich 
die  Untersuchung  über  die  mittelrheinische  Ebene  und  einige  benachbarte 
Oerter  aus.  Es  haben  sich  auch  durch  diese  Arbeiten  recht  interessante 
Resultate  herausgestellt.  Hier  ist  es  meine  Absicht,  diese  sämmtlich  in 
einigen  kurzen  Sätzen  zusammen  zu  stellen  und  dann  den  Charakter  der 
Jahre  1859  und  1801  noch  besonders  anzudeuten. 

Der  jährliche  Gang  der  Wärme  stimmt  im  Allgemeinen  überein  mit 
dem  des  Dunstdrucks  und  der  Windstärke;  der  Gang  der  Feuchtigkeit  und 
der  Himmelsbedeckung  ist  ein  entgegengesetzter,  so  dass  also  mit  einem 
Steigen  und  Fallen  der  Wärme  auch  eine  Zu-  und  Abnahme  des  Dunst- 
drucks und  der  Windstärke,  aber  eine  Ab-  und  Zunahme  der  Feuchtigkeit 
und  Himmelsbedeckung  verbunden  ist.  Der  Luftdruck  hat  in  Deutschland 
und  wohl  überhaupt  im  mittleren  Europa  keinen  mit  der  Wärme  stimmen- 
den jährlichen  Gang,  wohl  aber,  wenn  man  vom  Luftdruck  den  Dunstdruck 
subtrahirt.  In  diese  Gesetzmässigkeit  stimmen  auch  die  verschiedenen 
Jahre.  Nach  demselben  Gesetze  regulirt  sich  der  tägliche  Gang,  wo  in- 
dess  die  Himmelsbedeckung  eine  Ausnahme  macht,  da  sie  Abends  am  ge- 
ringsten, Morgens  am  grössten  ist.  Wenn  in  einem  Jahre  der  tägliche 
Gang  der  Wärme  ein  anderer  ist,  so  tritt  auch  eine  entsprechende  Varia- 
tion im  täglichen  Gange  der  übrigen  Erscheinungen  ein ;  ebenso  in  den  ein- 
zelnen Jahreszeiten.  Nach  demselben  Gesetze  gehen  auch,  so  weit  die 
Beobachtung  reicht,  die  Erscheinungen  an  benachbartßu  Stationen. 

Von  den  genannten  6  Grössen  ist  im  Allgemeinen  die  Regenmenge  un- 
abhängig; jedoch  sind  im  Durchschnitt  die  wärmeren  Jahre  die  trocknoren; 
die  trockensten  gehören  fast  immer  zu  den  wärmeren  oder  gar  wärmsten ; 
blos  das  Jahr  1783  macht  eine  Ausnahme ,  da  es  trocken ,  aber  kühl  war. 
Auch  stimmt  damit,  dass  die  wärmere  GegenM,  die  mittelrheinische  Ebene, 
die  geringere  Regenmenge  hat. 

Wärmeüberschuss  und  Regenmangel  bringen  den  guten  Wein,  und 
beide  Grössen  vikariren  für  einander.  Gute  Weinjahre,  d.  h.  solche, 
welche  eine  vorzügliche  Qualität  der  Traube  produciren ,  haben  während 
der  7  Monate ,  welche  auf  diese  Qualität  influiren ,  nämlich  März  bis  Sep- 
tember ,  in  der  mittelrheinischen  Ebene  einen  Wärmeüberschuss  von  etwa 
1  ®  und  einen  durchschnittlichen  Regenmangel  von  etwa  6^"  Regenhöhe; 
in  der  Nachbarschaft  sind  in  solchen  Jahren  Wärmeüberschuss  und  Regen- 
mangel bedeutend  geringer,  so  dass  in  guten  Weinjahren  die  mittelrheini- 
sche Ebene  für  die  Weinproduction  in  ein  besonders  günstiges  Licht  tritt. 
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Die  vier  letzten  guten  Weinjahre  1857,  58,  59  und  61  verhalten  sich  «o 
ZQ  einander,  dass  im  ersten  und  letzten  WärmeüberHchuss  und  Regenman* 
gel  zusammen  ziemlich  gleichen  Antheil  hatten  am  guten  Wein,  in  1858  der 
Regenmangel  überwog  und  1850  der  Wtirmeüberschuss.  Das  Jahr  1783 
steht  einzig  da,  indem  der  gute  Wein  in  diesem  Jahre  allein  durch  den  He- 
genmangel producirt  wurde.  Das  Jahr  1834  war  in  diesem  Jahrhundert 
das  beste  Weinjahr ,  da  es  beide  Grössen  im  Maximum  zeigt.  Das  Jahr 
1861  hat  gezeigt,  dass  noch  ein  dritter  Factor  bei  der  Production  der  Qua- 
lität des  Weines  concurrirt,  wenn  auch  in  untergeordnetem  Orade;  es  ist 
die  Traubenmenge.  Je  geringer  die  Quantität,  desto  bedeutender  ist  die 
Qualität  der  Trauben.  Das  Jahr  1861  hat  einen  bessern  Wein  geliefert, 
als  der  Wärmeüberschuss ,  der  allerdings  fast  einen  Grad  beträgt,  und 
Kegenmangel,  nur  3M  Linien,  erwarten  Hessen,  weil  die  Quantität  ge- 
ring war. 

Die  weinreichen  Jahre,  die  Jahre  mit  vorzüglicher  Quantität,  haben 
einen  ganz  andern  Grund ,  wie  die  guten  Weinjahre.  Sie  entstehen  bloA 
durch  Wärmeüberschuss,  aber  einer  ganz  andern  Zeit,  nämlich  des  Früh- 
lings des  betreffenden  Jahres  und  der  9  vorhergehenden  Monate,  jedoch  so, 
dass  d«r  WärmeÜberschusB  zwar  auf  ein  ganzes  Jahr  vertheilt  sein  muss, 
aber  bei  Weitem  nicht  so  hoch  zu  sein  braucht.  Deshalb  sind  die  meisten 
Jahre,  welche  auf  gute  Weinjahre  folgen,  weinreiche.  Ein  bedeutender 
und  längerer,  oder  ein  besonders  hoher  und  kürzerer  Wärmemangel  von 
Johanni  eines  Jahres  bis  Johanni  des  folgenden ,  auch  selbst  im  Winter, 
macht  das  letztere  Jahr  immer  zu  einem  weinarmen.  £s  lässt  sich  dieses 
meteorologische  Factum  physiologisch  auch  leicht  deuten.  Ein  be'deut en- 
der Wärmemangel  im  Sommer  vorher  erschwert  den  Knospen ansatz ,  im 
Winter  erfriert  der  Weinstock  und  im  betreffenden  Frühling  selbst  leidet 
die  Bltithe  darunter. 

Um  für  die  Vergleichung  der  beiden  Jahre  1859  und  61  unter  sich  so- 
wohl als  auch  mit  den  frühem  einen  festen  Anhalt  zu  haben <,  muss  wenig- 
stens die  Hanptzahlenreihe  hier  folgen.  Es  sind  nach  der  früheren  Be- 
zeichnung die  Differenzen  B — A  die  Differenzen  zwischen  den  Nachmit- 
tags und  Mor^enmitteln.  Die  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e,  f  bezeichnen  wieder 
Wärme,  Luftdruck,  Dunstdruck,  Feuchtigkeit,  Windstärke  und  Himmels- 
bedeckong.  Die  ungestrichelten  Buchstaben  sollen  hier  das  Jahr  1859,  die 
gestrichelten  das  Jahr  1861  bezeichnen.  Da  Luftdruck  und  Feuchtigkeit 
den  entgegengesetzten  Gang  der  Wärme  haben,  so  sind  bei  diesen  wieder, 
um  positive  Differenzen  zu  gewinnen,  die  Werthe  A--B  genommen.  Die 
Ziffern  i,  2,  9  und  4  bedeuten  die  Jahreszeiten.  Zur  Vergleichung  sollen 
die  Differenzen  des  früheren  Aufsatzes  darunter  gei<tellt  werden ,  wo  die 
ungestrichelten  Buchstaben  die  Werthe  der  Periode  1851— lUi,  die  gestrichel- 
ten die  der  zweijährigen  Periode  1857  +  1858  bedeuten. 

Zeiuchrifl  för  Mathomalik  u.  Physik.  VU,  4.  Digiti|^  by  VnOOglC 


282 


Kleinere  Mittheilungen. 


Die  Jahre  1859  and  18(51. 

B—A. 
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Die  Jahre  1851—1858  nnd  1857+1858. 
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Es  ist  klar,  dass  in  der  ersten  Uebersicht,  wo  wir  die  Mittel  kleinerer 
Zeiträame  vor  nns  haben,  eine  geringere  Regel mftssigkeit  sich  aussprechen 
muss.  Dennoch  tritt  das  allgemeine  Geseta  der  Abhängigkeit  der  ttbrigea 
Erscheinungen  Ton  denen  der  Wärme  deutlich  hervor;  wenn  wir  die  Zah- 
len der  Jahreszeiten  nach  einander  betrachten,  finden  wir  in  fast  allen  Ru- 
briken ein  Steigen  von  1 — 3  und  wieder  ein  Fallen  bei  4,  also  wie  die 
Wärme  zunimmt  vom  Winter  bis  zum  Sommer  und  dann  im  Herbst  wieder 
abnimmt  in  der  Differenz  zwischen  Nachmittags  und  Morgens,  so  auch  die 
übrigen  Differenzen.  Besonderes  Interesse  gewährt  indess  das  Jahr  1861. 
Obgleich  zu  den  warmen  gehörig,  in  denen  Öfter,  wahrscheinlich  gewöhn- 
lich, wie  wir  ans  1857  wissen  und  hier  an  1859  wieder  sehen,  die  Differenz 
ji  —  B  grösser  ist,  namentlich  im  Sommer,  als  in  gewöhnlichen  Jahren,  ist 
sie  1861  im  Gegentheil  kleiner.  Denn  die  Wärmedifferenz  A  —  B  ist  ein 
Mittel  der  beiden  Jahre  1851 — 58  im  Sommer  6^,25,  im  Mittel  der  beiden 
Jahre  1857  und  58  sogar  7^11,  nnd  auch  1859  ist  sie  7^05;  dagegen  1861  nur 
5*,73.  Und  demgemäss  verhält  sich  auch  die  Differenz  des  Luftdrucks, 
welche  nur  0"',24  (die  Zahlen  in  der  Uebersicht  bedeuten  unter  b  Hundert- 
stellinien) im  Jahre  1861 ,  im  Mittel  der  8  Jahre  o"',29  und  im  Mittel  der  3 
Jahre  1857—59  sogar  0''',40  bis  0'",4I  beträgt.  Bis  in  solches  Detail  lässt 
sich  also  die  Abhängigkeit  der  übrigen  Witterungserscheinungen  von  denen 
der  Wärme  nachweissen.  Was  aber  noch  besonders  hervorgehoben  wer- 
den muss,  ist  das,  dass  das  Jahr  1858,  wie  im  früheren  Aufsatze  bemerkt, 
kein  warmes  war  und  doch  den  täglichen  Gang  mit  1857  und  1859  gemein 
hatte;  1861  war  ein  warmes  nnd  blieb  im  täglichen  Gange  unter  der  Norm, 
wogegen  jene  3  Jahre  darüber  hinaus  gingen.  Daraus  folgt,  was  ja  1858 
schon  zeigt,  jetzt  aber  durch  1861  in  entgegengesetzter  Richtung  be- 
stätigt wird,  dass  der  tägliche  Gang  der  Erscheinungen  vom  jährlichen 
unabhängig  ist.   Wie  der  tägliche  Gang  aber  auch  sei,  normal  oder  abnorm. 
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die  übrigen  Erscheinangen  richten  sich  nach  dem  Gange  der  Wärme,  and 
das  ist  eine  neue  Bestätigung  des  Dorn^schen  Gesetzes. 

Die  Differenz  ^  — ^  ist  in  der  mittelrheinischen  Ebene  grösser,  als  in 
der  Nachbarschaft,  in  Boppard  und  Trier,  und  in  guten  Weinjahren  ist  der 
Unterschied  noch  bedeutender ,  als  in  gewöhnlichen  Jahren.  Da  nun  der 
Weinstock,  wie  alle  Pflanzen,  am  meisten  bei  Tage  wächst,  so  tritt  auch 
von  dieser  Seite  die  mittelrheinische  Ebene  als  ein  besonders  begünstigtes 
Terrain  für  die  Weinproduction  hervor.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die 
Weine  der  mittelrheinischen  Ebene  den  guten  Euf ,  welche  sie  haben,  mit 
Recht  verdienen ,  und  dass  sie  ihn  vorzugsweise  dem  Klima  ihres  Locals 
verdanken. 


XXyi  Heues  Vorkommen  des  Cäsiums  und  Enbidiums.  —  Durch 
die  Entdeckung  von  Kirchhoff  und  Bunsen  hat  einerseits  die  Unter- 
suchung der  Salzsoolen  und  Mineralwässer  ein  neues  Interesse  gewonnen, 
andererseits  ist  aber  auch  eine  Kevisian  ^er  Analysen  aller  kalihaltigen 
Mineralien  nöthig  geworden,  da  bei  dem  bisherigen  Verfahren  der  Kalium- 
bestimmung mittelst  Platinchlorid  auch  die  analogen  Verbindungen  des 
Cäsiums  und  Rubidiums  gefällt  und  als  Kaliumverbindung  gewogen  wur- 
den. Diie  hieraufgestützte  Vermuthung,  dass  es  gerade  unter  den  Mine- 
ralien, welche  für  kalireich  gelten,  einige  giebt,  in  denen  ein  beträcht- 
licher Theil  des  Kaliums  durch  Cäsium  oder  Eubidium  ersetzt  ist,  veran- 
lasste Professor  Schrötterin  Wien  zu  einer  Untersuchung  der  Salzsoole 
von  Aussee  und  des  Lithionglimmers  von  Zinnwald  (an  der  sächsisch-böh- 
mischen Grenze).  In  beiden  Substanzen  fanden  sich  die  genannten  Metalle 
und  namentlich  in  dem  Lithionglimmer  verhältnissmässig  so  reichlich,  dass 
dieses  Mineral,  namentlich  auch  wegen  seiner  leichten  Aufschliessbarkeit, 
das  geeignetste  Material  zur  Gewinnung  der  neuen  Metalle  sein  dürfte. 
Versuche  in  grösserem  Maasstabe,  wozu  die  Vorbereitungen  getroffen  sind, 
werden  das  Nähere  lehren. 

(Sitzungsberichte  d.  Wiener  Akad.,  Bd.  44,  S.  218.) 


XXVn.  Veber  die  bedingt  convergirenden  Eeihen.  —  Nach  einer 
von  Lejenne  -  Dirichlet  herrührenden  Bemerkung  ist  es  bekanntlich  bei 
nnendlichen  Reihen  nicht  erlaubt,  die  einmal  vorhandene  Anordnung  der 
Glieder  willkürlich  abzuändern.     Stellt  man  z.  B.  die  Glieder  der  Reihe 

so  um,  dass  zwei  positive  Glieder  auf  einander  folgen,   so  erhält  man  eine 
ganz  andere  Summe  und  zwar 

Diesem  von  Dirichlet  selbst  gegebenen  Beispiele  lässt  sich  ein  an^- 
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res,  womöglich  noch  frappanteres  znr  Seite,  stellen.     Versetzt  man  niim- 
lieh  die  Glieder  der  convergirenden  Reihe 

J___L  +  J _L  + 

anf  die  nämliche  Weise ,  »o  entsteht  die  R<«ihe 

yi^y^    Vi    Vh     Vi     v\        " 

welche  man  sich  ans  Gruppen  von  je  drei  Gliedern  snsammengesetzt  den- 
ken kann: 

_l_l^       J^  L4--L L 

U.  b.   w. 


Nnn  ibt 


od  Ol 


/4/J  +  4       yTn  +  i       y^n  +  4 

^    2-/2 

ti„> —^.-., 

2Vn  +  l 

mithin  betrftgt  die  Samme  der  nenen  Reihe  mehr  als 

(1-4^^!^  +  ^  +  ^  + -1 

d.  h.  während  die  nrsprangliche  Reihe  convergirt,  ist  die  abgeleitete  Reihe 
divergent. 
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XIII. 

Znr  analytischen  Behandltmg  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung; insbesondere  über  homofocale  und  conjugirte 

Oberflächen. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Gewerbeschule  in  Chemnitz. 

(Schlus.s.) 


nL    Fooalcnrren  und  coojugirte  Segelflächen  der  Oberflächen  zweiter 

Ordnung. 

36.  Die  bisherigen  Entwickelungen  dieses  AbBchnittes  haben  die 
Folgerungen  dargelegt,  welche  aus  der  Erkeuntniss  fliessen,  dass  homo^- 
focale  Oberflfichen  in  einer  besonderen  Weise  einer  und  derselben  deve- 
loppabeln  Fläche  eingeschrieben  sind.  Vorher  war  diese  Erkenntniss  be- 
gründet und  die  Stellung  ij^achgewiesen  worden ,  welche  die  Focalcurven 
eines  solchen  Oberflächensystems  in  dieser  seiner  Beziehung  znr  gemein- 
sam umschriebenen  developpabeln  Fläche  einnehmen.  Von  diesen  Focal- 
curven selbst  war  nur.  dort  des  Näheren  die  Rede  und  es  ward  eben  nur 
angedeutet,  wie  sie  in  allen  Beziehungen  für  Oberflächen 
zweiten  Grades  die  Bedeutung  haben,  welche  den  Brenn- 
punkten für  die  Curven  zweiten  Grades  zukommt.  Es  ist  hier 
der  Ort,  darauf  zurückzukommen.  Insbesondere  muss  aber  auf  die  ent- 
sprechenden Eigenschaften  der  conjugirten  Oberflächen 
näher  eingegangen  werden.  In  den  vorhergehenden  allgemeinen  Sätzen 
ihrer  Theorie  ist  die  grössere  Allgemeinheit  der  Auffassung  überall  fest- 
gehalten worden,  welche  derselben  dadurch  zukommt,  dass  der  Punkt  a, 
bezüglich  dessen  die  Flächen  der  Familie  conjugirt  heissen,  unbestimmt 
bleibt  Jetzt  ist  aber  daran  zu  erinnern ,  wie  insbesondere  durch  die  Vor- 
aussetzung ,  der  Punkt  a  falle  mit  dem  Centrum  einer  der  Flächen  selbst 
zusammen,  die  zwischen  conjugirten  und  homofocalen  Flächen  zweiten 
Grades  bestehende  Analogie  vollständig  hervortritt;  erst  unter  dieser  Vor- 
aussetzung wurden  die  sämmtlichen  Flächen  der  conjugirten  Familie  con- 
centrisch   und  haben  dieselben  Hauptebenen;   es  ward  zugleich  erkannt, 
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dass  die  vier  conjugirten  Kegelflächen  des  Systems  unter  dieser  Voraus* 
Setzung  den  einfachsten  und  klarsten  Zusammenhang  mit  dem  System 
selbst  und  zugleich  die  einfachste  Analogie  zu  den  Focalcnrven  der  homo- 
focalen  Oberflächen  gewinnen,  denn  es  erscheinen  als  solche  zwei  imagi- 
näre und  zwei  reelle  Kegelflächen  zweiten  Grades,  wie  bei  den  homofo- 
calen  Oberflächen  zwei  imaginäre  und  zwei  reelle  Curven  zweiten  Grades  9 
unter  jenen  imaginären  ist  der  mit  dem  System  concentrische  Kegel,  wel- 
cher über  dem  ni^endlich  entfernten  imaginären  Kreise  steht,  wie  unter 
den  imaginären  Curven  der  homofocalen  Familie  dieser  Kreis  selbst;  die 
übrigen  drei  conjugirten  Flächen  sind  Cylinder,  deren  Erzeugende  den 
Hauptachsen  des  Systems  parallel  sind  und  deren  Achsen  mit  diesen  selbst 
zusammenfallen ,  ganz  entsprechend  den  Focalcurven  des  anderen  System». 
Die  Beziehungen  dieser  conjugirten  Kegelflächen  zur  Familie  der  Con- 
jugirten erscheinen  der  besonderen  Behandlung  werth;  und  der  Weg  zu 
ihrer  Untersuchung  ist  in  den  vorhergehenden  Sätzen  schon  angedeutet. 

Es  wird  aus  denselben  weiter  erhellen,  wenn  ich  zuvor  kurz  von  dem 
Begriff  conjugirter  Kegelschnitte  und  conjugirter  gerader 
Linien  an  Kegelschnitten  spreche,  wie  es  die  Quellen  an  die  Hand 
geben.  Und  es  dient  andererseits  demselben  Zwecke ,  wenn  die  Beziehung 
der  Directionsebenen  zu  den  Focalcurven  bei  den  Oberflächen  zwei- 
ten Grades  einige  weitere  Erläuterungen  findet.  Man  mag  ftlcjenen  Zweck 
die  Note  von  M.  Terquem:  „Sur  les  lignes  conjoinles  dans  les  coniques^  im 
IV.  Bande  von  Liouville's  ,y Journal  de  Maihemaliques^*^  (lBd8),  p.  17  und 
die  Abhandlung  von  M.  Chasles  unter  demselben  Titel  im  nämlichen 
Bande,  p.  385*),  für  diesen  aber  die  Abhamllungen  von  M.  Amiot  im 
VIII.  (1843)  und  X.  (1845)  Bande  desselben  Journals  (besonders  die  erst- 
genannte: „Theorie  des  focales  el  des  plans  directeurs ,^^  p.  161)  vergleichen. 

37.  Für  die  conjugirten  geraden  Linien  eines  Kegelschnitts  gelten 
völlig  identisch  die  beiden  Definitionen:  Zwei  gerade  Linien  sind 
einem  Kegelschnitt  conjugirt,  wenn  die  auf  sie  als  Coordi- 
natenachsen  bezogene  Gleichung  desselben  die  Quadrate 
der  Coordinaten  mit  gleichen  Coef ficienten  enthält  Und: 
Zwei  gerade  Linien  heissen.  einem  Kegelschnitt  conjugirt« 
wenn  die  vier  Durchschnittspunkte,  welche  sie  auf  ihm  be- 
stimmen, in  einer  Kreisperipherie  liegen. 

Denn  aus  der  Gleichungsform 

welche  der  ersten  entspricht,  ergiebt  sich  ftir  die  Dnrchschnittspunkte  der 
Coordinatenachsen  mit  der  Curve  das  Paar  der  Gleichungen 


*)  Man  wird  finden,  dass  der  ^rösste  Theil  der  dort  bewiesenen  Sätze  sich  auf 
das  Einfachste  denen  anschliesst,  welche  hier  aus  den  symbolischen  Formeln  g^e- 
wonnen  sind,  und  dass  diese  Auffassung  sie  vereinfacht  und  bequem^^j^dnet.   , 
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und  das  Product  der  Abschnitte  in  jeder  Achae  ist  daher 

—  Z 
~  A' 

welches  die  zweite  Definition  begründet. 

Es  ist  auch  nach  dieser  Definition  klar,  dass  stets  drei  Paare 
eonjugirter  Linien  zugleich  bestimmt  werden,  nämlich  die 
beiden  Paare  der  Gegenseiten  und  das  Diagonalenpaar  des  Vierecks,  wel- 
ches jene  Schnittpunkte  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  bezeichnen. 
Wenn  beide,  der  Kreis  und  der  Kegelschnitt,  concentrisch  sind,  so  wird 
dieses  Viereck  ein  Rechteck,  seine  Seiten  laufen  den  Achsen  des  Kegel- 
schnitts parallel  und* der  von  seinen  Diagonalen  gebildete  Winkel  hat  die 
Achsen  zu  seinen  Halbirungslinien.  Jedes  Paar  gleicher  Durchmesser, 
insbesondere  auch  bei  der  Hyperbel  das  Paar  der  Asymptoten,  ist  ein  Paar 
eonjugirter  Linien;  in  jeder  Achse  fallen  zwei  Paare  eonjugirter  Linien 
zusammen,  während  das  dritte  Paar  von  den  Scheiteltangenten  gebildet 
wird;  nicht  minder  in  der  Berührungssehne  eines  dem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenen Kreises  Überhaupt ,  und  auch  dann  bilden  die  entsprechenden 
Tangenten  das  dritte  Paar.  £s  erhellt  aus  diesen  Zusammenhängen  neben- 
bei, dass  solche  conjugirte  Linien  auch  als  Bestimmungsmittel  der  Kegel- 
schnitte dienen  mögen ,  insbesondere ,  wenn  man  sich  des  Zirkels  zu  den 
Constructionen  bedient. 

Man  findet  aber  überhaupt,  dass  jedes  Paar  eonjugirter  Li- 
nien mit  einer  Hauptachse  des  Kegelschnitts  gleiche  Win- 
kel bildet,  oder  dass  sie  immer  einem  Paare  gleicher  Durchmesser  des- 
selben parallel  sind.  Denn  für  zwei  vom  Punkte  0  ausgehende  Transver- 
salen ,  welche  respective  in  ^ ,  ^, ,  ^ ,  ^i  den  Kegelschnitt  schneiden ,  gilt 
die  Relation 

wenn  <i|  und  b^  die  respective  parallelen  Halbdurchmesser  bezeichnen.  Für 
die  Lage  der  Punkte  A^  A^^  By  B^  in  einem  Kreise  gilt  also  die  Bedingung 

Daraus  folgt  einerseits,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  die 
durch  dieselben  vier  Punkte  bestimmten  conjugirten  Li- 
nien gemein  haben,  parallele  Hauptachsen  besitzen;  anderer- 
seits, dass  die  Betrachtung  der  conjugirten  Geraden  zu  einer  einfachen 
Construction  des  Krümmungskreises  in  einem  Punkte  der  Curve  benutzt 
werden  kann.  (Man  vergleiche  „Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte,'* 
Art.  243.)  Für  die  Parabel  entspringt  daraus  unter  Anderem  das  inter- 
essante Ergebniss,  dass  der  Schnittpunkt,  welchen  der  Krüm- 
mungskreis in  eine  171  ihrer  Punkte  mit  ihr  überdies  gemein 
hat,    drei  Mal    so   weit    von    der  Achse   entfernt  ist,^ais  der 

.  4tQ*  ^oogle 
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Berührungspunkt.     Nicht  minder  lassen  sich  die  conjugirten  Kegel 
flächen  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  zur  Constraction  der  Krümmungs- 
centra  in  einem  ihrer  Punkte  benutzen.     Alle  solche  Bichtungen  der  Eni- 
Wickelung  können  hier  nur  angedeutet  werden. 

Den  früheren  Betrachtangen  gemäss  ist  das  System   der  drei  Paare 
gerader  Linien ,  welche  einem  Kegelschnitt 

in  Bezug  auf  den  Punkt  (x, ,  y,)  conjugirt  sind,  in  dem  Ausdruck 

5  +  |J  - 1  + A  j(*-x.)'+ (y-y,)'j  =  0 

enthalten ,  wenn  k  so  bestimmt  wird ,   dass  die  Discriminante  dieser  Glei- 
chung, d.  h.  der  Ausdruck 


<i»6»  '  .        «»6« 

1 


+  .4.     ('•=0) 


den  Werth  Null  annimmt. 

Wenn  das  Analogen  zu  den  in  den  Artikeln  16  und-^l?  gegebenen  Ent- 
wickelungen  über  conjugirte  Kegelflächen  in  Bezug  auf  Oberflächen  zwei- 
ten Grades  vervollständigt  werden  soll,  so  hat  man  den  Punkt  (^Tj,  y^)  zu- 
gleich als  Centrum  der  Curve ,  d.  h.  dTi  =  yj  =  0  zu  nehmen.  Daraus  ent- 
springen für  k  die  drei  Werthe 

und  für  die  drei  Paare  conjugirter  Geraden  die  Gleichungen 

a:«  +  j^«  =  0,    i/»(a«  — />«)  — a«6«  =  0,    a:'(6«  — a«)  —  a«*»  ^  0 
als  für  die  Ellipse  and  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  von  b*  als  für  die  Hy- 
perbel giltig«     Die  erste  dieser  drei  Gleichungen   repräsentirt  in  jedem 
Falle  die   zwei  geraden  Linien,  welche  das  Centrum  der  Curve  mit  den 
beiden  unendlich  entfernten  imaginären  Kreispunkten  verbinden. 
Die  beiden  anderen  geben 


d.  h.  in  jedem  Falle  je  zwei  vom  Centram  der  Curve  gleichweit  entfernte, 
den  Achsen  derselben  parallele  Gerade;  aber  im  Falle  der  Ellipse  sind  nur 
die  Geraden  ^ 

und  im  Falle  der  Hyperbel  nur  ^ie  anderen 


reell. 
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Die  Werthe  sind  numerisch  gleich  und  die  drei  Paare  conjugir- 
ler  gerader  Linien  bilden  daher  die  Seiten  und  Diagonalen 
^ines  Quadrats,  welches  dem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist;  immer 
tind  nur  zwei  Gegenseiten  desselben  reell,  nämlich  bei  der  Ellipse,  die 
i er  Hauptachse  parallelen,  bei  der  Hyperbel ,  die  zur  Hauptachse  senk- 
rechten; für  beide  Paare  aber  ist  der  Abstand  vom  Centrum 

_ab 

d.h.  die  vierte  Proportionale  zu  den  beiden  Halbachsen  und 
der  linearen  Excentricität 

Für  den  Fall  des  Kreises,  d.  i.  c=0,  a=fr,  werden  beide  Werthe  un- 
endlich gross ,  d.  h.  zwei  Systeme  der  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  con- 
jngirten  Linien  fallen  in  die  unendlich  entfernten  Gerade ;  in  der  That, 
concentrische  Kreise  berühren  sich  in  zwei  imaginären  Punkten  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  und  zwei  von  den  drei  Systemen  der  Verbin- 
dungslinien dieser  Punkte  fallen  somit  in  derselben  zusammen. 

38.  Wenn  man  in  der  Geometrie  der  Kegelschnitte  den  Ort  eines 
Punktes  sucht,  dessen  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  zu  seiner  Ent- 
fernung von  einer  festen  geraden  Linie  in  einem  unveränderlichen  Ver- 
bältniss  steht,  so  findet  man  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  für  welchen 
jener  Punkt  ein  Brennpunkt  und  diese  Gerade  die  zugehörige  Directrix  ist. 

In  der  Geometrie  des  Raumes  kann  man  das  analoge*)  Problem  auf- 
stellen: Welches  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für 
den  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
zu  dem  Product  seiner  senkrechten  Abstände  von  zwei  festen 
Ebenen  in  einem  constanten  Verhältniss  steht?    , 

Wenn  or, ,  ^| ,  ^^  die  Coordinaten  des  festen  Punktes  und 

die  Gleichungen  der  beiden  festen  Ebenen  bezeichnen,  so  ist  offenbar  die 
Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

Dieser  Ort  ist  also  eine  Oberfläche  zweiten  Grades,  und  seine  Glei- 
chung erhält  die  Form 

{x—x,y  +  {y—y,y  +  {z  —  z,y  =  k{x+Jy  +  Bz  +  C){x+J,y+B,z  +  C,), 
wenn  man 


j/l  +  A*+  B*  j/l  +  A,^  -f-  ^/ 
setzt. 


*)  Der  Grad  und  ziigleicli  die  (Tu Vollständigkeit  der  Analogie  wird  später  hervor- 
treten. ^^-^  j 
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Es  Hegt  nahe,  jenen  Punkt  als  einen  Brennpunkt  und  die  beiden 
festen  Ebenen  als  entsprechende  Directionsebenen  der  Ober- 
fläche zweiten  Orades  zu  beseichnen,  und  zu  fragen,  ob  eine 
durch  ihre  Gleichung  gegebene  Oberfläche  zweiten  Grades 
einen  Brennpunkt  oder  mehrere  Brennpunkte  und  ein  Sy- 
stem von  Directionsebenen  besitzt* 

Die  zur  Beantwortung  derselben  führende  Untersuchung  mag  bei- 
spielsweise für  das  dreiachsige  Ellipsoid  und  die  auf  die  Hanptebenen  be- 
zogene Gleichung  desselben 

ar«       V*       i« 

,-r  +  :^  +  ,-.-i=o 

duichgeführt  werden*). 

Diese  Gleichung  muss  mit  der  gefundenen  Ortsgleichung  identificirt 
und  zur  Bestimmung  der  eingeführten  Constanten  geschritten  werden.  Die 
Entwickelung  derselben  liefert  den  Ausdruck 

—  xyk{A  +  A,) 
—x\2x,  +  X{C+C,)\—y\2y,  +  l{AC,+A,C)\—t\{2z,+l{B€,+B,C)\ 
+  oc,'  +  y,'  +  z,*—kCC, 
und  damit  als  Bedingungen  der  Identität  die  folgenden« 

Zuerst  die  Gruppe  der  Terschwindenden  Coefficienten  der  Producte 
der  Veränderlichen 

AB^+AtB  =  0,     ^  +  il?,  =0,     ^  +  ^,=0. 
Aus  denselben  erhält  man  als  einzige  reelle  Werthsysteme 

1)  ^,  =  — ^,     B=Bt=0 
oder               ^ 

2)  Bi  —  '-By     A  =  Bt=0. 

39.  Aus  der  Annahme  des  i  ersten  folgt  für  den  Coefficienten  von  z* 
in  der  Entwickelung  der  Werth  Eins  und  man  muss  daher  die  Achsen- 
gleichung des  EUipsoids  in  der  Form 

schreiben,  am  die  übrigen  Bedingungen  der  Identität  za  erhalten,  wie  folgt; 

l-A  =  ^,    1+1^«  =  ^,    2a-,  +  A(C+C,)=0, 

iy,  +  XA{C,~q=0,     «,=0,     «,«  +  y,»  +  *,»  — iCC,  =  — c». 
Man  findet  successive 

und  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  letzte  Bedingungsgleichung 


*)  Ich  gebe  sie  in  einer  gegen  die  Kntwickehing^en  yoti  M.  Amiot  wesenUich 
vereinfachten  Form. 
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Man  erkennt  daraas,  dass  für  jenes  Werthsjstem  1)  die  durch  die  Glei- 
changen 

er  —  c*  6' — c* 
bestimmten  Fonkte  den  Charakter  von  Brennpunkten  besitzen;  für  a>6>c 
bilden  sie  eine  reelle,  in  der  Ebene  der  grossen  und  mittleren 
Achse  gelegene  Ellipse,  deren  Achsen  mit  diesen  Haupt- 
achsen selbst  zusammenfallen  und  welche  die  Brennpunkte 
der  in  der  xz-  und  ^zEbene  gelegenen  Hauptschnitte  zu 
Scheiteln,  die  Brennpunkte  des  Hauptschnittes  in  der 
xyEbene  aber  zu  Brennpunkten  hat. 

Man   findet  für  die   entsprechenden   Directionsebenen  die 
Gleichungen 

ic  +  ^y  +  C  =  0, 

a:— ^y  +  C,=0; 
sie  stehen  also  beide  senkrecht  zur  Hauptebene  der  xy  und  machen  mit 
der  Achse  der  x  gleiche ,  von  der  Lage  des  Punktes  (^j ,  ^i)  in  der  Focal- 
curve  unabhängige  Winkel,  in  entgegengesetztem  Sinne.  Der  Fusspunkt 
ihrer  Durchschnittslinie  in  der  Ebene  der  xy  ist  durch  die  Werthe  der 
Coordinaten 

C  +  C,  C—C, 


y  = ; 


2       '     ^  2A 

bestimmt  und  die  Einführung  der  für  C^C^^  A  vorher  gefundenen  Aus- 
drücke liefert  die  Relationen 


oder 

Dadurch  bestimmen  sich  die  Coordinaten  dea  einem  Funkte  (^t,^]) 
in  der  Focalcurve  entsprechenden  Funktes  der  Directionsebenen,  deren 
Lage  sodann  durch  diesen  und  den  Riclitungscoefficienten  A  vollkommen 
bestimmt  ist.  Die  Reihe  dieser  Funkte  für  alle  Funkte  der  Focalcurve 
bildet  eine  neue,  derselben  zugeordnete  Curve  von  der  näm- 
lichen Lage  der  Hauptachsen;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  sofort 
durch  die  Substitution 

x,  =  -^ai,   y.^-yr-y 


*)  Man  erkennt  leicht,  dass  der  Punkt  (a:,y)  in  der  dem  Punkte  (^n  ^i)  ent- 
sprechenden Normale  der  Focalcurve  lieg^. 
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.'/.* 


+  r.-=h.-=i 


r.*        ^         0* 


in  der  Form 

y' 

Man    siebt,    die   Achsen   des    Hauptschnitte's   der   Oberfläche 
sind  die  mittleren   geometrischen  Proportionalen  zwischen 
den   entsprechenden    Achsen    der    letzteren   Curve    und    der 
Focale;    d.  h.    die  Scheitel  dieser  letzteren  Curve  sind  die 
Fnsspunkte  der  Directricen  des  Hauptschnittes. 
40.    Die  Annahme  des  zweiten  Werthsystems 
^,  =  — J9,     .^,  =  ^  =  0 
liefert  entsprechende  Resultate;  sie  fordert  zunächst  die  Einheit 'als  Coef' 
ficienten   von   y^  in   der   Entwickelung  der  Ortsgleichung  und  daher  die 
Gleichung  des  Ellipsoids  in  der  Form 

Dann  ergeben  sieb  die  übrigen  Bedingungen  der  Identität,  wie  folgt: 

y,=0,    2?,+i5(C,— C)==0,    kCC,—x*—y*—t*z=  —  h*. 
Man  findet  successive 

und  durch  Einsetzen  in  die  letzte  Bedingungsgleichung 

: I, 


als  die  Gleichung  der  Focalcürve  in  der  Hauptebene  der  xz.  Sie 
ist  offenbar  eine  Hyperbel,  deren  Achsen  in  die  grosse  und 
kleine  Achse  der  Oberfläche  fallen;  ihre  Scheitel  sind  die 
Brennpunkte  des  in  der;r^Ebene  gelegenen  Hauptschnittes 
der  Oberfläche,  ihre  Brennpunkte  fallen  mit  den  Brenn- 
punkten des  in  der  Ebene  der  xz  gelegenen  Hanptschnittes 
zusammen,  sie  hat  also  die  Brennpunkte  der  Focalellipse 
zu  Scheiteln  und  die  Hauptachsenendpunkte  dieser  letz- 
teren zu  Brennpunkten. 

Für  die  entsprechenden  Directionsebenen  hat  man 

.r  +  ^2H-C  =  0,     x  — 5z-f-C(=0; 

sie  stehen   also  senkrecht  zur  Hauptebene   der  xz  und  machen  mit  der 

Achse  der  x  gleiche  Winkel;   es  findet  aber  zwischen  den  hier  gefnndenen 

Directionsebenen   und  jenen ,   welche   der  Focalellipse  entsprechen ,    der 
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snlir  wesentliche  Unterschied  statt,  dass  hier  das  Quadrat  des  Richtongs- 
coefiicienten 

b^la^  —  c") 
positiv  ist,  während  es  dort  negativ  war,  d.  h.  die  Directionsebenen, 
welche  der  Focalh jperbel  entsprechen,  sind  reell,  die, 
welche  der  Foealellipse  entsprechen,  aber  imaginär.  Man 
erkennt  zugleich  an  dem  Werthe  dieses  RichtungfiCoe:ficienten  die  cjcli- 
sehen  Ebene  der  Oberfläche. 

Der  Fusspnnkt  der  Durchschnittslinie  in  der  Ebene  der  xz  ist  durch 
die  Werthe 

C  +  C,  C--Ct 


"^^            2      ' 2B 

bestimi 

nt  und  man  hat  die  Relationen- 

oder 

a»_fr».                     6«  — c» 

*   -                 flt          ^  '       ^1                                pt           ^ 

Jene  Punkte  bilden  also  eine  der  Focalhyperbel  zugeordnete 
'C  u  r  V  e ,  deren  Gleichung  ist 

z*  ^     _ 


Dies  liefert  dieselben  Relationen  wie  vorhin. 

Man  findet  überdies  leicht,  dass  jede  Asymptote  der  Focal- 
bjperbel  mit  einer  Asymptote  der  zugeordneten  Hyperbel 
ein  System  conjugirter  Durchmesser  der  Hauptellipse  in 
der  Ebene  der  xz  bestimmt. 

In  der  dritten  Hanptebene,  in  der  der  yz^  giebt  es  keine  reelle  Focal- 
curve:  man  erhält  den  Ausdruck 


welcher  für  a>  b^  c  stets  eine  imaginäre  Curve  repräsentirt. 

41.  Man  sieht  sofort,  wie  diese  Entwickelungen  für  alle  centriscben 
Oberflächen  zweiten  Grades  in  fast  unveränderter  Geltung  bleiben  und 
wie  leicht  sie  sich  auf  die  Flächen  ohne  Centra  im  endlichen  Räume  aas- 
dehnen lassen. 

Ich  gedenke  besonders  der  Formen,  welche  sie  für  Rotations- 
flächen und  für  Kegelflächen  zweiten  Grades  insbesondere  an- 
nehmen. 

Das  Rotationsellipsoid  entspricht  der  Substitution 
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und  für  das  einfache  Kotationshyperboloid  hat  man  überdies  das  Vor- 
zeichen von  c*,  für  das  doppelte  aber  das  Vorzeichen  von  a*  zu  verändern. 
Doch  sollen  nur  die  dem  Rotationsellipsoid  entsprechenden  Resultate  an- 
gegeben werden.     Man  hat  bei  dem  Rotationsellipsoid 

für  die  Focalellipse,  und  erkennt  sie  als  einen  Kreis  in  der  Ebene 
des  Hauptschnittes  xy  durch  die  Brennpunkte  des  Hanptscbuittes  in 
der  Ebene  der  xz. 

Die  zugeordnete  Curve  wird 

^4  T-  A         A» 


und  ist  somit  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Fusspunkte  dervDirectricen  der 
Hauptschnitte  geht.  *) 

Man  hat  ferner 

ap  =  0,     y==0 
als  die  Gleichungen  der  Focalhjperbel  und  erkennt,  dass  die  Rota- 
tionsachse ihre  Stelle  vertritt. 

Die  zugeordnete  Hyperbel  hat  die  Gleichungen 
y  =  0,     («•—(?*)«*  =  (?* 
und  wird  also  durch  zwei  in  der  Hauptebene  der  xz  gelegene,  der  Achse 
der  d7  parallele  Gerade  in  dem  positiven  und  negativen  Abstand 


von  derselben  vertreten,  d.  h.  durch  die  Directricen  des  Haupt- 
Schnittes  in  der  Ebene  xz. 

Für  die  Kugel  fallen  diese  Geraden  beide  in  die  unendlich  entfernte 
Gerade  der  Ebene. 

Für  die  Kegelfläche  zweiten  Grades 

«»  ^  6«       c» 
liefert  die  Entwickelang  folgende  Resultate :    Die  Focalellipae  der 
Hauptebene  der  xy  hat  die  Gleichung 


+ 


«•  +  c«  '  5«+c* 

sie  reducirt  sich  ebenso,  wie  die  zugeordnete  Curve  auf  ein  Paar  von 
imaginären  Geraden,  d.  h.  auf  einen  reellen  Pankt.  Die  entsprechenden 
Directionsebenen  sind  imaginär,  weil  der  Ausdruck  fUr  das  Quadrat  des 
Ricbtungscoefficienten 


*)  Es  ist  bemerke  RH  werth,  dass  der  Richtangeoefficient  A^  den  Werth  —  1  an- 
nimmt 
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stets  negativ  ist. 

Die  Focalhyperbel  der  Hauptebene  der  xz  ist 

xwei  reelle  Gerade  in  d^r  Ebene  der  xz^  welche  durch  die  Spitee 
geben. 

Die  Directionsebenen  sind  auch  hier  imaginär,  denn  es  ist 

Aber  die  der  Fecalhjperbel  augeordnete  Curve  ist  reell  und  hat  die 
Gleichung 

=  0, 


«♦  b^ 


awei  gerade  Linien. 

Füra*  =  6*,  d.i.  für  den  Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der 
Achse  der  z  zusammenfällt ,  hat  man  speciell : 

«•y»  +  c*a:«  =  0, 
an  Stelle  der  Focalellipse,  und 

«1  =  0,     y,=0 
als  Gleichung  der  Focalhyperbel;  die  Achse  der  z  ist  also  die  letztere. 

Wenn  man  hierbei  für  die  Kegelflächen  überhaupt  ima- 
ginäre Directionsebenen  erhält,  so  ist  dies  ein  allenRegel- 
flächensweiten  Grades  entsprecbendesErgebniss;  man  kann 
es  leicht  fttr  das  einfaehe  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid 
nachweisen. 

42.  Diese  einfachen  Entwickelungen  reichen  hin,  um  die  rollstän- 
dige  Berpcbtigung  des  Namens  Focalcurven  fttr  die  betrachteten  Oerter 
zu  zeigen.  Aber  die  Uebereinstimmung  ist  eine  noch  tiefer 
gehende,  und  es  mdgen  wenigstens  einige  der  leicht  ableitbaren  Ergeb- 
nisse hier  angeführt  werden. 

Wenn  ein  Ellipsoid  durch  eine  zur  grossen  oder  mitt- 
leren Achse  normale  Ebene  geschnitten  wird,  so  trifft  diese 
die  zugeordnete  Curve  der  Focale  in  zwei  Punkten;  die 
Punkte  der  in  der  Ebene  jener  Achsen  gelegenen  Focale, 
welche  diesen  entsprechen,  sind  Brennpunkte  der  Schnitt- 
curve;  die  Summe  der  Radienvectoren ,  welche  von  ihnen  nach  einem 
beliebigen  Punkte  der  Schnittcnrve  gezogen  werden,  ist  unveränderlich; 
die  Normale  der  Oberfläche  in  diesem  Punkte  des  Schnittes  liegt  in  der 
Ebene  der  Radienvectoren  und  halbirt  den  von  ihnen  gebildeten  Winkel. 

Analoge  Resultate  gelten  für  die  übrigen  Oberflächen  zweiten  Grades; 
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überall,  wo  die  Scbnittcurre  hyperbolisch  ist,  tritt  an  Stelle  der  Summe 
die  Differenz  der  Kadienvectoren.  Man  kann  darans  und  ans  dem  Art.  40 
nnd  seiner  Anmerkung  auch  schliessen,  dassjede  Ebene,  welche  in 
einem  Punkte  der  Focalcnrve  zu  der  Tangente  derselben 
rechtwinklig  ist,  die  Oberfläche  zweiten  Grades  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt 
hat.  Man  weiss,  wie  diese  Eigenschaft  die  Focallinien  der  Kegel- 
flächen zweiten  Grades  charakterisirt. 

Aber  auch  minder  nahe  liegende  Eigenschaften  bleiben  bewahrt,  z.  B. 
die  nachstehende.  Man  weiss,  dass  die  reciproke  Polare  eines  Kegel- 
schnitts ein  Kreis  ist ,  wenn  der  zur  Directrix  gewählte  Kreis  einen  Brenn- 
punkt desselben  zum  Oentrum  faat.*^)  Weniger  beachtet  dürfte  es  aber  sein, 
dass  die  Focalcurven  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  die 
Centra  der  Kugeln  bestimmen,  rttcksichtlich  deren  die  reci- 
proke Polare  der  Oberfläche   eine  Umdrehungsfläche  wird. 

Oder:  Die  Pole  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  alle  die  Kegel- 
schnitte eines  homofocalen  Systems  liegen  in  einer  zu  ihr  selbst  rechtwink- 
ligen Geraden.**) 

Und:  Die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  homofooale 
Oberflächen  zweiten  Grades  liegen  in  einer  zu  dieser  Ebene 
senkrechten  geraden  Linie.  Diese  Gerade  ist  die  Normale 
der  von  jener  Ebene  berührten  Oberfläche  des  Systems  im 
Berührungspunkte. 

Die  vollständige  Analogie  mit  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte 
liegt  zu  Tage;  dass  die  Focalcurven  einer  Oberfläche  zweiten 
Grades  die  reellen  Doppelcurven  in  der  developpabeln 
Oberfläche  sind,  welche  ihr  und  dem  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreis  gemeinsam  umschrieben  ist,  sowie  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnitts  die  reellen  Ecken  des  Vier- 
seits  sind,  welches  ihm  und  dem  unendlich  entfernten  ima- 
ginären Kreise  —  oder  vielmehr  den  zwei  der  betreffenden 
Ebene  angehörigen  Punkten  desselben  —  gemeinsam  um- 
schrieben ist,  erscheint  nnn  nur  als  ein  weiteres  Glied  in  der  Kette 
dieser  Analogien. 

Aber  das  Vorhergehende  hat  den  Blick  zugleich  so  wenig  von  der 
verwandten  Theorie  der  conjugirten  Linien  und  Kegelflächen  abgewandt, 
dass  sogar  mitten  in  den  letzten  Entwickelangen  directe 
Erinnerungen  an  Dasjenige  liegen,  was  vorher  über  conju- 
girte  Linien  erörtert  ward.  Sind  nicht  die  Sparen  der  Directions- 
ebenen  der  der  Ebene  xz  angehörigen  Focalhyperbel  in  dieser  Ebene  oder 


*)  Man  vergleiche  „Analyt.  Geom.  d.  K."  Art.  388. 
*♦)  Vergl.  „Analyt  Geom.  d.  K."  Art.  448 ,  Aufg.  3.  r^  T 
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di«  entsprechenden  Spuren  der  Directionsebenen  für  die  Focalellipse  in 
der  Ebene  xy  mit  ihrer  gleichen  Neignng  gegen  die  Achse  der  x  oder  die 
eine  Hauptachse  dieser  Gurren,  conjngirte  Linien  in  Bezug  auf  dieselben? 

In  der  That,  man  kann  leicht  die  Entwickelungen  der  Artikel  38 — 41 
auf  Kegelschnitte  übertragen ;  ich  will  die  Hauptergebnisse  kurz  vortiber- 
führen,  ohne  die  leichten  Beweise  beizufügen. 

Der  Ort  eines  in  einer  Ebene  beweglichen  Punktes,  für 
welchen  immer  das  Verhältniss  seiner  Entfernung  von  einem 
festen  Punkte  zu  dem  geometrischen  Mittel  seiner  Entfer- 
nungen von  zwei  festen  geraden  Linien  unveränderlich  ist, 
ist  ein  Kegelschnitt.  Man  kann  den  festen  Punkt  einen  Brenn- 
punkt und  die  festen  geraden  Linien  die  Directionslinien  desselben 
nennen.  Jede  Curve  zweiten  Grades  kann  als  ein  solcher  Ort  betrachtet 
werden;  man  gelangt  durch  die  Vergleichung  der  Coefficienten  in  der 
Gleichung  dieser  letzteren  und  in  der  des  Ortes  zur  Bestimmung  der  Di- 
rectionslinien und  des  Brennpunktes,  jedoch  so,  dass  sich  eine  Curve 
als  Ort  der  möglichen  Brennpunkte  und  eine  zweite  Curve 
als  Ort  der  Durehschnittspunkte  der  zugehörigen  Direc- 
tionslinien ergiebt;  sie  sind  vom  zweiten  Grade  und  haben  mit  der  ge- 
gebenen Curve  die  nämlichen  Hauptachsen,  das  vollständige  Analogon 
der  Focale  und  der  zugehörigen  Curve  in  der  vorher  entwickelten  Theorie. 
Die  Directionslinien  jedes  Punktes  machen  mit  den  Achsen  der  Curve 
gleich«  Winkel,  wie  vorher  und  sind  daher  conjngirte  gerade  Linien  in 
Bezog  auf  dieselbe.  Man  Hat  aber  in  Bezug  auf  diese  dem  Kegelschnitt 
beigeordneten  Curven  ganz  dieselben  Eigenschaften  wieder,  wie  in  der 
entsprechenden  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Jede  einer 
Hauptachse  parallele  Gerade  schneidet  die  gegebene  Curve  und  die  von 
dem  Durchschnittspunkt  der  Directionsachsen  beschriebene  Curve  in  zwei 
Punkten ;  diesen  letzteren  entsprechen  zwei  bestimmte  Punkte  der  Focale, 
die  zu  den  bezüglichen»  Directionsachsen  gehörigen  Brennpunkte;  wenn 
man  sie  mit  den  besagten  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnitts  verbindet, 
so  ist  die  Summe  der  Radienvectoren  an  beiden  Punkten  die  nämliche  und 
die  Normalen  desselben  in  diesen  Punkten  halbiren  den  jeweiligen  Winkel 
zwischen  den  Radienvectoren  etc. 

Jene  Directionsachsen  sind  conjngirte  Gerade  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  und  der  entsprechende  Brennpunkt  ist  das  Centrum  des  Krei- 
ses, welcher  durch  die  zugehörigen  Schnittpunkte  der  Curve  und  dieser 
Linien  geht. 

43.  Es  trifft  den  Mittelpunkt  der  Sache  und  den  Nerv  dieses  Zu- 
sammenhanges, wenn  ich  den  folgenden  Satz  beweise:  Der  Ort  eines 
Punktes,  für  welchen  das  Quadrat  der  von  ihm  an  einen 
festen  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  dem  Product  seiner 
Entfernungen  von  zwei  festen  Geraden  in  constantem  Vei- 
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hältniss  steht,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  dnrch  die  vier 
Punkte  geht,  welche  jene  geraden  Linien  mit  dem  Kreise 
gemein  haben.  Denn,  wenn  alle  die  letzten  Betrachtungen  in  Wahr- 
heit auf  conjugirte  Liniensysteme  hinausführen,  so  mnss  dieser  Satz 
giltig  sein.         * 

Sein  Beweis  zeigt  zugleich,  wie  vollständig  diese  Theorien  in  den 
Kreis  der  hier  vorgetragenen  Symbolik  gehören,  denn  er  entspringt  aus 
der  einfachen  Symbolformel 

JiT— A«/5  =  0, 
in  welcher  IC=^0  die  Gleichung  eines  Kreises,  a  =  0,  /3=0  die  Qleichun- 
gen  zweier  geraden  Linien  und  k  eine  Oonstante  bedeuten. 

Man  hat 

und  dies  ist  nun,  wie  folgt,  zu  interpretiren*).  Bekanntlieh  liefert  die 
Substitution  der  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  die  Gleichung 
eines  Kreises  das  Quadrat  der  von  ihm  an  den  Kreis  gehenden  Tangente; 
die  Substitution  in  die  Gleichung  einer  Geraden  aber  die  senkrechte  Ent- 
fernung des  Punktes  von  dieser  Geraden. 

Die  Geltung  des  Satzes  ist  offenbar  von  der  Grösse  des  Halbmessers 
und  der  Realität  der  Ducchschnittspunkte  der  geraden  Linien  mit  dem 
Kreise  unabhängig;  daher  ist  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen 
das  Quadrat  der  Entfernung  von  einem  gegebenen  festen 
Punkte  zum  Produet  seiner  Entfernungen  von  zwei  festen 
geraden  Linien  in  einem  constanten  Verhältniss  steht,  ein 
Kegelschnitt;  die  festen  geraden  Linien  sind  als  Sehnen  seines  imagi- 
nären Durchschnitts  mit  dem  unendlich  kleinen  festen  Kreise  zu  betrach- 
ten, welcher  den  festen  Punkt  zum  Centrum  hat. 

Wenn  diese  Durchschnittssehnen  in  eine  Gerade  zusammenfallen, 
d.  h.  für  die  Symbolformel 

80  wird 

der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die  Länge  der  von  ihm 
an  einen  festen  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  seiner  Ent- 
fernung von  einer  festen  Geraden  in  unveränderlichem  Ver- 
hältniss steht,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  den  festen 
Kreis  in  den  zwei  Punkten  berührt,  wo  die  feste  Gerade  ihn 
schneidet 


♦)  Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  27,  52  f., 
118,284. 
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In  denv  Falle,  wo  der  Kreis  anendlich  klein  ist,  entspringt  daraus  die 
fundamentale  Eigenschaft  del  Brennpunktes  und  der  Direc- 
trix  bei  Kegelschnitten;  der  Brennpunkt  ist  als  unendlich  kleiner 
Kreis  zu  betrachten,  welcher  mit  dem  Kegelschnitt  eine  doppelte  imagi- 
näre Berührung  in  der  Directrix  hat  Die  Directrix  ist  die  Ver- 
einigung zweier  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  dem  Kegel- 
schnitt conjugirten  Geraden.  Jedem  anderen  Punkt  der  Focalcurve 
entsprechen  zwei  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  Hauptachsen  des 
Kegelschnitts  geneigte  Directionsachsen  oder  conjugirte  Linien. 

Dieselben  Betrachtungen  übertragen  sich  sehr  leicht  auf  die  Kugel 
und  die  Oberflttchen  zweiten  Grades.     Sobald  die  Sjmbolformel 

in  welcher 

ir=r0 
die  Gleichung  einer  Kugel, 

^=0,  B=0 
die  Gleichungen  fester  Ebenen  reprftsentiren ,  während  A  eine  Constante 
ist,  interpretirt  wird ,  so  erkennt  man:  Für  alle  Oberflächen  zwei- 
ten Grades,  welche  durch  die  von  den  festen  Ebenen  Ay  B 
mit  der  festen  Kugelfläche  if  bestimmten  Kreislinien  gelegt 
werden  können,  gilt  die  metrische  Relation 

^~Ä.B' 
d.  h.  das  Quadrat  der  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  sol- 
chen Oberfläche  an  die  Kugel  gelegten  Tangente  ist  zu  dem 
Product  der  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  zwei 
festen  Ebenen  in  einem  unveränderlichen  Verhältniss.  Die- 
ser Satz  gilt  unabhängig  von  dem  Halbmesser  der  Kugel  und  von  der 
Realität  der  Durchschnittscurven  derselben  mit  der  Oberfläche;  er  gilt 
also  auch  noch  für  eine  Kugel  vom  Halbmesser  Null.  Der 
Mittelpunkt  einer  solchen  Kugel  ist  aber  ein  Brennpunkt  und  die  zu* 
gehörigen  festen  Ebenen  sind  Directionsebenen  in  dem  früher  ent- 
wickelten Sinne.  Mau  sieht  auch  hier,  sie  sind  zugleich  cyclische 
Ebenen  der  Oberfläche. 

Man  kann  sogar  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  den  Ort  sol- 
cher Punkte  bestimmen,  wenn  man  einen  Satz  als  bekannt  voraussetzt, 
welchen  Herr  Steiner  im  I.  Bde.  von  Crelle's  Journal  (p.  47)  bewiesen 
hat.  Die  fraglichen  Punkte  sind  Centra  von  mit  dem  Halbmesser  Null 
beschriebenen  Kugeln,  welche  die  Oberfläche  in  ebenen  Curven  schneiden ; 
wenn  aber  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  sich  in  ebenen  Curven  schnei- 
den, so  zerfällt  ihre  gemeinschaftlich  umschriebene  developpable  Fläche 
in  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades,  und  wenn  die  eine  von  ihnen  eine 
Kugel  ist,* so  müssen  diese  letzteren  Rotationskegel  sein.     Solkzugleiah 
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diese  Kugel  den  Radius  Null  haben ,  so  kann  ihr  Mittelpunkt  nnr  in  der 
Spitze  eines  dieser  Kegel  liegen«  Demnach  müssen  die  Focal- 
curven  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  als  Ort  der  Schei- 
tel der  Botationskegel  gefunden  werden,  welche  derselben 
umschrieben  werden  können.  Die  Natur  eben  dieses  Ortes  dedu- 
cirte  aber  Herr  Steiner  an  dem  angeführten  Orte.  In  veryollständigter 
Form  findet  man  dieselbe  Untersuchung  in  Herrn  Magnus'  „Aufgaben 
und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes'*  p.  325;  von 
den  Analogien  dieser  Curven  mit  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte 
findet  sich  aber  an  beiden  Orten  nichts.  Erst  in  Herrn  P 1  ü  c  k  e  r  *  s  „System 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes*'  ist  dieser  Zusammenhang  darge- 
legt; man  vergleiche  die  schöne  Darstellung  in  §.  11,  p.  275— 300  dieses 
Werks.  Dass  sie  von  der  hier  gegebenen  ganz  verschieden  ist,  brauche 
ich  wohl  kaum  zu  bemerken. 

Aber  in  der  Theorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades  stellen  sich,  wie 
gezeigt  worden  ist,  conjugirte  Kegelflächen  den  conjugirten  Linien- 
Systemen  der  Kegelschnitte  erst  in  aller  Vollständigkeit  zur  Seite;  sie  sind, 
wie  früher  gezeigt  ist,  die  durch  den  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  der 
Oberfläche  zweiten  Grades  bestimmten  Kegelflächen;  ihre  Hauptachsen 
und  ihre  cyclischen  Ebenen  sind,  wie  es  schon  M.  Chasles  (Liouville's 
Journal,  Vol.  III,  1838,  p.  432)  angegeben  hat,  denen  der  Oberfläche  pa- 
rallel. Es  bleibt  mir  übrig,  von  den  umfassenderen  Gesichtspunkten  aus, 
welche  jetzt  gewonnen  sind,  von  den  Eigenschaften  dieser  conjugirten 
Flächen  die  wichtigsten  zu  entwickeln.  Sie  entsprechen  denen  der  Focal- 
Gurven  und  die  einen  können  aus  den  anderen  abgeleitet  werden. 

44.    Für  die  durch 

iC*         v*  2* 

dargestellte  Oberfläche  zweiten  Grades  sind  im  Art.  17  die  Gleichungen 
der  drei  derselben  bezüglich  ihres  Centrums  conjugirten  Cylinder  wie  folgt 
gefunden  worden 


d'b^        •        fl*C» 


~l=rO, 


+  -l^-'=''> 


^'c«      •      6««' 


/,«  — c«       b*  — 


-■-  —  1  -^  0. 


Stellt  man  dazu  die  Gleichungen  der  drei  Hauptschnitte  der  Fläche 
■1  "f  -7  —  1  ==  0,    -  +  -  —  1^0,     -    +  j'-  —  1  --.z.o, 
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und  die  Gleichungen  ihrer  conjugirten  Linienaysteme 

2«(6«  — c«)  — ÄV  =  0,     y«(c«  — 6«)  — 6V=rO, 

so  kann  man  bemerken ,  dass 

durch  Entwickelnng  auf 

aurückkommen ;  und  ebenso  bei  den  übrigen  Paaren.  Für  die  imaginäre 
conjngirte  KegelflUche  gilt  offenbar  das  Nämliche.  Dies  giebt  den  Satz : 
Jede  Hauptebene  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt in  ihr  und  demSjstem  der  ihr  in  Bezug  auf  ihr  Gen- 
trum conjugirten  Flächen  das  Sjstem.zweier  Kegelschnitte, 
welchen  dieselben  drei  Paare  conjugirter  gerader  Linien 
gemeinschaftlich  sind. 

Der  Hauptschnitt  selbst  und  die  Spur  des  zur  Hanptebene  normalen 
Cjlinders  bilden  das  System  der  beiden  Kegelschnitte;  die  in  die  Haupt- 
ebene fallenden  Seiten  der  beiden  tibrigen  conjugirten  Cjlinder  und  des 
imaginären  Kegels  bilden  die  Paare  der  bezüglich  des  gemeinsamen  Cen- 
trums diesen  Kegelschnitten  conjugirten  Geraden. 

Zugleich  lehrt  die  symmetrische  Form  der  Gleichungen,  .dass  jeder 
der  drei  conjugirten  Cylinder  die  beiden  anderen  bestimmt  und  man  er- 
kennt überdies  leicht,  dass  jede  der  Kegelschnittslinieu ,  welche  ihre 
Spuren  in  den  Hauptebenen  sind ,  zwei  ihrer  Scheitel  in  den  reellen  con- 
jugirten Linien  der  anderen  hat.  Man  kann  daher  sagen:  Wenn  ent- 
sprechende Hauptschnitte  zweier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  bezüglich  ihres  gemeinschaftlichen  Centrums 
dieselben  conjugirten  Linien  haben,  so  entsprechen  den 
Oberflächen  selbst  die  nämlichen  conjugirten  Cylinder- 
und  Kegelflächen.  Und:  Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  einen  gemeinschaftlichen  conjugirten  Cjlinder 
besitzen,  so  haben  ihre  entsprechen*den  Hauptschnitte  die» 
selben  conjugirten  Linien. 

45.  Die  Sätze  4)  und  5)  des  Artikels  30,  angewandt  auf  die  Oberfläche 
und  einen  der  ihr  bezüglich  des  Centrums  conjugirten  Cylinder,  lauten: 
Zwei  Tangentialebenen  eines  einer  Oberfläche  des  aweiten 
Grades  conjugirten  Cylinders  schneiden  dieselbe  nach  zwei  * 
Kegelschnitten,  durch  welche  eine  Rotationsfläche  gelegt 
werden  kann,  die  das  Centrum  zum  Brennpunkt  hat.  Die 
entsprechende   Directionsebene    ist   die   Ebene    deT>  beiden 
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Borührnngsseiten  des  conjugirten  Cylinders  mit  den  Tan- 
gentialebenen. 

Insbesondere  schneiden  die  Asymptotenebenen  des  hy- 
perbolischen conjngirten  Cylinders  die  Oberfläche  in  zwei 
Kreisen,  welche,  auf  einer  mit  ihr  concentrischen  Kugel 
liegen. 

Und:  Wenn  eine  durch  das  Centrum  der  Oberfläche  ge- 
legte Ebene  einen  ihrer  conjngirten  Cylinder  in  zwei  Er- 
zeugenden schneidet,  so  bestimmen  die  ihnen  entsprechen- 
den Tangentialebenen  des  Cylinders  in  der  Oberfläche  zwei 
Kegelschnitte,  welche  auf  einem  mit  der  Oberfläche  con- 
centrischen  Rotationskegel  gelegen  sind,  dessen  Achse  zur 
ersten  Ebene  senkrecht  ist. 

Bei  einem  Ellipsoid  ist  der  elliptische  conjugirte  Cylinder  ganz  ausser- 
halb der  Fläche  und  hat  keine  reellen  gemeinschaftlichen  Berttfarangs- 
ebenen  mit  ihr;  der  hyperbolische  Cylinder  besitzt  mit  ihr  gemeinschaft- 
lich vier  Tangentialebenen,  welche  die  Region  der  die  Fläche  nicht 
schneidenden  Tangentialebenen  desselben  von  der  Regi<»n  derjenigen 
trennen,  welche  reelle  Schnitte  besrtimmen.  Bei  dem  einfachen  Hyper- 
boloid schneiden  alle  Tangentialebenen  der  beiden  conJQgtrten  Cylinder 
die  Oberfläche ;  bei  dem  zweifachen  Hyperboloid  kann  keine  der  Tangen- 
tialebenen des  hyperbolischen  conjugirten  Cylinders  einen  reellen  Schnitt 
bestimmen;  der  elliptische  aber  hat  mit  der  Oberfläche  vier  Tangential- 
ebenen gemein ,  welche  wieder  die  vorerwähnten  Orenzlagen  markiren. 

Der  Satz  2)  desselben  Artikels  30  lautet  jetzt:  Zwei  beliebige 
Tangentialebenen  eines  conjngirten  Cylinders  einer  Ober- 
fläche zweiten  Grades  sind  die  Directionsebenen  bezäglich 
des  Centrums  derselben  als  eines  Focalpunktes  von  einer 
anderen  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  der  gegebe- 
nen längs  desjenigen  Kegelschnitts  eingeschrieben  ist,  den 
die  Ebene  der  Bertlhrungsseiten  des  conjugirten  Cylinders 
bestimmt.  Im  Besonderen  sind  die  Asymptotenebenen  des 
hyperbolischen  conjngirten  Cylinders  einer  Oberfläche 
zweiten  Grades  die  cyclischen  Ebenen  des  Asymptoten- 
kegels derselben. 

Ebenso  erhält  der  4.  Satz  des  Artikels  25  in  Verbindung  mit  dem 
3.  Satze  des  Artikels  34  jetzt  die  folgende  Gestalt:  Eine  Oberfläche 
zweiten  Grades  giebt  mit  einer  ihrer  conjugirten  Cylinder- 
flächen  und  zwei  Tangentialebenen  derselben  folgenden 
Flächensystemen  den  Ursprung:  1)  Der  unendlichen  Reihe 
derjenigen  Oberflächen  zweiten  t^rades,  welche  durch  die 
Schnitteurven  der  Oberfläche  mit  jenen  beiden  Tangential- 
ebenen  des   Cylinders    gelegt  werden  können,     2)^  Der^un- 
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endlichen  Reihe  der  Oberflächen,  die  das  Centrum  der  ge* 
gebenen  Fläche  zum  Focalpunkt  und  die  beiden  Tangen- 
tialebenen des  Cjlinders  zu  bezüglichen  Directionsebenen 
haben.  3)  Der  unendlichen  Reihe  der  Rotationsflächen, 
welche  das  Centrum  der  gegebenen  Fläche  zum  Brehnpunkt 
und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  des  Cjlinders  zur 
Directionsebene  haben.  4)  Der  unendlichen  Reihe  der  Cy- 
linder,  welche  den  gegebenen  längs  dieser  Erzeugenden 
berühren«  Diese  vier  Reihen  von  Flächen  sind  homogra- 
phisch oder  entsprechen  einander  nach  gleichem  Doppel- 
schntttverhältniss.  Zwei  entsprechende  Flächen  der  ersten 
beiden  Reihen  berühren  sich  längs  eines  Kegelschnitts  in 
der  Ebene  der  Erzeugenden  des  Cylinders.  Drei  entspre- 
chende* Oberflächen  der  letzten  drei  Reihen  gehen  durch 
eine  und  dieselbe  Curve  in  dieser  nämlichen  Ebene. 

46.  Die  folgenden  Sätze  ergeben  sich  leicht  nach  den  Gesetzen  der 
Polarreciproeität  aus  bekannten  Sätzen  von  M.  Chasles,  Amiot  und 
Plficker  über  die  exeentrisehen  Kegelschnitte;  jedoch  sind  sie  mit  Uilfe 
der  bisher  gegebenen  Relationen  auch  leicht  direct  au  beweisen.  Ich  gebe 
den  Beweis  bei  dem  ersten  derselben ,  werde  mich  aber  der  Kürze  wegen 
auf  Andeutungen  und  eriäatemde  Bemerkungen  bei  den  übrigen  be- 
schränken. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  {x^  i  yi ,  «i)  in  Bezug  auf  die  Fläche 


hat  die  Gleichung 


a*      u^       z* 


a«    +   fr»  ^  c»  ' 


ist  die  das  Centrum  enthaltende,  zum  RadiusTector  des  Punktes  (ar«,  yi ,  zj 
normale  Ebene  und  somit 

^— 6«_  l  

die  Durchschnittolinie  dieser  und  der  Torigen  Ebene.  Da  die  erste  von 
diesen  beiden  Gleichungen  auch  die  durch  die  besagte  Gerade  parallel  zur 
Achse  der  z  gehende  Ebene,  nicht  minder  aber  die  Polarebene  der  durch 
den  Punkt  (a:, ,  y^ ,  z,)  zu  derselben  Achse  gezogenen  Parallelen  in  Bezug 
auf  den  conjugirten  Cylinder  der  Oberfläche,  welcher  der  Achse  der  z  pa« 
rallelist,  repräsentirt,  so  gilt  der  Sata:  Wenn  eine  Oberfläche  zwei- 
ten Grades  vom  Centrum  0  und  ein  Punkt  ilf  im  Räume,  so- 
wie die  Polarebenen  des  letzteren  bezüglich  der  erst.eren 
und  eines  ihrer  conjugirten  Cylinder  gegeben  sind,  so  be- 
stimmt die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  mit  ^^j^^Me 
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trum    eine    znm    Radiusvector    OM  des    Punktes   M  normale 
Ebene, 

Wird  M  auf  der  Oberfläche  selbst  gewählt,  so  wird  die  Polarebene 
bezüglich  der  Oberfläche  zur  Tangentialebene  derselben;  die  Durch- 
schnittslinie derselben  mit  der  durch  0  zu  0^  normalen  Ebene  oder  mit 
der  Polarebene  des  Punktes  bezüglich  eines  conjugirten  Cylinders  wird 
von  M.  Cremona  als  Polnormale  des  Punktes  M  bezeichnet  und  ich 
will  in  Ermangelung  einer  besseren  Benennung  diese  beibehalten. 

Man  sieht,  wenn  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  von 
einer  Geraden  geschnitten  wird,  welche  einer  ihrer  Achsen, 
parallel  ist,  so  liegen  die  Polnormalen  der  Schnittpunkte 
in  der  Polarebene  jener  Geraden  in  Bezug  auf  den  zur  glei- 
chen Achse  parallelen  conjugirten  Cylinder  der  Fläche. 

'  Man  denke  sich  nun  eine  Tangentialebene  der  Oberfläche  von  einer 
Anfangslage  aus  nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegt  und  denke  sich 
die  entsprechende  Bewegung  der  Polnormale;  jene  erzeugt  bei  ihrer  Be- 
wegung immer  eine  der  Oberfläche  umschriebene  developpableFläche, 
diese  eine  Regel  fläche;  man  kann  fragen,  wenn  diese  letztere  eben* 
falls  abwickelbar  sein  wird,  und  findet,  dass  für  jeden  Punkt  der  Ober- 
fläche zwei  Richtungen  der  Bewegung  existiren,  welche  dieser  For- 
derung entsprechen.  Die  Bewegung  der  Tangentialebene  nach  einer  jeden 
derselben  erzeugt  eine  der  gegebenen  Oberfläche  umschriebene  develop- 
pable  Fläche;  der  Anfangslage  der  Tangentialebene,  der  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  von  beiden,  entspricht  in  jeder  von  ihnen  eine 
charakteristische  Erzeugende,  und  die  von  diesen  mit  dem  Ccn- 
trum  bestimmten  Ebenen  sind  orthogonal.  In  dieser  Weiise  entsprechen 
jeder  Tangentialebene  drei  bezeichnende  gerade  Linien, 
nämlich  die  Polnormale  und  die  charakteristischen  Erzeu- 
genden. Sie  bilden  ein  Dreieck,  welches  immer  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Centrnm  der  Flächen  eine  rectanguläre 
dreiseitige  Ecke  bestimmt;  die  Ebenen  derselben  sind  die 
gemeinschaftlichen  Hauptebenen  der  Kegelflächen,  unter 
denen  die  Durchschnittslinien  der  Tangentialebene  mit  den 
conjugirten  Cjlindern  vom  Centrum  aus  gesehen  werden; 
oder  jenes  Dreieck  ist  den  drei  besagten  Kegelschnitten  zugleich  conjngirt. 
Jene  charakteristischen  Erzengenden  sind  für  die  Tangentialebene 
des  einfachen  Hyperboloids  die  ihr  angehörigen  Erzeugenden  der  Ober- 
flSche  selbst;  die  vom  Centrum  nach  ihnen  gehenden  Ebenen  sind  die  ge- 
meinsamen cyclischen  Ebenen  der  drei  Kegelflächen,  unter  welchen  die 
Schnittcurven  der  Tangentialebene  mit  den  conjugirten  Cylindern  der 
Oberfläche  vom  Centrum  aus  gesehen  werden.  Dabei  schneidet  jede  durch 
den  Radiusvector  des  Berührungspunktes  der  Tangentialebene  gelegte 
Ebene  einen  der  fraglichen  Kegel  nach  zwei  Erzeugenden ,  .die  gegen  den 
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Radiasvector  gleich  geneigt  sind;  es  ergiebt  sich  daraus  offenbar  ein  Ge- 
setz über  die  Tangente  einer  Oberfläche  zweiten  Grades. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  ferner  eine  Oberfläche 
zweiten  Grades  und  ihre  conjugirten  Cylinder  in  Curven, 
welche  mit  dem  Centrnm  der  Fläche  homocyciische  Kegel 
bestimmen;  für  jede  zu  zweien  derselben  gemeinschaftliche 
Tangentialebene  sind  die  Berührungsseiten  rectangulär. 
Jede  Durchmesserebene  insbesondere  schneidet  die  Oberfläche  und  ihre 
conjugirten  Cylinder  nach  Kegelschnitten,  welche  dieselben  conjugirten 
Linien  besitzen. 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  einen  aus  dem  Oeutrum  beschrie- 
benen, über  einer  ebenen  Schnittcurve  der  Oberfläche  stehenden  Kegel 
durch  die  Hauptebenen  drei  gerade  Linien  in  der  Ebene  des  Schnittes  be- 
stimmt werden  ^  für  welche  die  durch  sie  gehenden  einem  conjugirten  Cy- 
linder parallelen  Ebenen  bezüglich  dieses  Cylinders  selbst  conjugirt  sind. 

Wenn  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  dem  Centrum  der 
Oberfläche  eine  rechtwinklige  dreiseitige  Ecke  bestimmen, 
sich  so  bewegt,  dass  eine  seiner  Ecken  die  Oberfläche 
selbst  durchläuft,  indess  die  beiden  anderen  sich  auf  den 
reellen  conjugirten  Cylindern  bewegen,  so  umhüllt  die 
Ebene  des  Dreiecks  eine  Kugel,  beschrieben  über  dem  zum 
imaginären  conjugirten  Cylinder  parallelen  Durchm'iBsser 
der  Fläche. 

47.  Es  existiren  ferner  Eigenschaften  bezüglich  der  Segmente  schnei- 
dender gerader  Linien ,  von  den  einige  hier  folgen  mögen. 

Wenn  eine  durch  das  Centruro  der  Oberfläche  gehende 
Transversale  ihr  selbst  in  M  und  einem  ihrer  conjugirten 
Cylinder  in  N  begegnet,  so  ist  die  Grösse 

On  -^Öm 


Om  .  On 
von  der  Richtung  der  Transversale  unabhängig,  gleich  dem 
inversen  Quadrate  des  mit  jenem  Cylinder  gleichgerichte- 
ten Halbdurchmessers. 

Die  geradlinigen  Polaren  der  Erzengenden  eines  conjugirten  Cylin- 
ders bezüglich  der  Oberfläche  selbst  umhüllen  einen  in  der  in  ihm  norma- 
len Hauptebene  derselben  gelegenen  Kegelschnitt,  der  mit  der  entspre- 
chenden Spur  des  Cylinders  gleiche  Achsenrichtungen  hat;  man  erhält 
einen  Punkt  der  einer  Erzeugenden  vom  Fusspunkt  i  entsprechenden  Po- 
lare in  dem  Punkte  t  der  bezüglichen  Tangente  derr  Spur  des  Cylinders, 
welcher  mit  t  am  Centrum  einen  rechten  Winkel  bestimmt.  Diese  Polare 
begegne  den  Asymptoten  des  in  derselben  Hauptebene  gelegenen  Focal- 
kcgclschnitts  in  Punkten  p^q  und  die  Radienvectoren  Opj  Oq  bezeichnen 
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in  einer  beliebigen  Tangentialebene  der  Oberfläche  die  Punkte  Ptf?ti  ^i^d- 
lich  sei  N  die  Tangentialebene  des  conjngirten  Cylinders  längs  der  gedach- 
ten Erzeugenden  und  die  im  Ceutrum  auf  der  durch  dasselbe  mit  der 
DnrchschDittsHnie  der  Ebenen  M  und  N  bestimmten  Ebene  errichtete  Nor- 
male schneide  diese  Ebenen  selbst  in  m  und  n,  so  ist  die  Grösse  un- 
beschadet der  Lage  der  Ebenen  ilf,  iV  unveränderlich 

Ön—Om      Op  —  Opi    Oq—Oqt 
O^k'.O'n    '~Öf^Öfr  Oq.Oq, 
und  dem  Product  aus  dem  inversen  Quadrate   des  dem   be- 
trachteten   Cylinder    parallelen    Halbdurchmessers    in    die 
Differenz    der    Quadrate    der    beiden    anderen   Halbdurch- 
messer gleich. 

Man  sieht  leicht,  wie  dies  Gesetz  nur  auf  den  zur  Ebene  der  Focal- 
hyperbel  senkrechten  conjugirten  Cy linder  direct  anwendbar  ist;  eine 
leichte  Veränderung  überträgt  es  aber  auch  auf  die  anderen.  Ist  eine 
Tangentialebene  M  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  und  die  Tangential- 
ebene JV  eines  ihrer  conjugirten  Cylinder  gegeben,  und  wird  durch  die 
gerade  Polare  der  Berfihrungsseite  und  den  Durchschnittspunkt  der  Focal- 
hyperbel  mit  der  Ebene  M  eine  Ebene  P  gelegt,  so  gilt  für  die  Punkte 
m,  n,  in  denen  eine  im  Centrum  auf  die  durch  dies  und  die  Durchschnitts- 
linie der  Ebenen  M  und  N  bestimmte  Ebene  errichtete  Normale  jene  Ebe- 
nen trifft,  uiid  die  Punkte  mj,  p,  in  denen  die  gleiche  Senkrechte  auf 
der  Ebene  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  M  und  P  diesen  Ebenen 
selbst  begegnet,  unabängig  von  der  Lage  der  Ebenen  üf  und  N 
die  Relation 

On  —  Om    Op-^Om^ 
Om.on  '•  Om,  .  Op  "  ^^"'*- 

Zwei  beliebige  Tangentialebenen  eines  conjngirten  Cylinders  sind 
Ebenen  der  Homologie  für  die  Fläche  selbst  und  eine  Rotationsfläche,  die 
das  Centrum  zum  Brennpunkt  und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  zur 
Directionsebene  hat.  Die  entsprechenden  Centra  der  Homologie  liegen  in 
den  Asymptoten  der  Focalcurve ,  deren  Ebene  zu  dem  fraglichen  Cylinder 
senkrecht  steht.  Wenn  also  in  den  Asymptoten  der  hyperbo- 
lischen Focalcurve  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  irgend 
zwei  Punkte  als  Scheitel  von  Regeln  genommen  sind,  wei- 
che zugleich  der  gegebenen  Oberfläche  und  einer  Rota- 
tionsfläche umschrieben  sind,  die  im  Centrum  einen  Brenn- 
punkt hat,  so  schneiden  sich  beide  letzteren  Oberflächen 
in  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  den  zur  Ebene  der  Focal- 
hyperbel  normalen  conjngirten  Cylinder  'berühren.  Es  ist 
eine  Folge  davon,  dass  die  Tangentialebenen  einer  Oberfläche  zweiten 
Grades  in  den  vier  Punkten ,  in  denen  sie  von  einer  hyperbolischen  Focalo 
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geschnitten  wird,  auch  den  zur  Ebene  der  letzteren  senkrechten  conjugir- 
ten  Cylinder  berühren  und  so  die  Grenzen  bilden  zwischen  denjenigen 
Tangentialebenen  desselben,  welche  die  Oberfläche  schneiden,  und  denen, 
welche  sie  nicht  schneiden.  Diese  vier  Tangentialebenen  sind 
für  das  Ellipsoid  und  das  zweifache  Hyperboloid  reell  und 
besitzen  Eigenschaften,  welche  denen  der  Nabel-  oder 
Kreispunkte  nach  den  Gesetzen  der  Polarreciprocität  ent- 
sprechen. 

>  48.  Es  bleibt  endlich  übrig,  das  allgemeine  Bild  eines  Sy- 
stem» conjugirter  Oberflächen  zweiten  Grades  so  zu  zeich- 
nen, wie  das  allgemeine  Bild  des  Systems  horaofocaler  Flächen  hier  und 
an  dem  früher  angeführten  Orte  gezeichnet  worden  ist.'  Die  Gesammtheit 
der  zu 

conjugrrten  Oberflächen  zweiten  Grades  wird  durch  die  Gleichung 

J*(l  +«»Ä)  +  ^  (l  +  bH)  +  J  (1  +c»*)-l  =  0 

dargestellt;  alle  haben  die  Hauptebenen  und  die  cyclischen 
Ebenen  gemein  und  ihre  Aaymptotenkegel  sind  homo- 
cyclisch.  Sie  zerfallen  in  drei  Gruppen:  EUipsoide,  einfache  und 
zweifache  Hyperboloide;  irgend  zwei  von  ihnen  haben  keinen  reellen 
Puukt  gemein.  Die  Gruppe  der  EUipsoide  wird  von  dem  elliptischen 
conjugirten  Cylinder  eingeschlossen,  alle  Glieder  derselben  haben  ihre 
Hauptachse  dem  elliptischen  und  ihre  mittlere  Achse  dem  hyperbolischen 
Cylinder  parallel  |  sie  beginnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Centrum  als 
den  Ellipsoid  von  den  Halbachsen  Null  und  enden  mit  dem  elliptischen 
Cylinder  als  einen  Ellipsoid  von  einer  unendlich  grossen  Hauptachse. 
Jenseits  desselben  und  überhaupt  in  dem  gesammten,  von  den  convexen 
Seiten  der  beiden  reellen  conjugirten  Cylinder  umgrenzten  Baume  liegen 
die  einfachen  Hyperboloide,  alle  mit  der  imaginären  Achse  parallel 
dem  elliptischen  und  mit  der  grossen  reellen  Achse  parallel  deiQ  hyperbo- 
lischen conjugirten  Cylinder,  beginnend  mit  dem  elliptischen  und  endigend 
mit  dem  hyperbolischen  Cylinder  als  den  beiden  Gliedern  der  Gruppe,  bei 
denen  eine  Hauptachse  unendlich  gross  ist.  Endlich  liegen  auf  der  con- 
caven  Seite  des  hyperbolischen  Cylinders  umschlossen  je  von  einem  der 
hyperbolischen  desselben  die  doppelten  Mäntel  der  zweifachen  Hyper- 
boloide; die  beiden  imaginären  Achsen  den  Erzeugenden  der  reellen 
conjugirten  Cylinder  parallel ,  mit  dem  hyperbolischen  Cylinder  beginnend 
und  ohne  angebbare  Endigung.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
geht  eine  einzige  reelle  Oberfläche  des  Systems  und  je  nach 
der  Lage  des  Punktes  in  den  vorbezeichneten  Käumen  gehört  dieselbe  zur 
Classe  der  EUipsoide,  der  einfachen  oder  zweifachen  Hyperboloide« 
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Eine  Ebene 

ax+ßy  +  yz  —  l=0 
berührt  die  Oberfläche 

wenn  die  Relation 

^tf  b*ß*  c*y« 

erfüllt  ist.        ^  . 

Diese  Bedingnngsgleichnng  liefert  für  k  drei  reelle  Werthe,  respective 

grösser  als j- ,   zwischen  —  -j  und  —  ^ ,   zwischen  —  rj  und  —  -^ » 

d.  h.  jede  beliebige  Ebene  berührt  drei  Flächen  des  con- 
jugirten  Systems,  je  eine  von  jeder  Art.  Wenn  Atj,  A:,,  Ar,  diese 
Wurzelwerthe  repräsentiren,  so  hat  man  die  Relationen 

««  (At_a.)  {^c'-a')  «•  =  (!  +  0*^,)  (l  +a« Ar,)  (1  +  o«*,)  6V,    * 
6«  (c«— 6«)  (a«  -  6«)  /P  =  (1  +  6«^,)  (1  +  6*^,)  (1  +  6«^,)  c*a«, 
c*(a«  — c»)  (6«  — c«)y«  =(l  +  c«it,)  (1  +  c«^,)  (l  +  c*it,)a«6*, 
und  darf  A:, ,  Ar,,  Ar,  als  elliptische  Tangentialcoordinaten  im  Räume  be- 
trachten ,  zu  denen  durch  eben  diese  Relationen  der  Uebergang  von  den 
Plücher'schen  Tangentialcoordinaten  er,  /?,  /  bewirkt  wird. 

Die  drei  einer  solchen  Ebene  entsprechenden  Berüh- 
rungspunkte mit  den  durch  Ar, ,  Ar, ,  Ar,  indiyidualisirten  Flä- 
chen des  Systems  der  Conjugirten  bestimmen  mit  dem  ge- 
meinsamen Centrum  drei  orthogonale  Oerade;  in  dem  von 
jenen  Punkten  gebildeten  Dreieck  liefert  jedes  Seiten- 
paar  zugleich  das  der  Tangentialebene  entsprechende  Paar 
der  charakteristischen  Erzeugenden  in  Bezug  auf  die  Ober- 
fläche des  Systems,  welche  in  der  gemeinschaftliehen  Ecke 
berührt  wird;  immer  ist  zugleich  die  gegenüberliegende 
Seite  jenes  Dreiecks  die  Polnormale  des  betreffenden,  als 
Berührungspunkt  genommenen  Eckpunktes. 

Die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  zweier  Ober- 
flächen des  conjugirten  Systems  (verschiedener  Art)  bil- 
den somit  eine  gemeinschaftlich  umschriebene  developpa- 
ble  Fläche,  welche  für  beide  nur  charakteristische  Erzeu- 
gende enthält.  Sie  wird  von  den  Hauptebenen  in  Kegelschnittslinien 
geschnitten  und  hat  eine  vierte  ebene  Schnittcnrve  zweiten  Orades  ganz  in 
unendlicher  Entfernung.  Diese  developpabeln  Flächen  entspre- 
chen in  der  Theorie  der  conjugirten  Oberflächen  genau 
den  Krümmungslinien  in  der  Theorie  der  homofocalen,  die 
bekanntlich  auf  jeder  Fläche  durch  sämmtliche  ihr  homofocalen  Flächen 
verzeichnet  werden;  so  erhält  man  auch  alle  die  einer  Oberfläche  zweiten 
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Grades  entsprechenden  Flächen  dieser  Art,  indem  man  sie  mit  slimmt- 
lichen  ihr  conjngirten  Oberflächen  combinirt.  Die  Kegelschnitte,  in  wel- 
chen eine  beliebige  Ebene  ein  System  conjngirter  Oberflächen  schneidet, 
bestimmen  mit  dem  Centrnm  ein  System  homocyclischer  Kegel,  deren 
Hanptachsen  die  Ebene  in  den  drei  Punkten  schneiden ,  in  welchen  sie  von 
den  drei  ihr  so  entsprechenden  Oberflächen  berührt  wird ,  nnd  deren  cycli- 
sehe  Ebenen  durch  die  in  dieser  Ebene  enthaltenen  Erzeugenden  des  ein- 
fachen Hyperboloids  gehen ,  welches  unter  jenen  bertihrenden  Flächen  ist. 
Manche  Eigenschaften  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  bezüglich 
ihrer  conjngirten  Cylinder  sind  nur  specielle  Fälle  allgemeinerer  Sätze, 
die  fQr  conjugirte  Oberflächen  überhaupt  gelten,  auf  Grund  der  ZngehSrig- 
keit  dieser  Cylinder  selbst  zum  System  als  Grenzflächen  der  Grnppen 
desselben. 

Dies  gilt  z.  B.  von  den  folgenden  allgemeinen  Sätzen:  Die  Ebene 
eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  drei  conjugirte  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  respective  durchlaufen,  während  sie  in 
jeder  ihrer  Lagen  mit  dem  Centrum  ein  System  orthogo- 
naler Geraden  bestimmen,  umhüllt  eine  mit  den  Ober- 
flächen selbst  concentrische  Kugel,  für  welche  das  inverse 
Quadrat  des  Halbmessers  dem  dritten  Theil  der  algebrai- 
schen Summe  der  inversen  Quadrate  der  Halbachsen  der 
Flächen  ist. 

Wenn  zwei  conjugirte  Flächen  zweiten  Grades  und  zwei 
Tangentialebenen  der  ersten  von  ihnen  gegeben  sind,  so 
liegen  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  zweiten  auf 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades,  für  welche  das  Centrum 
ein  Focalpunkt  und  das  Paar  der  Tangentialebenen  der 
ersten  Fläche,  welche  durch  die  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte der  gegebenen  Tangentialebenen  gelegt 
sind,  das  Paar  der  Directionsebenen  ist. 

Specieller:  Wenn  zwei  conjugirte  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  zwei  parallele  Tangentialebenen  der  einen  von 
ihnen  gegeben  sind,  welche  die  andere  in  Kegelschnitten 
schneiden,  so  geht  durch  die  letzteren  eine  aus  dem  Cen« 
trnm  der  Fläche  beschriebenen  Kegelfläche  und  die  durch 
den  Durc^hmesser  der  Berührungspankte  der  ersten  Ober- 
fläche möglichen  Tangentialebenen  derselben  sind  die  cy- 
clischen  Ebenen  der  Kegel  fläche. 

In  zwei  conjngirten  Flächen  zweiten  Grades  ist  die  Differenz  der 
inversen  Quadrate  zweier  gleichgerichteter  Halbdurchmesser  'constant. 

Der  Asymptotenkegel  eines  Hyperboloids  schneidet  ein 
demselben    conjugirtes    Ellipsoid    in    Punkten,    welche    auf 
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einer  rom   gemeinschaftlichen   Centram  aas   beschriebenen 
Kngel  liegen. 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  conjagirt  sind ,  so  werden  sie 
von  einer  einer  Achse  parallelen  Geraden  in  Punkten  geschnitten ,  deren 
entsprechende  ßadienvectoren  mit  dieser  Achse  Winkel  bilden,  für  welche 
die  Sinus  den  nach  der  mittleren  Achse  gerichteten  Durohmessern  der 
Oberfläche  umgekehrt  proportional  sind. 

Man  kennt  den  wichtigen  Satz  von  Ivory  betreffs  der  entspre- 
chenden Punkte  homofocaler  Flächen.  Die  oonjugirten 
Flächen  besitzen  eine  correlative  Eigenschaft.  Man  nenne 
in  zwei  conjugirten  Flächen  derselben  Art  zwei  Paukte,  je  einen  in  einer 
correspondirend )  wenn  ihre  den  Hauptachsen  parallelen  Coordinaten  den 
gleichgerichteten  Halbmessern  proportional  sind;  nicht  minder  sollen  die 
Tangentialebenen  correspoudirender  Punkte  correspondirend  heissen.  Als- 
dann ist  in  zwei  conjugirten  Oberflächen  zweiten  Grades  von  gleicher  Art 
die  Differenz  der  inversen  Quadrate  der  Entfernungen  zweier  entsprechen- 
den Ebenen  vom  Centrum  constant;  und  das  Product  der  Entfernungen 
des  gemeinschaftlichen  Centrums  von  zwei  Tangentialebenen  der  einen 
Fläche  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  ist  dem  auf  die 
correspondirenden  Ebenen  bezüglichen  analogen  Product  gleichwerthig. 

Wenn  endlich  die  Tangentialebenen  zweier  conjugirten  Flächen  der- 
selben Art  und  die  Senkrechte  vom  Centrum  auf  die  durch  dies  und  die 
Durchschnittslinie  bestimmte  Ebene  bis  zu  den  Ebenen  selbst  in  p  und  q 

verlängert  wird ,  so  ist  die  Grösse  -^r —  bei  diesen  und  den  correspon-  • 

direnden  Tangentialebenen  von  gleichem  Werthe. 

49.  Es  ist  gezeigt  worden,  und  auch  ihre  allgemeine  Gleichung 
zeigt  es,  dass  alle  einander  conjugirten  Flächen  zweiten 
Grades  einer  imaginären  Curve  vierter  Ordnung  als  ihrer 
gemeinsamen  Durchschnittscurve  umschrieben  sind,  einer 
Curve,  durch  welche  drei  Cylinder  zweiten  Grades,  worunter  zwei  reelle, 
und  ein  imaginärer  Kegel  zweiten  Grades  gelegt  werden  können  —  der 
letzteren  der  Asymptotenkegel  einer  mit  dem  System  concentrischen  ima- 
ginären Kngel ;  diese  Flächen  projiciren  die  fragliche  Curve  vierter  Ord- 
nun«^  auf  zwei  der  Hauptebenen  in  reellen  Kegelschnitten,  auf  die  dritte* 
Hauptebene  in  einem  imaginären  Kegelschnitt  und  auf  die  unendlich  ent- 
fernte Ebene  in  einem  imaginären  Kreis.  Alle  Eigenschaften  eines  ein- 
fachen Systems  von  Oberflächen  zweiten  Grades  —  nach  der 
üblichen  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  -~  gehen  also  auf  das  System  con- 
jugirter  Flächen  über;  für  Vieles  von  dem  darauf  Bezüglichen  sei  es  er- 
laubt, auf  das  dritte  Heft  der  „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage'^ 
zu  verweisen,  welches  kürzlich  Herr  v.  St  au  dt  veröffentlicht  hat. 

Beispielsweise  sei  hier  erwähnt,  dass  die  Polarebenen  eines 
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beliebigen  Punktes  a  bezüglich  der  Flächen  eines  conja- 
girten  Systems  ein  Ebenenbüschel  bilden,  welches  die  Pol- 
normale p  jenes  Punktes  in  Bezug  auf  die  durch  ihn  selbst 
gehende  Fläche  des  Systems  zur  gemeinschaftlichen  Kante 
hat.  Wenn  der  Punkt  a  eine  Gerade  g  durchläuft,  so  beschreibt  die 
Linie  p  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  durch  das  Centrum  des  Sy- 
stems geht  und  die  Polaren  der  Geraden  g  enthält.  Drei  Erzeugende  sei- 
nes Asymptotenkegels  sind  den  Achsen  der  Flächen  parallel.  Wenn  die 
Gerade  g  in  einer  Ebene  E  fortschreitet ,  so  gehen  alle  ihm  entsprechen- 
den Hyperboloide  durch  eine  Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten 
Grade,  welche  das  Centrum  des  Systems  enthält  und  für  die  die  Haupt- 
achsen desselben  die  Richtungen  der  Asymptoten  bezeichnen  und  welche 
überdies  natürlich  der  Ort  der, Pole  der  Ebene  E  bezüglich  der  Flächei^ 
des  Systems  ist;  die  dieser  Curve  und  der  Ebene  gemeinsamen  Punkte 
sind  die  Berührungspunkte  derselben  mit  dreien  unter  den  Flächen  des 
Systems.  Entsprechend  den  drei  Familien  der  Flächen  des  Systems,  wie 
sie  durch  die  conjugirten  Cylinderflächen  getrennt  werden,  hat  sie  drei 
Zweige,  deren  jedem  ein  Paar  der  Asymptoten  zugehört  Einem  der- 
selben gehört  das  Centrum  an,  seine  Asymptoten  sind  den  Erzeugenden 
des  imaginären  und  des  elliptischen  Cylinders  parallel;  die  zwischen  dem 
Centrum  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  des  elliptischen  Cylinders 
gelegenen  Punkte  desselben  sind  die  Pole  der  Ebene  bezüglich  der 
Ellipsoide  des  Systems,  während  die  Punkte  des  anderen  Theils  sich  auf 
imaginäre  Flächen  des  Systems  beziehen.  Die  Pole  der  Ebene  in  Bezug 
auf  die  Gruppe  der  einfachen  Hyperboloide  liegen  in  dem  Zweige  der 
Curve,  zu  welchem  die  Asymptoten  von  der  Richtung  des  hyperbolischen 
und  des  elliptischen  conjugirten  Cylinders  gehören.  Endlich  entsprechen 
dem  dritten  Zweige  von  den  Asymptoten  parallel  dem  imaginären  und 
byperbolischen  conjugirten  Cylinder  die  zweifachen  Hyperboloide  des 
Systems. 

Es  ergiebt  sich  ferner  leicht,*)  dass  jede  gerade  Linie  mit  den 
Flächen  des  conjugirten  Systems  Punkte  einer  Involution 
bestimmt;  dass  eine  solche  in  Folge  dessen  nur  zwei  unter  den  Flächen 
des  Systems  berühren  kann,  —  die  Berührungspunkte  sind  die  Brenn- 
punkte der  Involution  **)  und  bestimmen  sich  durch  die  gemeinsamen  Hal- 
birungslinien  aller  der  Winkel,  unter  denen  die  von  den  einzelnen  Flächen 
bestimmten  §egmente  der  Transversale  vom  Centrum  aus  gesehen  werden. 

Die  Polnormalen  aller  der  Punkte,  welche  die  Transversale  in  den 
Flächen  des  Systems  bestimmt,  bilden  ein  einfaches,  durch  das  Centrum 
der  Flächen  gehendes  Hyperboloid;  ist  die  Transversale  selbst  Polnormale 


*)  Man  vergleiche  z.  B.  diese  Zeitschrift ,  Bd.  VI ,  p.  2  unter  II. 
**)  Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegclschoitie**,  p«  48;^,  500.  j 
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für  eine  der  Oberflächen,  so  reducirt  sich  dieses  Hyperboloid  auf  einen 
Kegel  etc. ;  wenn  sie  insbesondere  eine  Achse  der  Flächen  ist,  so  amhülleu 
auch  die  Tangentialebenen  der  Schnittpunkte  eine  Kegelfläche  zweiten 
Grades,  deren  Scheitel  in  der  zu  jener  Achse  senkrechten  Hauptebene  liegt. 

Jene  räumliche  Curve  dritter  Ordnung ,  welche  die  Pole  einer  Trans- 
versalebene hinsichtlich  der  Flächen  des  Systems  enthält,  ist  zugleich  der 
Ort  der  Punkte  der  Oberflächen ,  deren  Polnormalen  in  jener  Ebene  liegen ; 
diese  selbst  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  der  dem  Dreieck  eingeschrieben 
ist ,  welches  die  Hauptebenen  des  Systems  mit  der  Transversalebene  be- 
stimmen. 

Wenn  die  Transversalebene  einer  Hauptachse  der  conjugirten  Flä- 
chen parallel  ist,  so  theilen  sich  die  in  ihr  gelegenen  Polnormalen  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  aus  der  Hauptachse  parallelen  Geraden  besteht,  wäh- 
rend die  andere  ein  Strahlenbüschel  bildet,  dessen  Scheitel  in  der  zur 
Achse  normalen  Hanptebene  liegt;  die  den  Polnormalen  der  ersten  Gruppe 
entsprechenden  Punkte  der  Flächen  des  Systems  liegen  in  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  in  der  zu  jener  Achse  senkrechten  Hauptebene ,  die  der 
zweiten  Gruppe  entsprechenden  aber  in  einer  zu  derselben  Ebene  norma- 
len Geraden;  jene  Hyperbel  enthält  das  Centrum  des  Systems,  und  ihre 
Asymptoten  sind  den  in  ihrer  Ebene  liegenden  Hauptachsen  des  Systems 
parallel. 

Alle  die  Polnormalen  der  Flächen  eines  conjugirten  Systems ,  welche 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen ,  bilden  eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  und  die  entsprechenden  Punkte  der  Flächen  selbst  liegen  in  der 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Polarebenen,  welches  jenem  Punkte  ent- 
spricht. 

Die  Hauptebene  des  Systems  conjugirter  Flächen,  welche  zum  hyper- 
bolischen conjugirten  Cylinder  senkrecht  ist,  enthält  alle  Kreispunkte  der 
Flächen  des  Systems,  vrie  für  jede  derselben,  paarweise  entgegengesetzt 
vom  Centrum  aus  gelegen.  M.  Cremona  hat  bemerkt,  dass  der  geo- 
metrische Ort  zweier  so  entgegengesetzter  Kreispunkte 
aller  Flächen  des  Systems  eine  Linie  dritter  Ordnung  ist ,  die  das 
Centrum  zum  Inflexionspunkt  hat;  zwei  ihrer  Asymptoten  sind  die  in 
jenem  Hauptschnitt  gelegenen  Achsen  des  Systems;  die  dritte  geht  auch 
durch  das  Centrum  und  ist  die  Spur  einer  cyclischen  Ebene;  die  In- 
flexionstangente  ist  senkrecht  zu  ihr.  Die  Curve  besteht  aus  drei  Theilen, 
zwei  in  den  Gegenwinkeln  der  Achsen  und  in  Form  hyperbolischer  Aeste, 
der  dritte  mit  dem  Centrum  und  der  dritten  Asymptote.  Die  Gruppe  der 
andern  Kreispunktenpaare  bestimmt  eine  der  vorigen  gleiche,  nur  durch 
die  Lage  verschiedene  Curve,  für  welche  die  Spur  der  anderen  cyclischen 
Ebene  die  dritte  Asymptote  ist,  während  sie  die  ersten  Asymptoten  und 
den  Inflexionspunkt  mit  der  ersten  gemein  hat.  Ihre  hyperbolischen  Aeste 
liegen  in  den  anderen  Gegenwinkeln  der  Achsen. 
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Indem  ich  hier  abbreche,  wünschte  ich  glauben  zu  dürfen,  dass  die 
Länge  dieser  Abhandlang  in  dem  Reichthum  ihrer  Resultate  Entschul- 
digung nnd  Rechtfertigung  in  den  Augen  aller  Leser  finden  werde.  Ge- 
wiss stehen  die  hier  vorgeführten  Theorien  in  einem  rechten  Knotenpunkt 
neuerer  Erkenntniss,  nnd  die  Forschungen  G.  Lam^'s  allein,  welche  die 
einen  von  ihnen  mit  glänzendem  Erfolge  in  dem  Gebiete  der  mathemati- 
schen Phjsik  beherrschend  nachwiesen,  sichern  ihnen  die  Aufmerksamkeit 
gegenwärtiger  und  künftiger  Forscher.  Es  schien  von  Werth ,  zu  zeigen, 
wie  mit  den  einfachsten  Entwickelungen  der  Zugang  zu  ihnen  zu  ge- 
winnen sei. 


XIV. 

Veber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Oeometrie 

der  Fl&chen. 

Von  Dr.  A.  Ennepee, 

Docent  an  der  Universitttt  Göttingen. 
(Fortsetzung  der  Abhandlang  T.  VII ,  p.  75  dieser  Zeitschrift.) 


VIL 

Schneidet  man  eine  Fläche  durch  eine  Reihe  von  Ebenen,  welche 
sämmtlich  einer  festen  Ebene  e  parallel  sind ,  so  heissen  die  Schnittcurven 
bekanntlich  Niveaulinien  in  Beziehung  auf  die  feste  Ebene.  Eine  ortho- 
gonale  Trajectorie  dieser  Niveaulinien,  welche  von  einem  bestimmten 
Punkte  it  ausgeht,  wird  die  Linie  des  grössten  Falls  für  den  Punkt  n  in 
Beziehung  auf  die  Ebene  e  genannt,  weil  die  Tangente  in  n  zur  Curve 
senkrecht  steht  auf  der  Schnittlinie  der  Ebene  e  mit  der  berührenden 
Ebene  in  n  zur  Fläche. 

Sei: 

(g  — a?)  cosf-^  iv—y)  ^ö*^  +  (g  — 2)  cosh  =  0 
die    Gleichung   der  Ebene   einer  Niveaulinie,   welche  durch   den  Punkt 
(jr,  y^  z)  einer  Fläche  geht.     Die  Niveaulinie   selbst  ist  dann  durch  die 
Differentialgleichung : 
/         dx  dy  dz\  (         dx  dy  dz\ 
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bestimmt*  Mittelst  dieser  Gleichung  findet  man  leicht,  dass  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  T*»ngente  zur  NiTeaulinie  im  Punkte  (ar,  y,  z)  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  folgenden  Quantitäten  proportional  sind: 

\         du  "  cu  ou/dv       \        dv  "  ov  ov/du 

(    p^^  X       ^y  ^     J^\^y    (    /.^*.        ^y  .      ^^A^y 

I  cosf  :r-  +  cosgTr-  -^cosh^r-  )-^  —  x^^^fir-  +co*fl;r-  +co$k -T-\r:^. 
\      '  du^       ^du^         dujdv      \      '  dv^      ^dv^  dv/du' 

\         du  du  ou/dv      \        dv  dv  dv/du 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  einer  beliebigen  Curve 
im  Punkte  (or,  y,  z)  mit  den  Achsen  bildet,  sind  gleich: 

dx  du      dx  dv     dy  du      dy  dv     d z  du      dz  dv 
düds^dv  d~s'    duFs'^dvds'    dud's'^dvds' 
^vo  ds  das  Bogenelement  bezeichnet.     Soll  diese  Curve  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  obigen  Niveaulinie  sein,  so  erhält  man  für  die  Linie  des 
grössten  Falles  folgende  Differentialgleichung : 

=[(».r?f+».,|->»..»|i)«-(».,|f+c4J+c.»||)^]a.. 

Die  Quantitäten  E^F^G  haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  I).  Die 
vorstehende  Differentialgleichung  ist  für  eine  beliebige  Fläche  und  ein  be- 
liebiges System  von  Niveaulinien  nur  selten  integrabel;  es  lässt  sich 
leicht  voraussehen,  dass  die  Integration  nur  dann  einiges  Interesse  dar- 
bieten wird,  wenn  die  feste  Ebene  in  Beziehung,  auf  welche  die  Linie  des 
grössten  Falles  gesucht  wird,  zur  Fläche  in  irgend  einer  geometrischen 
Kelation  steht. 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  Ellipsoidfläche 
ar*       V*       2* 

als  Durchschnitt  der  drei  confocalen  Flächen 

a^  «•  z* 

so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

"^ ~ T   (./'  — m») (/»—«»)'    *'  —  "•  ^  (/»-m«)(m«-««) ' 

wo  vorausgesetzt  ist,  dass  l^m'^n,  m'^u'^n,  l>v>m.  Aus  dicsei\ 
Gleichungen  findet  mau : 
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Für  einen  Kreisschnitt  der  Ellipsoidfläclie  hat  man: 

cosh       —  l  r    »»  —  II' 
Diese  Werthe  von  f^  g^  h  geben : 

cosf^^  +  cosg-  +  cosh- 

Die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreid- 
schnitte einer  EUipaoidfl&che  hat  also  folgende  einfache  Form : 

^du ^^ 

(^tr_^t)^(/t_^t)  (u«  — «•)  ■*"  if  —  m^)  y{l^  —  v^)  (t;«— rt«)  ~^' 
oder 

gesetzt : 

—  V  +  (/t_m«)  co5^^  +  {m^—n^)  sin^i, i  ^ * ' 
Durch  Integration  folgt: 

WO  ]9  einen  Parameter  beieichnet,  dessen  Werth  vom  Ausgangspunkt  der 
Trajectorie  abh&ngt.  Die  vorstehende  Gleichung,  in  einer  etwas  verschie- 
denen Form,  hat  zuerst  Catalan  auf  sehr  complicirte  Art  gefunden 
{Journal  de  Malhem.  XII,  p.  483—401).  Mit  gleicher  Einfachheit  lässt  sich 
die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreisschnitte 
einer  elliptischen  Paraboloidfläche  integrireo,  wenn  man  mit  Valson 
{Comptes  rendus  L,  p,  680)  einen  Pi^nkt  der  Fläche 

als  Durchschnitt  der  orthogonalen  Paraboloide 

X       k — e  u       e  +  u  V       v^e  »  \  -^   ; 

ansieht.    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  leicht: 

^/kuv  -,Ali—e){e  +  u)(eJ^  ^^^0 

Xz:=y  ,      y  =  I/^ '-^ ^^       y     'ZZ^=U V  +  C X.  ^      * 

Für  einen  Kreisschnitt  der  obigen  Paraboloidfläche  hat  mani 
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cosg        ,  _/    e 
'  cosh      —  f    l'-e 


folglich : 


—  cosf+  —  cosg  +  --cosh 
du  du  du 

dx        -  ,   3y  ,   dz        - 

O  V  ov  ov 

Mittelst  dieser  Gleichung  und 


r    e+u 


«(«  +  w)  v(e  —  v) 

findet  man  als  Differentialgleichung   der  orthogonalen  Trajectorien   der 
KreisBchnitte : 

^ — ^       ^^        ,  il  +  K  ^ti       

Durch  Integration  folgt: 

wo  wieder  />  einen  Parameter  bezeichnet 

Für  eine  Rotationsfläche  um  die  Achse  der  z  hat  man: 


:=/t^ 


x=Vco8Uf    y=:^Vsinu^    z^=^  I  —  cotvdv^ 

wo  V  Function  von  v  allein  ist.  Sind  die  Ebenen  der  Niveaulinien  der 
z  Achse  parallel,  so  hat  man:  cosf=cosfv^  cos g ^=r^  sinw ^  cosh^^Oy  a  ist 
ein  constanter  Winkel.  In  diesem  Falle  wird  die  Differentialgleichung 
der  orthogonalen  Trajectorien : 

'  strrv      dv 


Durch  Integration  folgt: 


J  sin^t 


k 

Für  die  Rotationsfläche  einer  Kettenlinie  hat  man  V= ,  wo  k  eine 

cosv 

Constante  bedeutet,  die  vorstehende  Gleichung  giebt  dann  einfach 

sin  (m  —  »)  iungv  =  ConsL 

VIIL 
Bezeichnet  q  den  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittes,  be- 
stimmt durch  die  Winkel  «,  /?,  7,  so  ist  nach  II) : 

1  _Ah*+  B(^—2Cgh 

wo: 

cos  a  cosa  +^5 ßcosb  +  cosy  cos c  =  0, 

dx  dy  ,  ^*      ,  ^^  ,         o^y  I  ^^ 

p  =  CüÄa  r-  4-  eosß  —-  +  co*y  —  ,    A  =  co*a  ~  +  cosß-^  -^("osy  —  . 
^  du  du  'du  dv  '^  0^  \dv 
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Zwischen  den  Variabeln  u  und  v  findet  die  Relation  statt: 
gdu  +  hdv  =  0. 

Substitnirt  man  für  ^-  ,  5-  ...  ihre  Werthe  in  Function  von  cosa,  c.osn'. . . 
du     ov  ' 

aus  ni),  80  erhält  man  für  g  und  h  folgende  Gleichungen : 

g  =  P'  {cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c) 

+  P'\cosa  cosa"+  cosß  cosb"+  cos  y  cosc')y 

Ä  =  0'  {cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  h'  +  cos  y  cos  •') 

+  Q"{cosQiCosd''\'  cosß  cos b"+  cosy  cosc"). 

Da  cos a  cos a  +  cosß  cosb  +  cosy  coscs=0^  so  kann  man  setzen : 

cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c  =  cos  <jp, 

cos  a  cos  a '  +  cos  ß  cos  6"  +  cos  y  cos  c"  =  siti  (p, 

folglich: 

flf  =  P'cosfp+  P" sififp^    h  =  ffcosq>+  Q" sintp. 

Setat  man  diese  Werthe  von  g  und  h  und  aus  III)  für  E,  F,G,A,  B,  C 

ihre  Werthe  in  Function  von  P\  P'\  Q\  ff\  r',  r"  in  den  obigen  Ausdruck 

für  Q ,  so  nimmt  derselbe  folgende  Form  an : 

1  cof(p      sin*  tp 

welche  Gleichung  das  bekannte  Theorem  Euler's  enthält.  Bezeichnet 
man  durch  ds  das  Bogenelement  des  obigen  Normalschnitts,  so  ist  q  — 
der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  dieses  Normalschnittes.     Ist  nun 

o 

~£  =  0,  60  hat  der  Normalschnitt  mit  seinem  osculatorischen  Kreis  im 

OS 

Punkte  {x^y^z)  einen  Contact  höherer  Ordnung,  d.  h.  der  Normalscbnitt 
wird  von  seinem  osculatorischen  Kreise  surosculirt.     Bildet  man  also  die 

Gleichung  ^^  =:0,  so  erhält  man  eine  Relation  zwischen  coset^  cosß^  cosy, 
o  s 

welche  in  Verbindung  mit  cosa  cosa+  cosb  cosß+  cosc  co5y  =  0,  co^a 
+  cos^ß  +  cosFy  =  \,  im  Punkte  (ar,  y,  z)  einen  Normalschnitt  bestimmt, 
der  von  einem  osculatorischen  Kreise  surosculirt  wird.  Setzt  man  diese 
Werthe  von  cosa,  cosß,  cosy  in  die  Gleichung  gdu  +hdv  =  0,  oder 
{P'  cos  qt  +  P"  sin  9)  ^  «  +  [ff  cos  q>  +  Q"  sin  g))  ^  p  =  0 ,  so  erhält  .  man  die 
Differentialgleichung  einer  Gurve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  in  jedem 
ihrer  Punkte  einen  Normalschnitt  zu  berühren,  der  von  seinem  osculatori- 
schen Kreise  surosculirt  wird.  Der  Einfachheit  halber  möge  eine  solche 
Curvo  Linie  der  surosculirte.n  Normalschnitte  heissen.  Die  Betrachtung  die- 
ser. Curven  rührt  von  de  la  Gournerie  her  {Journ,  de Maihem.  XX,p.  145). 
Statt  von  den  Variabein  u,  v  eine  als  Function  der  anderen  anzusehen, 
wird  es  besser  sein,  beide  als  Function  einer  dritten  Variabein  w  zu  be- 

.      ,  -  ,.  *        ,  du         ,    dv         , 

trachten,  und  unter  dieser  Annahme  zu  setzen:  -—  =  u ,  —  ==-5. 
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Nach  den  in  lEL)  entwickelten  Formeln  hat  man : 
d  cosw  ,^   .  d  cos  w  _,    . 

ou  ov 

dsinw  _-  d  sin  KP  „ 

^       ==  —  M cosw.    -  -— ^  ==       N cosffj 
du  ov 


folglich : 

d  cosfp 


d  sintp 


Differentiirt  man 


(Mu  —  Nv)  sin q> ,  =  —  {Mu  —  Nv)  costp. 


1  co^q> 

7~"V"  r 


sin^<p 


rv 

nach  fv  und  setzt  5-?  =0,  so  folgt: 

OfV 

^\du  r            dv  r        /  \du  r  dv  r         / 

+  2«>igpcoÄg>(  — nj  {Mti  —  Nv)  =0. 

Eliminirt  man  q>  zwischen  dieser  Gleichung  und  {P'cosq}  +  P" sinip)u 
+  {J)'  cosq>  +  O'sin  q>)  v\  so  folgt :  1 

Ao.^    i  r^*    '    t     r\'    '\%(    *    ^      1      .       '    8     1  \     I     /r*"    '   I     /i"    '\l/^    '    ^      1      .       <    8     1\ 

=  2(i  -  4)  {Mu  —  Nv)  (/>'«'+  ÖV)  (/>'V+  O'V)* 

Sind  die  Variahein  t/,  o  so  gewählt,  dass  P"=0,  jß'  =  0,  so  nimmt  die 
vorstehende  Gleichung,  mittelst  der  in  V)  entwickelten  Formeln,  folgende 
elegante  Form  an : 

43)     Eu'^\;  +  ^Eu^v~  i  +  3Cu'e;''|-^,+Gt;'»|-A  =  0. 
'  du  r     *  dv  r  du  r  dv  r 

Die  Gleichung  42)  ist  in  Beziehung  auf  u\  v  vom  dritten  Grade,  wor- 
aus folgt,  dass  in  jedem  Punkte  einer  Fläche  wenigstens  ein  surosculirter 
Normalschnitt  besteht.  Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  eine  oder 
drei  Linien  der  surosculirten  Normalschnitte. 

Für  manche  Zwecke  ist  es  besser,  die  Gleichung  42)  so  zu  transfor- 
miren,  dass  P\  P'\  Q\  Q'\  r\  r'  durch  -4,  5,  C,  Ä,  F^  G  ersetzt  sind,  da  diese 
Transformation  aber  zu  weitläufigen  Rechnungen  Veranlassung  geben 
würde,  so  soll  die  transformirte  Gleichung  direct  abgeleitet  werden.  Die 
Gleichung  cos a  cos a  +  cos ß  cos b  +  cosy  co*c  =  0  lässt  sich  auch  schreiben : 

cosa  cosß  cosy 
dx     dy      dz 
du     du      du 
d_x     dy      d^ 

dv       dv       dv  C^r\r\n\c> 
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Multiplicirt  man  diese  Determinante  successive  mit  den  Determinan- 
ten A,  By  Cy  so  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

\    dv       ^     ov       '     du/  \*    ov  ov       '     duj 

{EG-F*)  (co,„i!f  +  cospf4-  +  cosy.^)  ^.(£G-i^')  |^ 
\         duov  ^  dudv  '  dudv/      *^  dv. 


^iBO-nf^ 


=*«(«^^^s>i«(*■l^-K)• 


Bezeichnet  t  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  61ßlchang4;t/'+Az;'=0 
ersetzen  durch:  g=tv\  h=^  —  iu.    Die  obigen  Gleichungen  geben  dann: 

1  (^fij  —  i?'2j |l=  i^Eu  •  +  2Fü'v  +  Gv'*)  1^  +  u{uF+vG)  ^ 


-(«+,.-)(.-i^+..i-:), 


-  (ÄG  —  f«)  1^  =  -  (£«'»  +  2^«V+  G»'*)  1^  -»'(£«'+  Fp')  I^ 

1^  'dm  ^  Ott        ^  '  ov 


+  (Fu'+Gr')(«'^+2«'|f 


,ZFY 


Differentiirt  man  nun : 


Q  = 


Ah^  +  Bf—2Cgk 


nach  w,  setzt  -?  ==0,    für  —^ ,   ^    ihre    obigen   Werthe    und    g  =  iv\ 
h  =  —  tu  j  80  folgt: 

^1  {Au^  +  2Cuv+  Bv*)  [u'^{EG—F^)  +  r  |-  {EG  —  F')^ 

+  [3u''+rv'r  \ 

42«)  ^     +  (^^^ ^ ^,^')  |^(^^'. ^ 2 Fuv  +  Gv')  1^  +  «  (u'/'+  r'C)  1^ 
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+  {Au'+  Cv)  [{Eu'*+2Fuv  +  Gv'*)^+v{u'E+v'F)^^ 

-('■•'+•"■■>{' r,+'Sl 

Sind  u,  V  die  Argumente  der  KrUmmungslinien,  also  /'=0,  C=0,  so 
wird  die  vorstehende  Gleichung  einfacher: 

l  Eiu  —  +  r I  u * 

\     \    du  EyEG^     dv  EyEG/ 

43")  I     +^{"ruGyEG-^'rvGVEG)"'* 

I     _^(  .dE        ,dG\  (     B  A     \   '.      ^ 

\   "'vrv-'ru)\WE~G~WEG)'''^''- 

Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  beim  Ellipsoid  und  elliptischen 
Paraboloid  zu  sehr  eleganten  Resultaten.  Bestimmt  man  einen  Punkt 
der  Fläche 

—  4- ~  4- ~  =  1 
/•  ^  m«  ^  n* 

auf  dieselbe  Art ,  wie  in  VII) ,  so  findet  man : 

/dy  dz      dy  dz\      1     Imn  x 

\dlid^v~Vv  du)  yEG~^^^''~~l^  I*' 

(dzdx      dz  dx\      1  Imn  y 

duJv'^Tv'Fu)  yBÖ"^^^*  tTtT  m*' 

(dx  dy      dy  dx\      1  Imn  z 

dudv'^dudvj  yEG~  'uv    i?' 

yEQ~     UV  v/«  dt^  ■*'w*  ati*"*"««  duv' 

X^  «*  2» 

Die  Gleichung  tt  +  — •  +  "i  =  ^  "*c^  ^  differentiirt ,  giebt: 
I         m        n 

X  »^    y  a^    £  £!£__  [(L  ?fYj. ^i-  ^Yu.  ( '  ^*Y1 

l*dtf  ■*"m»a«»"*"  tfdu*  Wl   duJ'^Km  du}'^\n  du)  \ 


(/«_««)  (^t«^)(«._^.)' 

folglich: 

A 

Imn 

„4(^_,^) 

J/EG^ 

'  t^v 

•   (/«— U«)  (W»  — M«)   (m«  — ««)' 

oder  kürzer: 

A           Imn 

EyEG~  tt*f;' 

Ebenso  findet  man : 

B          Imn 

GyEG       UV* 
Mittelst  dieser  Gleichungen  giebt  die  Difierentialgleichung  42^:ooaI^ 
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Da  nun : 
80  folgt  einfach: 

Der  erste  Factor  dieser  Gleichung  ist  wesentlich  positiv,  albo  kann 
nur  der  aweite  verschwinden ,  d.  h. 

u         V 
u         V 
Durch  Integration  folgt:    uv=^p\  wo  p  einen  Parameter  bedeutet 
Das  Krümmungsmaass  der  Ellipsoidfläche  im  Punkte  (a:,  y,  z)  ist  gleich : 
JB   _{lfnny_      1 1 

Setzt  man  uv:=p\  so  folgt: 

Die  Linie  der  suroscnlirten  Normalschnitte  einer  Ellipsoidfläche  hat 
in  jedem  ihrer  Punkte  gleiches  Krümmungsmaass  und  ist  der  Durchschnitt 
einer  zweiten  Ellipsoidfläche  44)  mit  der  gegebenen.  Für  die  Paraboloid- 
fläche: 

erhält  man  ein  analoges  Resultat.     Mittelst  der  in  VII)  gegebenen  Glei- 
chungen folgt: 

(dydz      dydz\     1     ^-./A— e    ,//    u  v    \ 

\dudv    dvdJyEG    V    e    'r  \x  +  u'x-^v)' 

/dz  dx_dx^  dz\     1     _,/it  ^/fe  +  u    g  — y\ 
\dudv      dudv)yEG~y  er    \X  +  'u*k—v)' 

fdx_  dy_dy  dx\     1     _  KA(A  — g) 

Kdu  dv      du  dv)yEG~      y{ik  +  u){l—vy 
und  hieraus: 

A      ^ 1       /     l{X—e) B 1       /     l{l  —  e) 

EyEG  X  +  uV    {k  +  u)\X—vy    GyEG~      k  —  vr    {l  +  u){l  —  vy 

Die  Differentialgleichung  43)  wird  in  diesem  Falle : 
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d.  h. 

.=0, 


A+M       X—v 

oder  integrirt  (A  +  w)  {k — v)  =p*. .   Für  das  Krümmungsmaass  im  Punkte 
(a?,  y,  z)  findet  man : 

AB  _        X(X  —  e) ___1 1 

{EGr~{i+uy(x-vy~x{x^e)r      xy      y>    T'\ 

l  ^ x^^ix^ey] 

Für  {X  +  u){X  +  v)=  p^  folgt : 

Die  Linie  der  suroscnlirten  Norroalschnitte  einer  elliptischen  Parabo- 
loidfläche  hat  also  in  jedem  Punkte  gleiches  Krümmungsmaass  und  ist  der 
Durchschnitt  der  gegebenen  Fläche  mit  einem  elliptischen  Cylinder.  In 
den  beiden  vorhergehenden  Beispielen  ist  p  ein  variabeler  Parameter, 
dessen  Werth  sich  nach  dem  Pnnkt  der  Fläche  bestimmt,  von  welchem 
man  ausgeht. 

Die  Coordinaten  |,  17,  t  eines  Punktes  der  Wendecurve  einer  deve- 
loppabeln  Fläche  seien  Functionen  des  Bogens  s  dieser  Curve ,  ebenso  der 
Krümmungshalbmesser  q  und  der  Torsionsradius  r  im  Punkte  (f ,  17,  t). 
Liegt  der  Punkt  (er,  y,  z)  mit  dem  Punkte  (|,  17,  f)  auf  derselben  Generatrix, 
ist  V  die  variable  Distanz  beider  Punkte,  so  findet  man  (für  t/^==^): 

Ä=:l  +  (-Y,    G  =  l,    F=l,    ^=±(-y~,     ß  =  0,    6'  =  0. 

Die  Gleichung  42)  wird  dann: 

ds^l^dv—vdlog^  +  2ds]  =  0. 

Setzt  man  ^ 5*  =  0,  8=^Const.j  so  erhält  man  eine  Lösung,  die  evi- 
dent ist,  da  der  Normalschnitt,  welcher  durch  eine  Generatrix  geht,  einen 
Krümmungskreis  mit  unendlich  grossem  Radius  hat.  Verschwindet  der 
zweite  Factor  der  obigen  Gleichung,  so  folgt: 

OS         ds       r 
oder  integrirt:  ' 

"=(f)*[-'/(i)*-l 

wo  p  wieder  ein  Parameter  ist.    Ist  die  Wendecurve  eine  Helix ,  d.  h.  eine 
Curve,    welche   die  Kanten   eines  beliebigen  Cylinders  unter  constantem 

Winkel  schneidet,  so  ist  —  constant,   man  hat  dann  die  einfache  Lösung 

v=p  -f«. 

Bestimmt  man  einen  Pnnkt  einer  Rotationsfläche  ebenso ,  wie  in  VII), 
so  folgt: 
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A  =  coivV*  —  ,    C==0. 

dv 

Die  Differentialgleichung  43)  wird  in  diesem  Falle: 

^  hV-l-^ —  ^  )  — 3w«co*«t;^ =0. 

L     dv  \stn V  6v J  ov  cos vJ 

Für  p'=0  folgt  t?  =  ConsL^  was  einen  Parallel  der  Fläche  giebt;  eine 

Löäung,  die  evident  ist.    Verschwindet  der  zweite  Factor,  so  folgt: 

a» "1/  dv  \sin V  dv / 

R 

Für  die  Rotationsfläche  der  Kettenlinie  ist  V  = ,  die  vorstehende 

cosv 


•  V \cosv/ 
he  der  Kettenlinie 
Gleichung  integrirt,  giebt 


,  ,     \  +  stnv   .      ,. 

\  ^og —  +  M^3  =  p. 

*        1 — 8tnv  — 
Man  bemerkt  leicht,  dass  die  beiden  Linien  der  suroscnlirten  Normal- 
schnitte auf  der  Rotationsfläche  einer  Kettenlinie  Trajectorien  sind,  welche 
die  Parallelkreise  unter  Winkeln  von  30®  schneiden. 

IX. 

Für  die  folgenden  Entwickelungen  ist  eine  Transformation  der  Flä- 
chen sehr  nützlich ,  welche  nach  Liouville  die  Transformation  mittelst 
reciproker  Radienvectoren  genannt  wird.  (Vergl.  hierüber  Thompson  im 
Journal  de  Malhem.  X,  p.  364,  XII,  p.  256,  Liouville  ibid.  XII  p.  265.)  Diese 
Transformation  besteht  bekanntlich  darin ,  dass  die  Punkte  </f  >  9t  i  ^s  •  •  • 
der  transformirten  Fläche  den  Punkten  Pi »  Pf ,  Ps  •  •  •  ^^^  ursprünglichen 
in  Beziehung  auf  einen  festen  Punkt  o  so  entsprechen ,  dass  die  Gleichun- 
gen stattfinden :  opi  .09,=  A*,  op,  .  o^t  =  A*,  op^  ,  og^=slif  ,. .,  wo  A  eine 
Constante  bedeutet.  Es  scheint  noch  nicht  bemerkt  zu  sein ,  dass  sich  die 
obige  Transformation  aus  zwei  anderen  zusammensetzen  lässt,  welche  bei 
vielen  geometrischen  Untersuchungen  vorkommen. 

Legt  man  von  einem  festen  Punkte  p  aus  einen  Berührungskegel  an 
eine  Kugelfläche  —  allgemeiner  an  eine  Fläche  zweiten  Grades  — ,  so  ist 
die  Contactcurve  eben;  bewegt  sich  der  Punkt  p  in  einer  Ebene  e,  so 
schneiden  sich  die  Ebenen  der  Gontactcurven  in  einem  bestimmten  Punkte 
Pf,  welcher  der  Pol  der  e Ebene  heisst.  Berührt  die  Ebene  e  beständig 
eine  Fläche  /*,  so  liegt  der  Pol  p,  auf  einer  Fläche  /*, ,  welche  nach  Pon- 
celet  die  reciproke  Polarfläche  von  /genannt  wird.     Sei: 

46)  (ar-J).  +  (y_,).  +  (j-f)«  =  A«, 

die  Gleichung  der  gegebenen  Kugelfiäche,  dann  ist: 
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(^-1)  (f. -l)  +  (y-^)('?.-'?) +  (»-?)  a.-ö  =  A* 

Hie  Gleichung  der  Polarebene  für  den  Pol  (Jj ,  tji ,  f,).    Die  Gleichung  der 
berührenden  Ebene  im  Punkte  (ar^,  y,,  r,)  zur  Fläche  F{xyy^  z)  =  0  ist: 

WO  -F|  =  ^(a:,,yi,  2,).     Soll  diese  Ebene  mit  der  obigen  Polar  ebene  iden- 
tisch sein,  so  folgt: 

dj\  dj\  dF\  ^^jL.     ^Jlt      ^Ja 

dx,  dy,  dz,  ^'dx.'^^'dy.^'^'dty 


li-l     n.-v     fc-t     |(|.-J)  +  »?(t?i-i?)  +  S(&-«  +  Ä»" 

Setzt  man  hierin  einfach  x^  y^  z  statt  ^n  ^i,  2i,  und  berücksichtigt: 

dj^         dF         dF 

dx  dy  dz 

cos  a      cos  b       cos  u  * 
so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  einfacher  schreiben: 

&-l^n.-»?^£.-g^gU.-l)  +  »?(t?.-i?)  +  e(&-{:)  +  *' 

cosa         cosb  cosc  x  cosa+y  cosb-^  z  cosc 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht : 

^  y A-*  cos  a 

~    ~  (a:—|)  cosa  +  {y  —  vj)  cosb  +  {z—t)co8c^ 

.-.     , k^  cosb 

;    Wt-^V       (a; — 5)  cosa  +  {y  —  ly)  cosb  +  (z-^ J)  cosc^ 
^       ^  l^cosc 

**  (^  —  1)  <^osa  +(y — vi)  cosb  +  (t  — •  ?)  cosc* 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  Functionen  von  u  und  ir; 
denkt  man  sich  diese  Quantitäten  zwischen  den  Torsteh enden  Gleichungen 
eliminirt,  so  erhält  man  eine  Relation  zwischen  §t,  t/i,  i^f,  d.  h.  die  Glei- 
chung der  reciproken  Polarfläche  von  F{x^  y^z)=zO  in  Beziehung  auf  die 
Kugelfiäche  46).  Der  Einfachheit  halber  werde  angenommen,  dass  die 
Variabein  u,  v  die  Argumente  der  Krümmungslinien  der  ursprünglichen 
Fläche  seien,  also  die  Relationen  stattfinden  F=0,  C=0.  Nach  den  in 
V)  aufgestellten  Gleichungen  findet  man: 

dj^HL__dt,dfn     d^dj^_dj^dj^    a^,ai,_an,a|i 

dv  du       du  dv        dv  du       du  dv       dv  du       du  dv 

cosa  cosb  cosc 
cosa  cosb'  cosc 
cosa    cosb     cosc 

Mittelst  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  berühren- 
den Ebene  im  Punkte  (§i,  «7,,  ^1)  zur  reciproken  Polarfläche: 

(^i-fii)  (a:-l)  +  (yi-t?,)  {y—fi)  +  (^t-ii)  {z—i)  =  o 

oder 


PQ 
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wo  j:„  y,,  2,  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Fällt  man  vom  Punkte  (J,  17,  f) 
ein  Perpendikel  auf  diese  Ebene,  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Fnss- 
punktes  durch  a^^^  yi,  z^  so  ist  derselbe  durch  folgende  Gleichungen  be- 
stimmt: 


{ 


(*-l)'  +  (y-ij)»H-(t-Ö*'       • 

Eliminirt  man  t<  und  v  zwischen  diesen  Gleichungen ,  so  erhält  man 
eine  Relation  zwischen  oti  ,  ^1 ,  2| ,  d.  h.  die  Gleichung  einer  Fläche,  welche 
den  Ort  der  Fusspunkte  der  Perpendikel  bildet,  gefallt  vom  Punkte  (J,  1?,  f) 
auf  die  berührenden  Ebenen  der  reciproken  Polarfiäche.  Die  Gleichungen 
18)  enthalten  zugleich  die  Transformation  mittelst  reciproker  Radien- 
vectoren.     Hieraus  folgt: 

Ist  f^  die  reciproke  Polarüäche  einer  Fläche  f  in  Beziehung 
auf  eine  Kugelfläche,  so  ist  die  Fusspunktfiäche  ^  von  /*,,  für  den 
Mittelpunkt  der  Kugelfläche,  die  transformirte  Fläche /*  mittelst 
reciproker  Kadienvectoren. 
Mit  Hilfe  der  in  V)  gegebenen  Formeln  lassen  sich  aus  den  Gleichun- 
gen 48)  leicht  die  Hauptkrttmraungshalbmesser  der  transformirten  Fläche 
finden.     Setzt  man  znr  Abkürzung : 

iE  =(a;  —  i)cosa  +  {y  —  ri)cosb  +{z  —  i)cosc^ 
W  =  (ic  — {)  cosa  +  (y— 1?)  cosb'  +  {z  —  t)  cosc\ 
If*^=.  (x—  I)  co5fl"+  (y  — 1\)  cosb"-\r  (z — f)  cosc\ 
i?=(a:-|)«  +  (y-.^)«  +  (2-0«  =  Ä'  +  ^'«+jy"«, 
so  findet  man  aus  48) :  * 

A»  8p»       \dv  ^  D  D       Jdv'^P     du 

h^dudv~dv^^  D  'du   '^  du^^  D  '  dv' 

Für  die  Difl'erentialquotienten  von  y, ,  t,  ergeben  sich  ganz  analoge 
Gleichungen.      Bezeichnet  man  die  Quantitäten  Ey  F^G,  A,  B^  C\    wenn 
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x^  y^  z  durch  oti,  yi,  z^  ersetzt  werden,  respective  dnrch  i?|,  F,,  G^^  A^^  i?,,  67], 
so  erhält  man  ans  den  vorstehenden  Gleichungen: 


50) 


^«=^(I)V^>=^(IJ'  ^•=^- 


d^x, 


Der  Werth  von  ■;: — r-  zeigt  anmittelbar,  das«  Cis=0.  Aus  den  beiden 
duov       ^  ' 

Gleichungen  FiC^O,  Ci  =  0  folgt  das  bekannte  Resultat,  dass  u:=Const,^ 

v  =  Consi.^  auf  der  transformirten  Fläche  ebenfalls  Krüromungslinien  sind, 

oder  mit  anderen  Worten ,  die  Krttmmungslinien  einer  Fläche  ändern  bei 

der   Transformation  mittelst  reciproker  Radienvectoren  ihren  Charakter 

nicht.     Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Determinanten 

erhält  man  für  >4j  folgende  Gleichung : 


0  \f^pj 


cosa  —  2  — — ^  H  , 


cosa  — 2 


ff'\ 


cosb'  —2'- 


cosb  — 2^—-^H  , 


cos 

r 


C08C  ~2—^H 
D 

cosc'—  2  *'  ^  ■  H" 
D 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

cosa     cosb     cosc 

£==    cosa     cosb'    cosc 

cosa'  cosb"  cosc" 

wo  €  =  M:  1 ,  so  folgt : 


0  Wp/ 


2 


H'H" 


1—2 


HH' 

^-2 


D 


oder ,  wegen  D  =  H*  +  ß'*+  H"\ 

0      \/^pJ  D^r" 


Da  nun 


^.^i?.G,^*;.y(*'-7. 
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so  ist  auch : 


Ebenso  folgt : 


Bezeichnet   man    durch  r/  nnd  r/'   die  HanptkrümmtingshalbmesseT  im, 

E,yE,G~rC'    G,yE,G~rl 


Punkte  (o?, ,  y, ,  z,) ,  so  folgt ,  wegen  -  y^-—  =  -t.  ,    >,  ,,  ^ ^-  —  -. , 


XV. 
lieber    Eydrodiffusion. 

Von  Dr.  Beez, 

Lehrer  an  der  königl.  Realschale  zu  Planen. 


Im  vierten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  p.  212 — 231  habe  ich  eine  Ab- 
leitung der  Gesetse  gegeben,  nach  welchen  ein  im  Wasser  lösliches  Salz 
ans  seiner  Lösung  in  reines  Wasser,  welches  darüber  geschichtet  ist,  der 
Schwere  entgegen  diffundirt  nnd  die  Kichtigkeit  der  anfgentellten  Glei* 
chungen  durch  Versuche  nachgewiesen.  Der  Zweck  gegenwärtiger  Zeilen 
ist,  eine  rein  theoretische  Begründung  der  aufgestellten  Gesetze  zu  yer- 
suchen  nnd  ohne  Hilfe  von  partiellen  Differentialen  und  ohne  experimen- 
telle Bestimmung  der  im  allgemeinen  Integra]  vorkommenden  willkürlichen 
Functionen  die  Diffusionsgesetze  aus  dem  Princip  des  chemischen  Gleich- 
gewichts zu  entwickeln.  Da  ich  im  Verlauf  dieser  Arbeit  mehrere  Male 
auf  die  bereits  citirte  Abhandlung  verweisen  muss ,  so  bitte  ich  den  wohl- 
wollenden Leser,  dieselbe  nochmals  zur  Hand  zu  nehmen  nnd  zugleich 
ein  Versehen  p.  216,  Gleichung  2),  welche  dort  lautet: 

zu  verbessern,  indem  dieselbe  vielmehr,  wie  man  sich  leicht  durch  Rech- 
nung überzeugt,  heissen  muss: 
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wodurch  sich,  da  Q  unabhängig  von  i  ist,  die  Differentialgleichung  für 
einen  Diffusionsstrom ,  der  in  einem  Gefäss  von  beliebiger  Form  vor  sich 
geht,  auf  den  einfachen  Ausdruck: 

dt    ~       2,     dcc^ 
reducirt*).    An  dem  Folgenden  wird  jedoch  hierdurch  nichts  geändert,  da 
für  ein  constantes  Q  die  letztere  Gleichung  übergeht  in : 

du_       a  d^u 
dt  "■"  ?  dx*' 
dieselbe ,  auf  welche  die  ganze  spätere  Untersuchung  basirt  ist. 

Auch  in  Torliegendem  kleinen  Beitrag  zur  Diffusionslehre  beschränke 
ich  mich  auf  den  Fall,  dass  der  Diffusionsstrom  in  einem  cylindrischen 
Gefässe  vor  sich  geht,  werde  jedoch  die  drei  verschiedenen  Arten  von 
Diffusionsströmen,  die  sich  experimentell  prüfen  lassen  und  für  welche  die 
Gleichungen  12),  13),  14)  p.  224  f.  der  citirten  Abhandlung  aus  einer  Dif- 
ferentialgleichung abgeleitet  Ti^orden  sind,  unabhängig  von  einander  be- 
handeln. 

1.  Der  erste  Diffusionsstrom  entsteht,  wenn  man  in  einem  cjlindri- 
schen  Gefässe  unter  eine  Schicht  von  reinem  destillirten  Wasser  eine 
Schicht  concentrirter  Salzlösung  mit  der  Vorsicht  bringt,  dass  keine  me- 
chanische Mengung  eintritt,  sondern  beide  Flüssigkeiten  durch  eine  scharf 
begrenzte  Ebene  von  einander  getrennt  erscheinen.  Das  Gefäss  muss 
sodann  längere  Zeit  ruhig  stehen,  damit  die  Flüssigkeiten  ungestört  ihrer 
eigenen  Molecularattraction  überlassen  bleiben,  deren  Wirkungen  gewöhn- 
lich erst  nach  einigen  Tagen  hinreichend  stark  hervortreten,  um  mit 
einiger  Genauigkeit  quantitativ  bestimmt  werden  zu  können.  Denken  wir 
uns  nun  die  beiden  ursprünglich  übereinander  stehenden  Flüssigkeiten 
in  unendlich  dünne  horizontale  Schichten  zerlegt,  von  welchen  die  unteren 
sämmtlich  die  volle  anfängliche  Concentration  oder  die  Salzmenge  1 ,  die 
oberen  die  Salzmenge  0  besitzen,  so  ist  beim  Beginn  des  Versuchs  die 
Keihe  der  Coucentrationen  von  oben  nach  unten: 

0,0,0,0,1,1,1,1 

die  beiden  aneinander  grenzenden  .Schichten  mit  dem  bezüglichen  Salz- 
gehalt 0  und  1  suchen  ihren  Salzgehalt  auszugleichen ,  d.  h.  gleiche  Con- 
centration anzunehmen ,  was  nach  einer  bestimmten,  jedoch  unendlich  klei- 
nen Zeit,  deren  Dauer  für  verschiedene  Salze  verschieden  ist  und  von  der 
Affinität  des  Wassers  zu  dem  betreffenden  Salze  abhängt,  geschehen  wird. 
Nach  Verlauf  dieses  Zeitthcilchens  wird  die  Diffusionsreihe  folgende  Ge- 
stalt haben : 

0,0,0,4,^,1,1,1, 

Auf  welche  Weise  nun  weiter  jede  nachfolgende  Reihe  aus  der  vor- 


*)  Diese  Bemerkung  vordanke  ich  der  Güte  des  Herrn  Gustav  R^ch. 
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hergehenden  sich  ergiebt,  wird  sofort  klar  werden,  wenn  man  erwägt, 
dass  jede  Schicht  sowohl  mit  der  über  ihr  stehenden  dünneren,  als  mit 
der  unter  ihr  befindlichen  dichteren  in  das  Gleichgewicht  zu  kommen 
sucht.  Sind  A^  B,  C  drei  solche,  von  oben  nach  unten  geordnete,  unend- 
lich dünne  Schichten  von  zunehmeniiem  Salzgehalt,  nämlich  resp.  u\  ti,  t/i. 


so  wird  B  von  C  die  Salzmenge 


empfangen,    dagegen    an  A  die 


Quantität 


abgeben  müssen.    Somit  wird  der  Zuwachs  an  Salz ,  wel- 


chen die  Schicht  B  vermöge  der  vereinten  Einwirkungen  von  A  und  C  er- 
hält, nur  si.in  können: 

tlj — u       u — u 

2  2~~* 

also  wird  die  Schicht  B  selbst  im  nächsten  Zeittheilchen  nicht  mehr  die 
Concentration  u ,  sondern : 

tt+M,  —  tt        u  —  u 
2  ^2"^* 

d.h. 

haben.    Es  tritt  demnach  an  die  Stelle  der  Concentration  u  in  der  Schicht 

B  nach  Verlauf  eines  Zeittheilchens  das  arithmetische  Mittel  -^ aus 

2 

den  Concentrationen  der  beiden  angrenzenden  Schichten  zu  Anfang  des- 
selben Zeittheilchens.  Kraft  dieses  Bildungsgesetzes  ^werden  nun  nach 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  etc.  Zeittheilchen ,  vom  Beginn  des  Versuches  an  gerech- 
net, die  folgenden  Diffnsionsreihen  entstehen,  welche  so  unter  einander 
geordnet  worden  sind ,  dass  die  von  der  ursprünglichen  Berührungsebene 
gleichweit  entfernten  Schichten  senkrecht  unter  einander  zu  stehen  kom- 
men, während  die  ursprüngliche  Berührungsebene  durch  den  verticalen 
Strich  angedeutet  ist: 
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Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Zahlen  der  eiuzelnen  Reihen  aus  den 
Ordnungszahlen  1,2,  3,  etc.  sieh  ableiten  lassen,  ist  nicht  schwer  zu  er- 
kennen.   Denn,  wenn  allgemein 

«(«  —  1)  («—2)  .  .  .  {n—k  +  i) 

1.2.3...Ä: ="* 

gesetzt  wird,  so  ist: 

1  =  1„  1==2„,  1^3„,  1=4»,  1=6«,  1=6„  1  =  7», 

l  =  i,,  2  =  2,,  3  =  3,,  4  =  4,,  6  =  5,,  6  =  6,,  7  =  7,, 

1=2„  3  =  3,,  6  =  4,,  10  =  5,,  15  =  6,,  21=7,, 

1  =  8,,  4  =  4„  10  =  5,,  20  =  6,,  85  =  7,, 

1=44,  5  =  04,  15  =  64,  85  =  74, 

1  =  6,,  6  =  6,,  21  =  7,, 

1  =  6„  7  =  7., 

1  =  7t, 
and  es  lassen  sich  die  ZShler  der  obigen  Reihen ,  wenn  man  die  doppelten 
Glieder  nnberUcksichtigt  lässt,  nämlich: 

1, 

1,  3, 

1,  4,    7,     * 

1,  5,  11,  15, 

1,  6,  16,  26,  31, 

1,  7,  22,  42,  57,     63, 

1,  8,  29,  64,  99,  120,  127 
bezüglich  auch  schreiben : 

^0 »  2o  +  2, , 

3$»  3q  +  3|,  3q  +  3, +  3$» 
4*,  4o  +  4,,  4,  +  4,+4,,  4^  +  4^  +  4,+4a, 

5oi  5«+5i>  5o  +  5|  +  6f.  h  +  ^i+^t  +  ^B,  5o  +  5j  +  5,  +  5,  +  54, 

etc. 

Demgemäss  ergiebt  sich  als  die  vollständige  Diffusionsreihe  nach 
Verlauf  von  2n  Zeittheilchen  die  nachstehende,  deren  Glieder  sämmtlich 
den  Nenner  2^  haben: 

(2n)„  (2w)o,  (2«)o+(2;0i,  (2n\+{2n\,  (2n),  + (2n),  +  (2n)„ 
(2«)o+(2«),  +  (2«),,etc. 
und   als  die  beiden  letzten  Glieder,   welche  vom  Anfang  der  Reihe  ge- 
zählt, das  (4n — l)te  und  (4n)te  sind: 

(2«)o  +  (2n),  +  (2/t),  +  .  . .  +  (2«)2«.2  +  (2n)2„_i. 
Um  die  allgemeine  Giltigkeit  der  durch  Induction  gefundenen  Reihe 
zu  beweisen,  wenden  wir  den  bekannten  Schluss  von  k  auf  Ar  +  l  au.    Es 
würden  nämlich  das  (2r  — l)te,  (2r)te  und  (2r  +  l)te  Glied  in  der  (2«)ten 
Diffusionsreihe  die  Werthe  haben : 
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1)  (2n\  -l-  {2n\  +  (2«),  + . . .  +  (2«V-i , 

2)  (2n)o+  (2n),  +  (2w),  +  . .  .  +  {2n)r^t, 

3)  (2»)o+  (2«),  +  (2«),  +  . . .  +  (2«)^i  +  (2n)r, 

das  (2r-|-l)te  Glied  aber  der  (2n  +  i)ten  Reihe  nach  derselben  Indaction 
lauten : 

4)  (2»  +  l)o+(2»  +  l), +(211  +  1),  +  .. .  +  (2«  +  l>.i+(2«  +  l)^. 
Bedenkt  man  nun,  dasa  das  (2r  +  l)te  Glied  dieser  Reibe  dasjenige 

ist,  welches  von  der  Grenzebene  dieselbe  Entfernung  hat,  als  das  (2r)te 
der  vorigen  Reihe,  so  ist  klar,  dass  nach  dem  recurrirenden  Gesetze  die- 
ser Reihen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  dem  (2r  —  l)ten  und 
(2r+l)ten  Gliede  der  vorigen  Reihe  sein  müsse.  Addirt  man  aber  1)  und 
3) ,  so  kommt : 

(2«)o  +  I(2«)o  +  (2«)|]  +  [(2«),  +  (2»).]  +  . . .  +  [(2«)r-l  +  {2n)r\ 
oder  da: 

(2»)o==l  =  (2«  +  l)o 
und  allgemein: 

(2n)*-.i  +  (2«);fe  =  (2«  +  l)t, 
so  ist  es 

=  (2«  +  l)o+  (2»  +  l)i  +  (2«  +  l).  +  . . .  +  (2«  +  i)r-i  +  (2n+l)r, 
also  genau  gleich  der  Reibe  4) ,  die  sich  unmittelbar  durch  Induction  er- 
gab.    Hierdurch   ist  die  Giltigkeit  der  aufgestellten  Reihe  für  jedes  be- 
liebige n  erwiesen. 

In  den  einzelnen  Reihen  macht  sich  insofern  ein  unterschied  bemerk- 
bar,   als   diejenigen  von  ungerader  Ordnungszahl  zwei  gleiche  mittlere 
Glieder  enthalten,  was  bei  denen  von  gerader  Ordnungszahl  nicht  der  Fall 
ist.    Betrachten  wir  zunächst  die  ersteren.    In  einer  solchen  ist  der  Werth 
des  Mittelgliedes  stets  =J.     Denn  für  die  Ordnungszahl  (2n  +  l)  haben 
das  (2n  +  i)te  Glied  unserer  Diffusionsreihe  gleichen  Werth,  nämlich: 
{(2n  +  l)o+(2n  +  l).  +  (2n  +  l)»  +  ...  +  (2n  +  l)H.i!:2^»+i. 
Es  ist  aber : 
22-+i  =  (l  +  l)2»+l  =  (2n  +  l)o+(2;t  +  l),+...  +  (2n+l),  +  (2ii  +  l)^i  +  ... 

+  (2n  + 1)2^1 
und  da  in  dieser  Entwickelung  von  dem  (n  +  l)ten  Gliede  an  dieselben 
Werthe,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge,  wiederkehren,  so  ist 
(2n  +  l)o+(2n  +  l),  +  ...+  (2«  +  l).=  1.22»+t, 
woraus   aich   ohne  Weiteres   die  Richtigkeit   obiger  Behauptung   ergiebt« 
Verlegt  man  nun  den  Anfang  der  Reihe  in  die  ursprüngliche  Grenzebene, 
so  wird  das  erste  Glied  ^  und  das  (2r)te 

5)  =  i  +  I  (2n  +  1)^1  +  (2 «  +  l),+a  + .  .  .  +  (2«  + 1),^ t  •  2^*+* 
sein.     LäNst  man  hierin  n  unendlich  werden ,  so  kommt  es  darauf  an ,  den 
Grenz  werth  für: 

(2w  +  i)«+r 
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zu  bestimmen.    Es  ist  aber : 

{2n  +  l)^r^(p^  +  l)2n(pi^i)...{n+2)       (n  +  l)n...{n  —  r  +  2)  ^ 
22«+i  1  .  2  .  3  , . .  n  ^ (n+l)  (n+2) ...{n+r)' 

Um  dem  ersten  Factor  eine  bequemere  Gestalt  zu  geben,  gehen  wir 
von  der  identischen  Gleichung 

1.2.8...  (2n)  .  (2n  +  1)  =  1  . 3  .  6  . . .  (2n  +  1)  .  2  .  4  .  6  .  . .  (2») 
=:1.3.5...(2n+l).1.2.3...n.2» 
aus  und  dividiren  auf  beiden  Seiten  mit 

l.2.3...n   und   l  .  2  .  3  .  . .  (n+l), 
80  ergiebt  sich : 

(2«  +  1)  (2w)  .  .  .  (n  +  2)  _1 .  3  .  5  .  . .  (2n  +  1) 
1.2...»  ~  1.2. 3. ..(n  +  l) 

^1.3.5...(2n  +  l)^,^, 
2  .  4  .  6  . .  ,  (2n  +  2) 
Nach  der  Wallis'schen  Formel  abeir  ist: 

2  .  2  .  4  .  4  .  .  .  (2n  +  2)  (2n  +  2)  _  « 
*"*  1  .  3  .  3  .  5  .  . .  (2n  +  1)  (2n+  3)  ~  2 
n  =  00, 
folglich : 

2.4.6.  ..(2n  + 2)  t  2 

Der  zweite  Factor 

n{n  —  i)  ...(n  — r  +  2) 
(«  +  2)(/i  +  3)...(n  +  r) 
kann ,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  jeden  Partialfactor  mit  n  dividirt, 
geschrieben  werden: 

(-i)(-f)--(-^-) 
(■+i)(-+f)--('+a  • 

Erhebt  man  nun  jeden  Partialfactor  auf  die  nte  Potenz  und  berück- 
sichtigt, dass:        ^ 

für  n^=oo   ist  und  zieht  dann  wieder  die  nte  Wurzel,  so  nimmt  der  Aus- 
druck die  Form  an : 


welches  endlich,   wenn   man  die  angedeutete  Multiplication  ausführt,   in 


r(r~1) 

e        " 
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übergeht.    Somit  ist  für  unendlich  wachsende  n 


=  Lim  7/  —  i 


lim^^^  =  Limy  ,       '         e 

e      "     . 


Wenn  aber  seit  Beginn  des  Versnchs  (2/1  +  t)  Zeittheilchen  verflossen 
sind ,  so  werden  diese  für  ein  nnendliches  n  einer  endlichen  Zeit  propor  • 
tional  gesetzt  werden  können ,  die  nach  der  Stärke  der  AfflnitAt  des  Salzes 
Bum  Wasser  verschieden  ist.  Man  kann  daher ,  wenn  man  die  Dauer  eines 
solchen  Zeittheilchens  =k^  setzt,  wenn  k  als  unendlich  kleine  Grösse  an- 
snsehen  ist,  die  verflossene  Zeit  {2n  +  l)^  gleich  einer  bestimmten  Zahl 
/  von  endlichen  Zeiteinheiten ,  multiplicirt  mit  einem  constanten  Factor  or, 
annehmen.  Dieser  Factor  a  aber  ist  nichts  anderes,  als  der  Diffusions- 
coefficient,  welcher  die  Geschwindigkeit  angiebt,  mit  der  das  Salz  aus 
einer  Schicht  in  die  nächstfolgende  überströmt,  ^s  sei  daher: 

woraus  sieh,  wenn  man  1  gegen  2n  verschwinden  lässt, 

ai 

n=  —7= 
2f^ 

ergiebt    Durch  Substitution  dieses  Werthes  geht 


über  in 


f      tttit 


tttit 

Die  Reihe  in  5)  lässt  sich  jetzt  iq  eine  Summenformel  zusammenfassen  und 
in  der  präciseren  Gestalt: 


^»+/ir.  iL 


r^r     rzlü^nillifct 


e 


ae 


schreiben.  Diesen  Salzgehalt  also  hat  nach  Verlauf  von  /  Zeiteinheiten 
die  (2r)te  Schicht  unter  der  ursprünglichen  Grenzebene.  Nennt  man  den- 
selben u  und  setzt  den  anfänglichen  Gehalt  der  Salzlösung  =  £/,  so  wird 

6)  u:^lU+Vj/ —    £e      «'  .k. 

Die  (2rf  |)te  Schicht  aber  hat  dieselbe  Concentration,  als  die  (2r)te, 
und  wir  können  daher  beide  als  eine  einzige  Schicht  von  gleicher  Concen- 
tration, aber  doppelter  Dicke,  als  bisher,  auffassen.  Hätten  wir  nun  die 
Dicke  einer  bisherigen  Schicht  k  genannt  (was  uns  erlaubt  sein  muss,  da 
wir  über  die  Th eilung  des  vom  DifPusionsstrom  durchlaufenen  Raumes 
noch  völlig  freie  Hand  haben),  so  würden  wir  die  Dicke  der  nunmehrigen 
Schichten,  die  wir  dx  nennen  wollen,  gleich  2k'ßetzen  können,  oder 

k=^id9. 
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Sei  endlich  x  der  Abstand  der  2rten  Schicht  von  der  Mitte,  so  ist 

o:  =  r  ^  .r 
und  wir  können  statt  der  Summen  form  el  in  6)  das  Integral  einfuhren  und 
schreiben : 


7)  «-i^+^/iirJ''"'^-'^ 


0 

Für  die  Concentration  einer  Schicht,  welche  dem  oberen  Theiie  der 
Diffuaionsreihe  angehört  und  den  Abstand  x  von  der  Mitte  besitzt,  würde 
man  auf  gleiche  Weise  finden : 


8)  u^^v^üj/^^L^J 


""        s» 


€      ^«'?X, 
0 

welcher  Ausdruck  genau  derselbe  ist,  wie  derjenige,  aus  welchem  in  mei- 
ner früheren  Abhandlung  über  Diffusion  die  Gleichung  12)  hervorge- 
gangen war. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur/  die  Reihen  von  ungerader  Ordnungszahl 
2n+i  betrachtet,  doch  gelten  die  erhaltenen  Formeln  auch  fQr  solche, 
deren  Ordnungszahl  gerade  ist,  sobald  nur  dieselbe  unendlich  gross  wird. 
Denn  in  einer  solchen  würde  das  erste  Glied ,  von  der  Mitte  an  gerechnet, 
welches  das  (2«  +  l)te  vom  Anfang  der  Keihe  ist,  den  Werth  haben 
müssen : 

|(2n)o  +  (2;i).  +  . . .  +  (2;0.-i  +  (2«)«t  :  2'". 
Es  ist  aber: 

2«»  =  (2«)o  +  (2«)i  +  .  . .  +  (2«)i.  +  (2w)^+,  +  .  .  .  +  (2n)2,. 
Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  ist  ungerade,  und  wenn  man  daher 
die  gleichweit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Glieder,  die  einander 
gleich  sind,  zusammen fasst,  so  bleibt  das  mittelste: 

(2«)« 
übrig.    Man  kann  daher  auch  sehreiben : 

,        2»-  =  2l(2ft)o  +  (2«),  +  .  .  .  +  (2«)„.i  +  (2«)«|  —  (2/i)„. 
Daher  ist: 

(2w)o  +  (2n),  +  .  .  .  +  (2«)«_2fa  +  (2«)._  .       (2w), 

Für  unendliche  n  aber  wird  -s-rn    eine   unendlich  kleine  Grösse,  die 

2  **"*"' 

gegen  J  verschwindet.     Um  dieselbe  Grösse  differirt  auch  der  allgemeine 

Ausdruck ,  der  sich  ans  der  fietrachtung  der  Diffusionsreihen  von  gerader 

Ordnungszahl  ergiebt,  von  der  Formel  5);    er  lässt  sich  daher  für  n=:ar 

als  mit  5)  zusammenfallend  ansehen. 

2.    Ein  zweiter  Diffusionsttrom  kann  hergestellt  werden,  wenn  man 

einen  kleineren  Cylinder,  der  mit  concentrirter  Salzlösung  gefüllt  ist,  in 
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ein  verhftUnisamftasig  sehr  grosses  Gefass  mit  reinem  destill irten  Waijser 
in  möglichster  Höhe  über  dem  Boden  desselben*)  aufstellt.  Man  kann 
dann  ohne  erheblichen  Fehler  annehmen,  dass  die  Flüssigkeit,  welche  an 
die  oberste  Schicht  im  CjHnder  anssen  angrenzt,  beständig  die  Concen- 
tration  Null  beibehält,  da  die  diffundirte  Salzlösung  vermöge  ihrer  Schwere 
an  dem  Kaude  des  Cylinders  herabfliesst  und  auf  dem  Boden  des  grossen 
Gefässes  sich  ausbreitet,  während  eine  neue  Schicht  reinen  Wassers  an 
ihre  Stelle  tritt.  Unsere  Diffnsionsreihe  erweitert  sich  in  diesem  Falle 
nur  nach  einer  Seite,  nach  der  unteren,  hin,  während  in  der  ursprüng- 
lichen Grenzschicht  die  Concentration  constant  Null  bleibt.  Wendet  man 
auch  bei  dieser  Reihe  das  oben  angeführte  Bildungsgesetz  an,  dass  die 
Concentration  irgend  einer  Schicht  nach  Verlaufeines  Zeittheilchens  das 
arithmetische  Mittel  bildet,  zwischen  den  Concentrationen  der  beiden 
Nachbarschichten  Tor  Beginn  desselben,  so  wird  die  Diffusionsreihe  nach 
1,  2,  3 ...  6  Zcittheilchen  sich  in  folgender  Weise  gestalten: 


1. 

0 

4* 

1, 

2. 

0 

h 

1- 

1, 

3. 

0 

3 
8  > 

6 

i.  1. 

4. 

0 

A. 

in  ) 

u.  :i. 

1. 

b. 

0 

fi'. 

rt. 

3«  1    S«' 

14.    i. 

6. 

0 

64  > 

n. 

»4«    ^*1 

ih    «. 

Die  unmittelbar  an  das  reiue  Watiser  stossende  Schicht,  oder  die 
erste  Schicht  der  Reihe  hat,  wie  man  leicht  finden  wird,  nach  Verlauf  von 
{2n)  Zcittheilchen  den  Werth 

•/'*•  ' 
welches  für  unendliche  n  derselben  Grenze  sich  nähert,  als 


Setzt  man  hierin  wiederum  2/i  ^^  rfi  ^^  erhält  man 


k 


d.  h.  es  ist  die  Cencentration  der  obersten  Schicht  umgekehrt 
proportional  der  Quadratwurzel  au«  der  verflossenen  Zeit 


*)  Ich  hatte  in  meiner  früheren  Abhandlung  diese  Vorsichtsmassregel  nicht 
erwähnt,  weil  ich  es  für  tibei*flä»sig  hielt,  etwas  so  Selbstverstttndliches  ausdriieklich 
aneuf Uhren;  doch  bemerke  ich  noch  nachträglich  ~  um  ein  Bedenken  des  Herrn 
])r.  Quincke  zu  beseitigen,  der  über  meine  Abhandlung  in  den  .^Fortschritten  der 
Physik  im  Jahre  1850,  dargestellt  von  der  physikalischen  Geseflscbaft  zu  Berlin'' 
referirt  hat  —  dass  ich  allerdings  bei  allen  Versuchen  den  kleinen  Cylinder  so  weit 
oben  als  möglich  im  grösseren  GefAsse  angebracht  habe,  indem  ich  ihn  auf  einen  gl&- 
sernen  Dreit'uss  von  ziemlicher  Höhe  aufstellte. 
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Da  nun  in  jedem  Zeittbeilehen  die  oberste  Schiebt  an  das  nmgebende 
Wasser  die  Hälfte  ihrer  Salsmasse  abgiebt,  so  ist  auch  die  während  eines 
Zeittheilchens  in  das  Wasser  übertretende  Salzmenge  proportional  der- 
selben Grösse.  Nennt  man  diese  unendlich  geringe  Quantität  Salz,  -welche 
während  eines  Zeittheilchens  diffundirt,  d^,  so  ist: 

worin  c  einen  constanten  Coefficienten  bedeutet,  der  von  der  anfänglichen 
Concentration ,  dem  Querschnitt  des  Cjlinders  und  dem  Diffusionscoef- 
ficienten  abhängig  ist.  Die  ganze  Menge  also  des  aus  dem  Cjlinder  dif- 
fundirten  Salzes  wird  nach  Verlauf  von  /  Zeiteinheiten 

sein,  d.  h.  die  Mengen  des  aus  dem  Cjlinder  diffundirten  Sal* 
zes  verhalten  sich,  wie  die  Qua^dratwu^zeln  aus  den  ver- 
flossenen Zeiten.  Dieses  Gesetz  wurde  in  der  früheren  Abhandlung 
aus  Beobachtungen  abgeleitet  und  setzte  uns  in  den  Stand,  die  bei  der  In- 
tegration der  Gleichung  zwischen  partiellen  Differentialen  auftretende  will- 
kürliche Function  ^}{i)  zu  bestimmen;  hier  #ird  es  ans  dem  Princip  des 
chemischen  Gleichgewichts  a  priori  abgeleitet.  Die  Uebereinstimmung 
beider  Resultate  kann  als  eine  Rechtfertigung  meiner  oben  aufgestellten 
Ansicht  von  der  Art  und  Weise,  wie  sich  innerhalb  mehrerer  aneinander 
grenzenden  Flüssigkeitsschichten  verschiedener  Concentration  die  molecu- 
lare  Thätigkeit  vollzieht,  angesehen  werden.  Der  Salzgehalt  u  der  rten 
Schicht,  von  oben  nach  unten  gerechnet,  ist  ferner: 

u  =  1(2/1),  -f  (2»Wi  +  . . .  +  (2;i)H-r-i}  :  2«-; 
das  allgemeine  Glied  dieses  Ausdrucks  aber 

(2«). 


22« 
lässt  sich  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  oben,  wenn  man  jetzt  die 
Schichten  nur  halb  so  dick,  als  vorher,  annimmt,  in  das  Differential 

f     TLuin 
umwandeln ,  so  dass  bei  anfänglicher  Concentration  V  erhalten  wird : 

9)  ti  =  2(7  X/— ^  /  «"^'  aar.  ♦) 

f      2atnJ  ' 

0 

3.     Eine  dritte  Art  von  Diffusionsstrom  endlich  kann  auf  die  Weise 
eingeleitet  werden,  dass  man  ein  cylindrisches  Gefäss  bis  zum  Bande  mit 


♦)  In  der  Formel  13)  und  I3*)  der  citirten  Abhandlang  muss  dan  Zeichen  —  in 
•f  am  gewandelt  werden. 
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Wasser  füllt ,  durch  eine  Glasplatte  verscbliesst  und  mit  der  Oeffhung  nach 
unten  in  einen  grossen  Behälter  mit  concentrirter  Salzlösung  möglichst 
tief  einhängt,  worin  man  die  Glasplatte  vorsichtig  entfernt.  Bei  dieser 
Anordnung  ist  es  allerdings  unmöglich ,  die  Keihe  der  Concentrationen  in 
dem  Cylinder  zu  beobachten,  da  er  oben  verschlossen  ist;  doch  kann  man 
ni:  .h  Verlauf  einiger  Zeit  die  Quantität  Salz,  welche  aus  dem  grösseren 
Behälter  in  den  kleinen  Cylinder  diffundirt  ist,  aus  der  Gewichtszunahme 
desselben  bestimmen.  Verscbliesst  man  nämlich  den  eingetauchten  Cy- 
linder nach  Beendigung  des  Versuchs  wiederum  unter  der  Flüssigkeit  mit 
derselben  Glasplatte,  die  man  vorher  benutzt  hat,  hebt  den  Cylinder  aus 
dem  grossen  Gefäss  und  kehrt  ihn  um»  so  lässt  sich  unter  Anwendung 
einiger  Vorsicht  die  Gewichtszunahme  annähernd  durch  Wägung  finden. 
Immerhin  werden  indess  nach  dieser  Methode  angestellte  Beobachtungen 
keinen  Anspruch  auf  grosse  Genauigkeit  machen  können,  wovon  ich  mich 
selbst  durch  mehrfache  Versuche  überzeugt  habe.  Das  Charakteristische 
des  jetzigen  Dififusionsstromes  besteht  darin,  dass  die  unterste  Schicht  im 
Cylinder  von  einer  Salzlösung  berührt  wird ,  deren  Concentration  nahezu 
constant,  nämlich  gleich  der  anfänglichen  ist.  Denn  an  die  Stelle  der 
Schicht  Salalösung,  die  unmittelbar  an  die  Flüssigkeit  im  Cylinder  grenzt, 
tritt,  nachdem  dieselbe  ihren  Salzgehalt  zum  Theil  an  das  Wasser  im  Cy- 
linder abgegeben  hat,  sofort  wieder  eine  neue  mit  vollem  Salzgehalt,  wäh- 
rend sie  selbst)  da  sie  leichter  geworden  ist,  in  dem  Gefäss  nach  oben 
steigt.  In  dem  eingetauchten  Cylinder  werden  sich  nach  einander  folgende 
Diflusionsreihen  bilden : 


1.    1 

i,     0, 

2.     1 

}.    i>    o>     . 

8.     1 

1.    «.    h    0, 

4.     1 

iJ.  iV.  Ä.  iV.   0, 

5.     1 

21.  ii.  /t.  i\>  t'o   o> 

6.     1 

ll>  II.  il.  vV.  «V.  A>  0- 

«Man  erkennt  auf  der  Stelle,  dass  das  rte  Glied  der  (2n)ten  Beihe 

=  1-1  (2n),  +  (2«)^,  +  (2«)^,  + . , .  +  (2n)^\  Zu- 

sein mnss,  und  da  wiederum 

(2«^ 

2»- 

f&r  nnendliebe  n  und  r  als  ein  Differential  von  der  Form 

2          -  *L 
' — — -e    iatdx 

}/2atn 

sich  darstellen  lässt,  so  wird  bei  anfänglicher  Concentration  U  sich  ohne 
Woitercs  ergeben:  Digimed by GoOglc 
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I — ~-^  ft-'nTidx), 

0 
als  die  Gleij^hung  des  dritten  Diffusionsstromes  über^iDstimmeiic   mit  Glei- 
chung 14)  meiner  früheren  Abhandlung. 


Kleinere  Mittheiiungen. 


XXVm  TTeber  die  Transformation  von  Boihen  in  Kettenbrllöhe.  Von 
Hebm.  Hankel. 

Mittelst  eines  eleganten,  von  Jacobi  herrührenden  Princips  bat 
Heine  die  Transformation  einer  nach  aufsteigenden  Potensen  einer  Ya- 
riabelen  geordneten  Reihe  in  einen  Kettenbrnch,  dessen  Partialzfthler  jene 
Yariabele  linear  enthalten,  dessen  Partialnenner  Constanten  sind,  auf 
eine  rationelle  Weise  ausgeführt.  Es  verdient  yielleicht  bemerkt  2u  wer* 
den;  dass  sich  dasselbe  Princip  nicht  minder  fruchtbar  erweist,  wenn  es 
sich  nm  die  Transformation  einer  nach  absteigenden  Potenzen  einer  Va- 
riabelen  fortschreitenden  Keihe  in  einen  Kettenbruch  handelt,  'dessen 
Partialzähler  Constanten,  dessen  Partialnenuer  lineare  Functionen  jener 
Yariabelen  sind. 

In  der  That ,  jsei 

in  einen  Kettenbruch : 

flfjixi-ö, — - — 

fl,j:  +  ^3  — .,. 

zu  transformiren  nnd  bezeichne  Pn'»9n  den  fiten  Nüherungswerth  dieses 

Kettenbruches,  so  überzeugt  man  Hieb  leicht,  dass  Pm^i  und  ^n  ^rationale 

ganze  Functionen  von  «ten  Grade  in  x  sind,  also: 


1) 

Man  weiss,  dass: 

Vi       Pn            1 

ist,  woraus  man: 

9>          9n        gn9n-r\ 

««+' 


'y«+2 


+  . 


2)  y„'^'-;,„=-L+y„(         V.      +...) 
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findet;  die  linke  Seite  hiervon  ist: 

*   {c,i-)  +  c,^->x  +...+  c„(->a:")  (^J  +  ^  +  .  .  .^  -  p«. 
Die   rechte   kann  nach   absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  werden 
und  fängt,  da  q^^i  von  (n  +  l)ten  Grade  ist,  mit an.    Es  verschwin- 

den  somit  auf  der  linken  Seite  die  Coefficienten  von  a®,  x\  . .  .x*-*,  die 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  in  p«  hinreichen,  sobald  man  die  Coef* 
ficienten  in  ^n  gefunden  hat,  die  sich  durch  das  Verschwinden  der  Coef- 
ficienten von  —  ,  -i , .  • .  —  bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmen. 
Man  erhält  nämlich  durch  diese  Bemerkung  dia  n  homogenen  Gleichungen: 
ro<">  *o     +  e,<«>  *,  +  ...  +  r^C»  Sn      =  0, 


3) 


r^<«)*^,+  c,<«)*«  +  .  .  .  +  fn^'^Ä-i^-l  =  0. 


Man  findet  daher  sehr  leicht,  Wenn  man: 

St,        . 


J»)r= 


Wn 


9n-\' 


setzt : 


^n' 


d« 


1 


.««-1 


S2n-\ 


S7n-\ 


Um  «n  SÄ«  finden,  nehmen   wir  auf  die  beiderseitigen  Coefficienten  von 
^     in  der  obigen  Gleichung  2)  Rücksicht,  wodurch  man  erhält: 


^V 


Co<''>*«+  c/^J^H-i  • . .  +  Cn^^^su^" — jf^^ 


Cn+X^' 


und  hieraus  durch  Zusammenstellung  mit  3) : 


5)  t  '     aj„a),4.i  =  l, 

5||  •  •  -  *2ii 

aus  welcher  Gleichung  man  öä«  bestimmen  kann,  sobald  «,  durch  ein 
directes  Verfahren  gefunden  ist. 

Man  gelangt  auf  Grund  dieser  Betrachtungen  mit  überraschender 
Kürze  zur  directen  Bestimmung  der  Stürmischen  Function  in  der  ele- 
ganten Form,  wie  sie  Joachimsthal  gegeben  hat. 

Nimmt  man  nämlich  für  q>  eine  ganze  Function  von  x  »iten  Grades 
(o  =  (a:  — a,)- .•(^  — «»•)>  ^ör  9,  den  Differentialquotienten  dieser  Func- 
tion,  so   werden  *«,  s...,.   die  Potcnzsunimen  der  Wurzeln  <j*^er  Glei- 
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chnngen  nnmittelbar  darstellon.  Entwickelt  mau  nun  ^  in  einen  Ketten- 
bi'uch  mittelst  des  Gleichungssjstems : 

j  •     •     •     • 

so  sind  9t9  9ti«*«9M  ^i^  Functionen,  die  von  Sturm  zur  Bestimmung 
der  Ansahl  reeller  Wurzeln  von  ^==0  zwischen  gegebenen  Grenzen  be- 
nutzt worden  sind.  Um  diese  durch  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  dar- 
zustellen, bemerken  wir,  dass  nach  einem  bekannten  Satze  von  Euler: 


9n 
9  9 


■Pn 


ist;   auf  der  rechten  Seite  fängt  die  Entwickelung  erst  mit an  and 

geht  nach  absteigenden  Potenzen  fort  und  zwar  hat  man : 

Setzt  man  zur  Abkttrzung: 


+  ...+ 


««• 


X — 01     '  '    X — Om 

WO  nun  0k  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  «i ,  •  •  •  0m  ist ,  also 
rational  in  x  und  die  Coefficienten  in  <p  ausgedrückt  werden  kann,  so 
findet  man :        ^  »-4.1  .  ,       .      .  .  .      .  » 

Mit  dem  Systeme  2)  vereinigt,  folgt  hieraus: 

*«  ...  *ji-l    Cn 


9 


O]      •    •    «     0«| 


0H-1 


Diese  Determinante   Iftsst    sich  leicht  in  eine   ortbosjrmmetrtsche*) 
transformiren.     Man  findet  nämlich: 


'''~x'  ^•~- 


tf«  — 


Om±\ 


und,  da  Ck-^^f^-^-  ist: 


..-5,... 

0« 

»       •       •       • 

.  tf^. 

^l*-ft 


a: 


«2« 


.  .  *ji-l    ^n 


*2ii— 1  ö*2« ; 
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.80  dass  man: 

0«  •  •  •  02« 

erhält  und  dies  ist  das  schöne  Resultat  der  Umformung  des  Sylvester'- 
schen  Sumraenausdruckes  der  Stürmischen  Function  in  eine  orthosym- 
metrische  Determinante. 

Um   den   Factor   »n   2U   bestimmen,   gehen   wir   von   dem   Werthe 

Setzen  wir  dann : 


10,  =  — .  SS  -;  aus ,  der  sehr  leicht  zu  finden  ist. 


=«., 


*«  •  •  •  ^tn 

so  finden  wir  ans  der  obigen  Gleichung  5): 


02» 


SiS^,  m  •  S2M-U 

SqS^  . .  .S21»    /  ' 


was  mit  den  bekannten  Resultaten  übereinstimmt 

Eine  andere  Anwendung  dei^  obigen  Betrachtungen  Iftsst  sich  auf  die 
Auflösung  des  Gleichungssystems  machen: 


fl|«l  +S<'t         +  "  -  +  Omftm 


=  8. 


,2m-i. 


die  schon  von  Lagrange  gegeben  ist.     Es  sind  hierin  '1,  f|,  •  •  «f?««  ge- 
gebene Grössen ,  a, , . .  •  a,.  sowie  «i , . .  •  a.«  die  unbekannten. 
Wir  gehen  mit  8  c  h  e  i  b  n  e  r ♦*)  von  der  Gleichung : 

«  —  01  X  —  Um        X  ^ 

aus  und  entwickeln  die  rechte  Seite  derselben  in  einen  Kettenbrnch  von 
der  Form  0).  Dann  Ifisst  sich  q^  aus  dem  System  3)  bis  auf  einen  Factor 
bestimmen.  Hat  man  auf  diese  Weise  9«,  gefunden ,  so  braucht  man  nur 
die  Wurzeln  tou  9m=0  nach  x  zu  ermitteln,  um  die  m  Grössen  a, ,  o, ,  . .  er«, 
zu  erhalten.     Um  die  Grössen  flu  a^j  •  •  •  <>«•  ebenfalls  zu  finden,  bemerkt 

man,  dass  ö„  der  Coefficient  von in  der  Zerlezune  von  —  in  Par- 

tialbrüche  ist,  sodass  wir: 


»*)  Vergrl.  mcino  Inauguraldifisertation:  lieber  eine  besondere  Classe  der  dymine- 
trisclien  Determinanten.   Loipsig,  184)1. 

**)    Siehe  Sitzungsberichte  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
185«,  pag.  65  ff.  Q.g.,.^^^  ^y  Google 
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setzen  können;  da  nan 

ist,  tind  für  a?=a„,  y«  verschwindet,  so  ist  Pm^m-i  =  1  ^nd  somit: 

-=(-^)  ■ 

Es  kommt  also  alles  auf  die  Darstellung  von  q^  an.  In  dem  speciellen 
Falle: 

Sp^i_X  +  p  +  l 
«P        /A+P+i 
ergiebt  sich  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  3)  mit  Leichtigkeit: 

'     "^     ~^      '^   '^         1.2     ...  p  (A-hl)...         (X  +  p)         ' 

so  daiss  man: 

g«  •=*  c,(») /■(—«,  m +«,  i  + 1 , «) 
hat ,  wo  /*  die  6  a  u  8  s '  sehe  bypergeometrische  Reihe  bezeichnet.   Es  sind 
nan  die  «  die  m  Wurzeln  der  Gleichnng : 

Man  hat  für  x=au 

gm-i  =  <•,'"-•>  F{l  —  m,  I«  +  m  — I,  i+1 ,  «„), 

und  es  besteht  zwischen  diesen  beiden  hypergeometrischen  Reihen  und 
eine  lineare  Relation : 

X  F{l  —  m,  (i  +  m  +  l,  A  +  2,  a„), 
.so  dass  man  erhält: 

m  jti  4- w  — A  —  1  1  , 

"*""        an{i  —  an)     ^  +  2m-r   Co^«)^---^)  ^*  ' 
wo 

X+l  1 


^«  =  - 


»*(M  +  »»)  i^(l  — »«,  ^  +  m+l,  A  +  2,  o«) 
zu  setzen  ist.     Um  den  Werth  von  c^^"*)  c„^*"""*)  zu  finden ,  setzen  wir  den 
gegebenen  Werth  von  Cp^^^  in  4)  ein  und  erhalten   daraus  mittelst  einer 
von  J.  F.  Pf  äff  für  die  Summation  einer  speciellen  hypergeometrischen 
Reihe  dritter  Ordnung  gegebenen  Formel : 
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Das  scliliesslicbe  Besaltat  ist  somit 


m 


(M-X)..(ft-A  +  m-l) 


An\ 


jlbereinstininiend  mit  tJem  von  Scheibner  a.  a.  O.  gegebenen. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  d.  königl.  sftchs.  Gesellsch.  d.  W.  15.  MXre  1802.) 


1) 


Integration  partieller  Differentialgleielinngen  der  Form: 


Von  Simon  Spitzer.  —  Schon  einmal  (im  dritten  Bande  dieser  Zeitschrift 
Seite  114)  haben  wir  Gleichnngen  obiger  Form  zum  Gegenstande  der  Inte- 
gration gewählt;  wir  kommen  nun  wieder  zu  obiger  Gleichung  zurück, 
weil  es  uns  gelungen,  das  Integrale  derselben  in  besserer  Form  zu  geben. 

Wir  setzen  nämlich,  um  die  Gleichung  1)  zu  integriren: 

2)  z  =  e«vf{x) 

unter  a  eine  constante  Zahl  verstanden  und  erhalten  durch  Substitution 
des  Ausdrucks  2)  in  die  Gleichung  1) 


p?va_^,„]..,=o 


oder  kürzer 

3) 


A  ^V(.^) 


-  «"/-(j^^o. 


Diese  Gleichung  3)  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  ;tter  Ordnung; 
um  selbe  s«  integeren,  iti  es  nothwendig,  einen  Unterschied  zu  machen 
zwischen  geraden  und  ungeraden  Werthen  von  n. 

Sei  erstens  n  ungerade.    In  diesem  Falle  setzen  wir  in  3) 


4) 


unter  ^  eine  Function  von  x  verstanden,  und  erhalten  sodann,  beiderseits 


gleich  durch  x  '  dividirend : 


.     dx  2  J 


fV  ••  . —  -  — ^' 


dx  ^ 


=  0 


oder  anders  geschrieben : 

iHhl   /     n^}  r 

11  )  il 

'i±i  ) 


5) 


yx  ' 


r  *  . 


dx^  -1 


-«»,U=o. 
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Ftthren  wir  sodann  in  diese  Gleiehung  statt  x  eine  neue  Variable  $  ein, 
mittelst  der  Substitution 

so  erhalten  wir,  da  nach  Lionville  {Journal  de  Feeole polytechnique ,  t.  XV, 
cah,  24,  pag.  51) 


=rd 


u 

11+1 

r«  J 


9a?  2    L       gar 

ist: 

•1+1 

und  dieser  Gleichung  genügt  man  für  solche  Werthe  von  {;,  welche  aus  der 
Gleichung 

hervorgehen.    Aus  O)  folgt  nun: 

};=C,c«*i«S  +  C,<?«*f«{+C,  ««*«««+... +C«e2*.«e 
oder  kürsser 

woselbst  ^ 

^1  »  ^t  >  ^8  »  •  •  •  ^J» 
willkürliche  Constante  und 

Ä  j ,  Jl I ,  Ä  j  I  •  •  •  Än 
die  nWurieln  der  Gleichung  K^sstl  sind.  Da  nun  |=^ar  ist,  so  hat  man 


folglich  ist 


und 


^=1 


sV^6«(y+2^^^)]. 


Da  aber  a  eine  gans  willkürliche  Zahl  und  die  vorgelegte  Gleichung 
linear  ist,  so  genügt  auch  der  Gleichung  1)  eine  Summe  beliebig  vieler 
solcher  Ausdrücke  mit  immer  anderen  und  anderen  Werthen  von  a;  oder 
mit  anderen  Worten,  es  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  1)  für  ungerade 
Werthe  von  n  folgender  Ausdruck: 
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7)  z  =  x^     S    -,^q>9{y+2k^yx), 

der  *^n  entwickelter  Gestalt  die  Form  bat: 

dx  ^ 
woselbst 

Vi  »  9t »  9«  •  •  •  V« 
willkürliche  Functionen  bedeuten. 

Betrachten  wir  nun  den  Fall ,  wo  n  gerade  ist.    Die  Gleichung  3)  ge- 
stattet in  diesem  Falle  folgende  Schreibweise: 

*>  "-""^  ^Ä-  -  *"/■(*■) = ^- 1^^ W'^*'^ + ('  - 1) /'(*) -«**vw] 


—  . . .  =  0, 


woselbst 


4-1 


ferner  Ar"  =  l   ist,  und  wo  zwischen  den  auf  einander  folgenden  Coeffi- 
cienten 

-4»  >  «^i  >  -«I » •  •  •  -«« 
die  Recursion  besteht: 

^^x  =  ^|.  —  r)  ^^,  +  o«**^,^. 

Man  genügt  nun  der  Gleichung  0)  durch  solche  Werthe  von  f{x) ,  welche 
der  Gleichung 

10)       xnx) + (i  -  j)  /"(*)  -  «•**A^) = 0 

entsprechen.    Diese  Gleichung  ist  aber  von  der  zweiten  Ordnung  und  kann 
auf  folgende  Weise  integrirt  werden: 

Führt  man  für  x  eine  neue  Variable  |  in  Rechnung  ein ,  mittelst  der 
Substitution 
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80  erhält  man : 

und  setzt  man  hierein 

unter  i  eine  neue  Variable  yerittanden ,  so  erhSit  man ; 

welche  Gleichung  nach  Laplace's  Methode  integrirt: 

11)  t~   I  e"  (u»— 4c»A*)ir  du 

-2ak 
liefert.   Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  £  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

+1 


12)  t:=r    /e««*«S(l-.tt»)VrfM, 

folglich  ist: 


ferner 


und 


—  1 

+1 


f{x)  =  xT  /e*«*«^(l  — ti*)^rft 


Da  a  eine  ganz  willkürliche  Zahl  und  die  vorgelegte  Gleichung  linear  ist, 
so  kann  man  z  auch  so  schreiben: 


■^'^  /  ^(y  +  2*«^a?)(l  — «•)  *    du 


und  hier  bedeutet  <p  eine  villkürlicbe  Function. 


XXX.  Hotiien  über  einige  beitinunte  Integrale.   Von  Dr.  A.  Ekneper. 
I.    Für  0  <p  <  1  hat  man  bekanntlich : 


00 


l  du=       "^  1 

J  g  +  hu*  2  sinpn  '  g^^P  hP' 

0 

Setzt  man  hierin : 

g  =  i  —  2zcosa+z^y     Ä=  I  — 22roÄJj+2*,     u^^tang'^f^ 
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so  folgt: 

n 1 1 

l  sifip^  (1  —2z  cosct  +  zy-P  (1  —  2zcosß  +  2^)P 

n 
^)    .     {  2 

=  2  C {[ongyY^_:^_ _-.a^. 

J  i^-^2z  (cosaco^il}  +  cosßsin*'^)  +  i^ 
0 

Es  werde  angenommen,  dass  die  Winkel  a  und  ß  von  einander  verschieden 
sind  nnd  /?>«.  Unter  dieser  Voraussetzung  mache  man  im  Integral  der 
Gleichung  l)  die  Substitution 

2)  iang^  =  y ^. 

r     cosg)  —  cosß 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  1)  wird  dann: 

/ 0(p sm  (f 

f/    {cosa  —  cosfpy~^  {cosip  —  cosßy  1 — 2z  costp-^  z^\ 
n 

Für  den  Fall ,  dass  —  1  <  z  <  l  ist : 

sin  (p  «=00 


jr=     £    z^-^smnq^^ 


1  —  2zcos(p'^z*        «-1 

Mittelst  dieser  £utwic|[elung  and  der  Substitution  2)  nimmt  die  Gleichung 
1)  folgende  Form  an : 

n 1 1 

bmp»  (1 — 2zcosa+  z*y-P  {l^2z  cosß  +  z^)P 

"^  "«°^   ,-1  /* W««y 

ii=:i  tJ  {cosa  — COS qi^'P {cos q>  —  cosß)P 

tt 

Setzt  man  hierin  — z  statt  z,  so  folgt: 

f      n  1  1 


\  sinpn  {i  +  2zco8a  +  zy-^  {i  +  2 z  cos ß -f- z*)P 

4)       )  ß 

I       "y^/        x,_i   ,^,   /  sinn  ff 

f        «  =  1  J  {cosa  —  cosfpy-'P  {tosip —co$ß)P    ^' 

Bedeutet  g  eine  positive  Quantität,  kleiner  wie  die  Einheit,  so  giebt  die 
Gleichung  3) : 

1 
n      r gy+t-^ 

I  sinpnj  (1  —  2t  cosa  +  «')'-?  {i^2zcosß  +  z*)P ' 
0 


.dz 


5) 


»^_2»_    I sinnq> ^ 

„  =  i  n^  —  q^J  {cosa  —  cos ipy-^P  {cos (p  —  cdsß)P 
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Wegen 


2t    — i%n  n  m  =  n ; 


wird  die  Oleichang  5) 

1 
sin 


I  stn 
6)      ^      '    « 


in  qn  P  z^  +  tt^ 


(cos a  —  cüsq?)^ -P  {cos g>  —  cos ß)P 


a 

Aaf  ganz  analoge  Weise  folgt  ans  4) 
1 
sin  qn   /* z^+z^^ 

sinpnj  (1  +22Coja  +  z7-i'(l+2rco*j3+«*)' 

J  (cos  a  —  cos  q>)'^''P  (cos  tp  —  cosß)P 
fit 

In  der  Gleichung  6)  mnss  a>0  sein,  während  in  der  Gleichung  7) 
a=0  sein  kann; 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  6)  und  7)  nach  9,  setzt  nach  der 
Differentiation  ^  =  0,  so  folgt: 
1 
2n      r dz  

sinpnj  (1  —  22  cosa-^^z^-P  (1  — 2t  cosß+zy 
0 

_  /'  «— y g 

J  (cos  «  —  cos  q>y  'P  (cos  9 — cos  ß)P 
2n 


_  Z*^ dz_ 

nj  {i  +  2zcos€c+z*y-P\ 


a 

und  durch  Addition 

t 
2 


} sinpnj  (1  +  22  co*of  +  s*)*-''  (r+2«  co*/?  +  2«)^ 
0 

/ 

J  {cos  a — cos  q>)  ^-^P  {cos  9 — cos  ß)P 


r  dz 

J  (l—2z  cos€e  +  z*y-P  {l—^ 


sinpnj  (\—2zcosa  +  z^y-P{i—2zcosß  +  z*)P 

__-  /  _^ o^ 

J  {cos  a  —  cos  q>)^''P  {cos  ip  —  cosß)P  * 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  auch  leicht  direct  ans  3) 
und  4)  ableiten.    Färps^,  «  =  0,  ^=7-  geht  die  Gleichung  8)  über  in: 

1  \n 

r dz_ _J_    /*    rp  dq> 

0  0 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich ;  —  log  — — - ,  die  rechte  Seite 

Y'i      y2     1 

l&sst  sich  schreiben : 


folglich : 

^^2  +  1        /,    cos\q>'\rVco$fp 

^'^9^ — ^,=  1^9 T T/ — ^^9* 

^^2  —  1      J     ^coslfp — Ycosip    ^ 

0 
Differentiirt  man  die  Gleichungen  6)  und  7)  nach  9,  setzt  nach  der 
Differentiation  9  =  1,  so  folgt: 

(zi —  z     i)  logt 


J  {1  —  21  cosa  + 2*y''P{i  — 2z  cosß  +  z*)P 
0 


dz 


=  stnpn.  I-. M   «/         — 

t/  [COS a  —  cos (py"^  (cos q>  — 


cosßY' 


J  Jy¥ 


(z4  — «    *)/o^t ^^ 


2ZC0SU  +  «•)*-*»  (1  +  2ZC0Sß+7^)p 
u 

/  q>cositp  . 

J  [cos  a — cos  q>y^^  (cosg>  —  cos  p)' 
a 

ff 
Für  a=0,j3  =  — ,  p=^\  giebt  die  letzte  Gleichung: 


i  4« 


/l—z    ^"^  z      Sz_}_  f    d_(.    \—Vcosip\ 

0  0 

oder  wenn  man  rechts  log—  s=u  setst  und  links  partiell  integrirt: 

ao  4* 
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Sei  9<1,  dann  ist: 

1 

«     g.(y4-i).>>(y  +  w— 1) 

sin  grc  1 .  2  •  • .  n 

Ö 

Mittebt  dieser  Gleichung  folgt  ans  3) : 

1 
sin  qn . 


1 

"^         ^  stn 


stnpn 
0 


J  (1  —  2«  CO««  +  2«)*-^  (1  —2«  CO« j3  +  t«)P 


^   C  »in\q{n  —  fp) L  ^  ^p  4.  l(l±i)  ^  2 » 

J  (cos «—  CO« (p)*-!'  {cos ^  —  cosß)p\^       ^'^      1.2  '^ 

er 

.  y(i  +  g)(2+g)  ,    .  ^^  ,       ) 

1^  I 9in\q{is  —  y) dip 

2  V  {cos  a — cos  9)*"'  {cos  g>  —  cos  ßy  {sift  ^  v)  • ' 


Auf  ähnliche  Weise  erh&lt  man  aus  4) : 


t 


sin  p  n 
0 


J  (l  +  2 1  cosa  +  2*)^-J»  (1  +  2t  CO« j3  +  z*)P 

\  sin\qtp  dtp 

{cos  a -^  cos  9)*"^  {cos  q>  —  cos  ß)P  {cos  4  9)  • ' 


Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  2=«*^*,  multiplicirt  diese  Gleichung 
auf  heiden  Seiten  mit  c^  cos  au  du  und  integrirt  nach  u  zwischen  den 
Grenzen  0  und  00,  so  folgt: 


1        r e^"  cos  au  du 

sinpnj  (l  +22-"  cosa  +  «-»«V-f»  (i  +  22—  co«j3  +  c-'«) 
0 

^1  »%?>(-> l)"-^2>i   /  stnng> ^ 

«  «=1      n*+a*     J  {cos€i-'Cosq>y'^{cosq)  —  cosßy 

_  1  r g^y  — e>-«<P 

c"  —  e^^^J  {cosa'^cosqiy''P{cosq) — cosß)P    ^' 
tt 

Statt  der  vorstehenden  Gleichung  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  all- 
gemeinere Relationen  zwischen  bestimmten  Integralen  aufstellen,  von 
denen  die  bemerkte  Gleichung  ein  besonderer  Fall  ist,  die  indessen  wegen 
ihrer  Complication  hier  niclit  weiter  ausgeführt  werden  sollen. 
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IL    Ist  u  eine  beliebige  reelle  Qaantität  und  0  ^.  2:  <  1 ,  so  hat  man 
bekanntlich : 

(e-n^e'-')öos^z  _     u        --^  i         u  .  ^         j 

Darch  Addition  und  Snbtraction  dieser  Gleichungen  erhält  man : 

»^ 1  — g-^"» 

-2  1— 2«-"*co5fr2  +  «-"*-« 
'  *  tt  *=*^  j  .tt  ti  I 

1  — g-^«« 


11  =  00 


Setzt  man  in  die  Gleichung  2)  — ,  ~  statt  ti,  ;,  so  geht  dieselbe  über  in: 


l  -e    2'»~i 


l+2e    '^  cos—  +  e    »-» 

■  =00 


~  «fi  »u«+[(2fi~l)2-  +  tJ«"*"tt»  +  [(2«— l)2--t]«J' 
Legt  man  m  alle  positiven,  ganzzahligen  Werthe  bei,  so  dnrchlftuft 
(2if  — 1)2"*,  für  »=1 , 2, 3  . . .,  alle  geraden  Zahlen;  ans  der  vorstehenden 
Gleichung  folgt  also : 


ux 

«  "=«>   l i—e    ^*" 

2    «=i   2-»  _!!«        -52        !Lf. 

_«=^  j _M U  J 

~  »fl  U«  +  (2»  +  2)*"^ti*+(2ii-«/f' 

Diese  Gleichung  von  1)  abgezogen  giebt : 

«  ^^ 
n  1— €-«««  Ä-^^JJ^  1  1  —  «    ^""^ 


1+2«    «-  eo»^  +  C    »T« 
2 


oder  wenn  man  — ,  —  statt  ti,  2  setzt  und  links 
n     n 
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:^+    ^ 


«=«1       «    '■'eosl^  +  ^    ^- 


3)     J  l+»e    I-COJ-  +  C    «— » 

2 


Der  Term  unter  dem  Summen  zeichen  auf  der  linken  Seite  kann  nach 

Potenzen  von  c"*"  entwickelt  werden,  wenn  f=—  gesetzt  wird,  nur 

dürfen  gleiche  Potenzen  von  c"  nicht  mit  einander  vereinigt  werden,  da 
der  Ausdruck : 

«(e"*"  cos  sz — e^^***  co$2sz  +  e^^^^  cosZiz  . . .) 
Null  zur  Grenze  hat  für  £  =  0,  aber  nur  dann,  wenn  in  der  eingeklammer- 
ton Reihe  die  positiven  Terme  nicht  von  den  negativen  getrennt  werden* 
Mittelst  der  Gleichung  3)  findet  man ,  wegen 

OD  00 

/u  cosu  ^  fu  cos  zu  - 

I  .du=  I —du 

Jt^+z*  J     l  +  t^ 

0  0 


OD 

^coszu^         ^'^  ncosnz  ,    „,      ,v«  i      *» 
0 


ß 


+  £{- 1)"-»  ^^r+^  co>^nz  +  X(- 1)-'  ^j^-^  cos^m 

+  ... 
Hnltiplieirt  man  diese  Gleiehnng  anf  beiden  Seiten  mit 

und  integrirt  nach  z  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,  so  folgt: 


00 


'  mu  «sOO  «,/>  —  «« 


0 

n 


;v-r*«='2^  T-i— +  -s(-l)"-•-i4-.«-*"• 
l^-«•  «si   «*+l  '      n'  +  2» 


+  ^(-»)-'»-^-*" 


Setzt  man  in  3)  z  =  a,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  e^^du  und 
integrirt  nach  u  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo ,  so  erhält  man  für  das 
vorhergehende  Integral  folgende  Entwickelung: 

00 

2« 


OD  OD 

/wtf-"  ^  /•«f- «•  -        ^'^cosna  .   „,       ^.  .  co^lf 
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Die  Gleichung  3)  giebt  für  z  =  0 

oder  1  +  u  statt  u  gesetzt: 

e^    +1 

Substituirt  man  diesen  Werth  von in  das  Intenal : 

1  +u 

0 
80  folgt  nach  einfacher  Reduction : 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  — dz  und  integrirt  nach  z  zwischen 
den  Grenzen  — a;  und  0,  so  folgt: 

X  OS 

0  0 

log  j  log-- 

+  ... 

Die  Quantität  x  wird  kleiner  wie  die  Einheit  vorausgesetzt.    Setzt  man  in 
4)  z  +  M  statt  u ,  so  folgt : 

11  1 

-f-  .  .  . 


^  -^  +1 

Mittelst  dieser  Gleichung  und  4)  lassen  sich  die  Integrale : 

00  00 


-—-du—  I  ——du,     I  7-7— du=^  I  -T—du, 
0  0  0  0 

OD  00 

/COS zu.  Ccosu  ^ 

— ^M=   I — i — du^ 
l  +  M  e/    2  +  W 
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/ 


00 

'sin  z  u 


=  00  ze- 


piir  du=  £    4Vv  +  <S(—  l)— »  ^^r. 
1+«  »=1«*+*'  rt»  +  (2«)» 


+  ''^     *J       „•+(4«)»  +  '*^     ^>      «•  +  (8j)'  +  -'* 


XXXL  lieber  die  elliptiiolia  Kegelfläehe.  Von  Dr.  A.  Emneper.  — 
Es  seien  im  Räume  zwei  Ellipsen  gegeben,  den  Durchschnitt  ihrer  Ebenen 
nehme  man  znr  Achse  der  x,  die  Achse  der  y  und  z  mögen  in  den  Ebenen 
der  Ellipsen  liegen  und  senkrecht  auf  der  a;- Achse  stehen,  so  dass  jede 
der  Curven  in  ihrer  Ebene  auf  ein  orthogonales  System  bezogen  ist  Die 
Gleichungen  der  beiden  Ellipsen  seien : 

1)  aa^  +  ay  +  2bxy  +  2cx  +  2cy  +  e  —  0^     «  =  0, 

2)  «a:*+«V  +  2jJa:z  +  2ya?  +  2y«+f  =  0,     y  =  0, 
Ist  (X|,  yi)  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  1),  so  hat  man: 


bc — äc 


yi  =  - 


bc — ac 


aa — 6* 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  l)  einen  Diameter  parallel 
der  ^- Achse,  bezeichnet  durch  d  seine  halbe  Lftngei  so  hat  man  für  d  die 
Gleichung : 

^  a  'aa'  —  b*' 


wo 


3) 


a  ö  c 
b  a  c 
c    c     e 


Für  den  Inhalt  f  der  Ellipse  hat  man  die  Gleichung 

I   — «  (a«'-6»)»' 
wo  n  wie  gewöhnlich  das  Verhültniss  des  Diameters  zar  Peripherie  eines 
Kreises  bezeichnet.     Für  die  Ellipse  2)  sollen  A,  ^  und  ^  analoge  Bedeu- 
tungen haben,  wie  rf,  r  nnd  ^fttr  die  Curve  1).    Es  ist  dann: 


**  =  - 


a  a« 


i'— a«' 


P' 


4) 


«     p 
ß    « 

r    Y 
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Aus  den  obigen  Gleichungen  leitet  man  leicht  die  folgende  ab : 


5) 


9>' 


Q*  (aa  —  by        ra^ö' 


Nimmt  man  die  Ellipse  1)  zur  Directrix  einer  Kegelfiäche,  deren  Spitze 
im  Punkt  (u,  v,  w)  liegt,  so  sehneidet  diese  Kegelfläcbe  die  Ebene  der  (jx^  z) 
in  der  Curve: 

a  jr*  +  2cx  +  6  +  (a  m*  +  26  wr  +  aV+  2cm  +  2c'»  +  ä)  -5 

AT 
Xt 
W  '  W 

Soll  diese  Curve  mit  der  Ellipse  2)  identisch  sein,  so  hat  man  folgende 
Gleichungen,  in  denen  X  eine  Unbestimmte  bedeutet: 

6)  au  +  bv  +  c=i--lßiv^     cw  +  c'p  +  e  =  —  i/w, 

aw*  +  26fii;  +  aV  +  2CM  +  2c't?  +  e  =  AaV. 
Bildet  man  das  Product 


—  2(aM  +  6t?  +  c) 2(cM  +  c'p  +  e)  —  =0. 


a 

b 

c 

1 

0 

0 

b 

a 

c 

u 

V 

1 

e 

c' 

e 

0 

0 

1 

so  folgt 


rV' 


rv- 


a  b  c 


c  c 

Diese  Gleichung  mit 

t  0    0 
u     V     \ 

0  0     1 

multiplicirt ,  giebt ,  wegen  der  Gleichungen  6) : 

lu  —kßw 


d.  i.  nach  4) : 


—  Xßfo         Xan^    — Xyw 
Xy       — X'yiv  X% 


rr'ss:  A'^.w*. 


Diese  Gleichung  giebt  wegen  a=^Xay  rc^v*=Q(^n^,    Eliminirt  man  — 
zwischen  dieser  Gleichung  und  5) ,  so  folgt : 

\v(p/       \dj  v,(p      d*' 

Die  Coordinaten  w,  v  sind  den  Perpendikeln  proportional  gefüllt  vom 
Punkte  ({/,  V,  rv)  aus  auf  die  Ebenen  {x^  y)  und  {x^  z).    Hieraus  folgt: 

Nimmt  man  die  Schnittcurven  zweier  Ebenen  E  und  E'  mit  einer 
elliptischen  Eegelflftche  als  Basen  zweier  Cjlinder,  deren  Höhen  die 
Entfernungen  ihrer  Basen  von  der  Spitze  des  Kegels  sind,  so  ver- 
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halten  sich  diese  Cjlinder  ihrem  Inhalte  nach  wie  die  Cnben  der  Dia- 
meter ihrer  Basen,  welche  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  E  und  E' 
parallel  sind. 
Fdr  den  Fall,  dass  die  Ebenen  E  und  E'  parallel  sind,  geht  das  vor- 
stehende Verhältniss  der  Diameter  über  in  das  Yerhültniss  zweier  beliebig 
parallelen  Diameter  der  Basen.    Nimmt  man  drei  Ebenen  Ey  E\  E'\  so 
erhält   man   ein  Verhftltniss    zwischen  den  Diametern  der  Schnittcurven, 
welche  den  Durchschnitten  der  Ebenen  E^  E\  E"  parallel  sind. 

In  den  Gleichungen  l)  und  2)  ist  der  Anfangspunkt  de'r  Coordinaten 
nicht  fixirt.  Die  Gleichungen  der  Polaren  fUr  diesen  Punkt  in  Beziehung 
auf  die  Curven  1)  und  2)  sind : 

Diese  Geraden  treffen  die  x  -  Achse  in  demselben  Punkte  07  = 

c 

= ,  hieraus  folgt: 

y 

Sollen  zwei  Kegelschnitte  derselben  Kegelfläche  angehören,  so 

müssen  die  Polaren  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Schnittlinie  ihrer 

Ebenen  diese  Linie  in  ein  und  demselben  Punkte  treffen.   , 

Der  Pol  der  or- Achse  und  der  Mittelpunkt  der  Cnrve  l)  liegen  auf 

der   Geraden  aa:  +  6y  +  c  =  0,    die    beiden   entsprechenden  Punkte  der 

Curve  2)   liegen  auf  der   Geraden  aa:  +  /?z  +  c  =  0.    Nach  6)  schneiden 

diese  Geraden  die  x  -  Achse  in  demselben  Punkte«    Hieraus  folgt : 

Gehören  zwei  Kegelschnitte  derselben  Kegelfläche  an ,  so  liegen 
ihre  Mittelpunkte  und  die  Pole  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  in  einer 
Ebene. 

Anmerkung.  Für  die  elliptische  Cylmderfläche  findet  man  leicht,  dass  die 
Diameter  Eweier  Ellipsen,  welche  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  parallel  sind ,  gleich 
sind ,  wenn  die  Ellipsen  derselben  Cylinderfläche  angehören. 


__— .—         _  /  1.  ^~~  cos  "*  Sa 

XKXII.    Ueber  das  bestimmte  Integral    / , —  dx.    Von  Dr. 

0 
J.  Stefan.   —  Ich  betrachte  nur.  den  Fall  eines  ganzen  positiven  m.    Ist 
m  eine  gerade  Zahl,  also  m  =  2n,  so  benutze  ich  die  Formel 

2^^^^co8^*x=zcos2nx+  l  ^J  cos  {2n^2)x  +  (  ^jcos(2n  —  4)x  +  ... 
Setzt  man  darin  x=^0^  so  folgt: 

"-='+C.")+(Y)+-'-+(.-.)+*C:)- 
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Subtrabirt  man  von  dieser  Gleichung  die  vorhergehende,  multiplicirt  dann 

dx 
mit  -T-  und  integrirt  von  0  bis  oo,  so  folgt: 

X 

0  0  0 

0 
Nun  findet  man  leicht 

00  00 

1)  J  —^—dx^aj  ~'äx=- 

0  0 

und  diese  Formel  auf  die  in  der  voranstehenden  Oleichung  enthaltenen  In- 
tegrale anwendend  erhält  man 

'""ß^=^"= f  [" + C")  ('■»-') + (")  (»—)+••• 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  lii  den  Klammern  befindlichen  Reihe  mit 
Sj«,  so  ist 


0 

För  den  Fall  eines  ungeraden  m  setze  ich  m  =  2n  —  1  und  benutze  die 
Formel 

2'"-*co*2«-Ja:  =  co5(2n  — l)a?  +  ^  "~  j  €08{2n—Z)x  +  . . . 
Setzt  man  darin  a:  =  0,  so  folgt: 

,..-.=.+(V)+C"r')+-+C.-.')- 

Subtrahirt  man  von  dieser  Oleichung  die  voranstehende ,  multiplicirt  wie- 

dx 
der  mit  -y  und  integrirt  von  0  bis  oo,   so  erhält  man,  die  Formel  1)  an- 

X 

wendend, 
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Bezeichnet  man  die  Summe,  der  in  den  Klammern  befindlichen  Keihe  mit 
Stn^ii  80  ist 

3)  J ^- ^^  =  ^nriri^2«-i. 

0 
Es  handelt  sich  noch  darum,  die  beiden  Summen  1^2«  und  52«- 1  ausza- 
werthen.  Eine  Kelation  zwischen  den  beiden  Iftsst  sich  auf  folgende  Weise 
gewinnen.    Aus  der  bekannten  Gleichung 

(j)=(?=:)^er') 


folgen : 


Co")=CV) 

C.")=C"o-')+Ct') 

(V)=C"r')+C"r') 


\n  —  lJ~\n^2)  —  \  «  — i;- 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  2;i,  2it — 2,  ..•4,2 
und  vereinigt  die  Producte  durch  Addition,  so  ist  die  resnltirende  Gleichung 

4)  52«  =  252«-i. 

Aus  dieser  Relation  folgt  das  merkwürdige  Resultat 


00                                            00    « 
0                                      0 

oder 

QC 

6) 

1 dx  =  0. 

0 
Um  die  Werthe  der  beiden  Summen  zu  finden ,  setze  ich 

Daraus  folgen  die  Gleichungen: 

Co")"    =(v)' 

e,«)(,._„=(v).-c,"). 
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Vereinigt  man  diese  Gleichnngen  dnrch  Addition ,  so  folgt : 

nnd  somit  das  Endergebniss 

OD  00 


KxXtil.  Ueber  die  Yereinipingaweite  der  von  einem  EoUspiegal 
refleotirten  Strahlen«  Von  Dr.  J.  Stefan.  —  In  den  Lehrbachern  der 
Physik  wird  gewöhnlich  nnr  eine  Näherangsformel  flir  die  Vereinignngs- 
weite  der  von  einem  Hohlspiegel  refleotirten  Strahlen  abgleitet  nnd  awar 
so ,  dass  man  sich  schon  während  der  Ableitung  Vernachlässigangen  er- 
laubt, welche  die  an  die  strengen  Methoden  der  Geometrie  gewöhnten 
Schttler  wenig  befriedigen.  Deshalb  theile  ich  hier  die  folgende  sehr  ein- 
fache Ableitung  der  strengen  Formel  mit 

Sei  PQ  (s.  Fig.  1,  Taf,  II)  der  Durchschnitt  eines  sphärischen  Concay- 
spiegels,  0  der  Krümmungsmittelpunkt,  SM  die  Richtung  des  einfallenden, 
MB  die  Richtung  des  refleotirten  Strahls,  so  handelt  es  sich  darum,  die 
Lage  von  B  gegen  A  oder  0  zu  ermitteln. 

Verlängert  man  MO  bis  (/,  so  dass  SO  =  SO'  wird,  so  sind  die  beiden 
Dreiecke  MSO'  und  MBO  ähnlich  .und  man  hat 

OBiOM^SO'iffM. 

Setzt  man  50  =  rf,  OB=iS,  OM=r  und  den  Winkel  MOA=z(p, 
so  ist 

0'M=OM+00'=r  +  2dco8^ 
und  aus  obiger  Proportion 

r  +  2dco8(p^ 
woraus  man  fp  =  0  setzend  die  bekannte  Näherungsformel  erhält« 

£ine  ähnliche  Construction  lässt  sich  auch  beim  Convexspiegel  zur 
Ableitung  der  Formel  für  die  Bildweite  verwenden,  man  hat  daselbst  den 
Radius  zum  Einfallspunkte  nur  über  diesen  und  nicht  über  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt hinaus  zu  verlängern. 


XXZIY.  Ueber  die  Formeln  ftr  barometrisehe  HMieaaesfangen. 
Von  C.  M.  OuLDBERO,  Lehrer  an  der  königliehen  Militärakademie  in 
Christiania.  —  Herr  G.  S.  Ohm  hat  in  seinem  Werke:  „Grundeüge  der 
Physik^^  und  auch  in  den  „Astronomischen  Nachrichten**  eine  Formel  für 
Barometermessungen  gegeben,  die  von  der  gewöhnlichen  Lapl^kce' sehen 
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Formel  verschieden  ist.  Im  dritten  Hefte  der  yorliegenden  Zeitschrift  hat 
Professor  H  o  g  g  dieselbe  Formel  aufgenommeD  und  als  die  genauere  be- 
trachtet. Dieses  ist  abet*  nicht  der  Fall,  und  wie  ich  im  Folgenden  zeigen 
werde,  ist  die  alte  Laplace'sche  Formel  die, richtige.  Bemerkt  man^  dass 
die  Formel  für  Barometermessungen  von  einer  Differentialgleichung 
abgeleitet  ist,  die  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Atmosphäre  aus- 
drückt, so  sieht  man  ein,  dass  es  ganz  gleichgiltig  ist,  welches  £lement 
man  betrachtet,  um  diese  Gleichung  darzustellen,  wenn  man  nur  auf  alle 
wirkenden  Kräfte  Rücksicht  nimmt. 

Laplace  hat  ein  Cjlinderelement  betrachtet;  zwar  hat  er  die 
Schwerkräfte  als  parallele  angesehen ,  dies  ist  aber  ohne  Einfluss  auf  das 
Endresultat,  wie  es  leicht  zu  zeigen  ist.  Ohm  hat  ein  Kegelelement  be- 
trachtet, hat  aber  die  Seitendrucke,  die  bei  einem  solchen  Element  in  Be- 
tracht kommen  müssen,  vernachlässigt. 

An  der  Erdoberfläche  in  einem  beliebigen  Punkte  Jlf^  (Fig.  2,  Taf.  II), 
dessen  Breitegrad  =  A  ist,  denkt  man  sich  eine  Verticale  OM^  gelegen  und 
auf  dieser  Yerticalen  hat  man  in  zwei  Punkte  M^  und  M^  die  Barometer- 
höhen gemessen.  Die  Temperatur  der  Luft  in  M^  und  M^  sei  /,  und  /,.  Der 
mittlere  Erdradius  sei  R\  die  Intensität  der  Schwere  in  M^  sei  g^=g^ 
(1  —  ßcos2h)y  wo  fifo  <liö  Intensität  der  Schwere  bei  45*  Breite  ist  und  ß 
eine  constante  Grösse  =0,002588. 

Nun  denkt  man  sich  statt  der  Erde  eine  Kugel ,  deren  Radius  =  R 
ist;  diese  Kugel  sei  von  einem  Gas  umgeben,  dessen  Temperatur  überall 

constant  ist  ==  i  =- -:  endlich  aei  die  Intensität  der  Schwere  an  dieser 

2 

Kugel  tiberall  dieselbe  =^=r^o  (1  —ß  cos 2h)  und  nach  dem  Mittelpunkte 

dieser  Kugel  gerichtet. 

Ich  erlaube  mir  hier  di^  Bemerkung  zu  machen,  dass  man  in  den 
Lehrbüchern  nicht  ausdrücklich  auf  die  Nothwendigkeit  aufmerksam  ge- 
macht wird,  dass  auf  dieser  idealen  Kugel  die  Intensität  der  Schwere 
überall  gleich  ist  und  zwar  =^o(i — ßi  cos  2h),  Man  kann  nämlich  nicht 
annehmen ,  dass  auf  dieser  Kugel  die  Intensität  der  Schwere  veränderlich 
ist  und  dem  Gesetze  g  =  gQ(l — ß cos 2h)  folgt,  wo  h  den  Breitegrad  an 
dieser  Kugel  bedeutet. 

Denn  in  diesem  Falle  könnten  die  Schwerkräfte  nicht  parallel,  auch 
nicht  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gerichtet  sein.  Die  Einfübrnng 
der  Veränderlichkeit  der  Intensität  der  Schwere  in  die  Barometerformel 
beruht  also  auf  einem  falschen  Princip.  Man  berücksichtigt,  dass  die  Cen- 
trifugalkraft  und  die  ellipsoidische  Form  der  Erde  die  Intensität  der 
Schwere  verändert,  aber  nicht,  dass  die  Richtung  der  Schwere  auch 
verändert  wird.  Wenn  man  nur  die  Centrifugal kraft  berücksichtigt  und 
also  eine  Kugel  betrachtet,  die  um  eine  feste  Achse  rotirt,  ist  es  leicht, 
die  wahre  GleichgewichtsbediDgung  aufzustellen ,  und  man  findet,  wenn  p 
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der  Luftdruck  ist,  —  =  Mdr  +  Ndh^  wo  -—  =  — -  ist,  welche  Gleichung 
p  an        dr 

leicht  zu  integriren  ist;  es  hat  aber  kein  praktisches  Interesse,  weil  die 
Wirkung  der  EUipsoidicität  von  demselben  Grad  ist  und  folglich  auch  be- 
rücksichtigt werden  mnss. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  zu  unserem  Problem  zurück  und 
betrachten  ein  Kegelelement  begrenzt  von  zwei  concentrischen  Kegel- 
flächen, dessen  Mittelpunkt  der  der  gegebenen  Kugel  ist  und  dessen  Achse 
die  Verticale  durch  M^  ist  (Fig.  3,  Taf.  11). 

Auf  diesem  Kegelelement  wirken  nun  folgende  Kräfte :  Auf  die  obere 
Fläche  BB^^  deren  Kadius  OB  =  r^  ist,  wirkt  normal  ein  Druck  p^  per 
Flächeneinheit;  auf  die  untere  Fläche  AA'  mit  Radius  OA  =  rQ  auch  ein 
normaler  Druck  =/)o.  Auf  die  Seitenfläche  ABB'a'  wirkt  normal  ein 
Druck,  der  variabel  ist  und  mit />  bezeichnet  wird.  Endlich  wird  das  ganze 
Element  von  der  Schwere  angezogen,  deren  Richtung  nach  0  geht.  Nun 
seien  LXOA  =  LJCOB  =  g)f,,  LÄOM=q>'^  OG=^OM=zr.  Der  Druck 
in  dem  Punkte  M^^  sei  =:  P  und  q  gleich  dem  Gewicht  einer  Kubikeinheit 
Luft  in  Mf^.  Zerlegen  wir  jetzt  alle  wirkenden  Kräfte  nach  zwei  Richtun- 
gen, nämlich  parallel  OÄ  und  senkrecht  derselben;  alle  die  letzteren  Com- 
ponenten 'heben  sich  auf,  weil  Alles  ringsum  OÄ  symmetrisch  ist.  Wir 
haben  folglich  nur  die  Componenten  längs  OX  zn  betrachten.  Betrachten^ 
wir  ein  kleines  Element  in  C\  dessen  Abstand  von  OJ[=BC'=:rf  sin  ip 
ist,  und  denken  wir  uns  eine  feste  Ebene  durch  OX  und  sei  t(;  der  Winkel 
zwisehen  dieser  Ebene  und  der  Geraden  BC\  so  ist  die  Grösse  dieses 
Flächenelementes  :=  r^^<pr^sinq>  d'^\  der  Druck,  zerlegt  nach  OX^  wird 
dann  =p,  cosg)  per  Flächeneinheit  und  folglich  der  Druck  auf  das  Ele- 
ment ^=^p^r^  sintpcos(pdfpd^f\  also  für  die  ganze  Fläche  B  ff  wird  der 
Resultantdruck  nach  OX 

=Pi^*  I   I  d^ sinq>  cos(p  dq> s=  n sin* q>Qr^''pi. 
0  0 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  die  untere  Fläche  AA'  den  Resul- 
tantdruck s=  n  sin*  g?,  r/Po* 

In  einem  beliebigen  Punkte  G  an  der  Seitenfläche  wirkt  ein  Druck  p 
normal  OBj  zerlegt  nach  OX  wird  dieser  Druck  =  p  Wn g?| ,  also  hat  der 
Druck  für  ein  Ringelement  =zp  sinipi^nrsinfp^dr^  und  für  die  ganze 
Seitenfläche  ist  der  Druck  nach  OX 

=•2«  sin^fft   I  pr  dr. 

Endlich  betrachten  wir  ein  Element  M  im  Inneren  des  Kegels;  das 
Volumen  eines  solchen  Elements  wird,  wenn  man  dieselben  Bezeichnun-^ 

-        '  o  ^ 
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gen   wie  bei  C'  einführt,   r  dq>  r  sinq>  dip  dr\   nun   ist  das  Gewicht  einer 

p  Ä* 
Kubikeinheit  Luft   in  iV  =  g  —-  — ,    folglich   das  Gewicht  des  Elements 

^=z  q^  R*  sintpdfpdi^dr\  die  Anziehung  der  Schwere  wirkt  nach  M^^  und 

der  Component  derselben   nach  OX  wird  s=q  —  E*  $ingf  co8q>dq>  drif  dr^ 


also  der  Resultantdruck  der  Schwere  für  das  ganse  Kegelelement  ABB'A* 
x=:^  R*  I   I   jdrlfsintpcosqfdtppdr^zq  —  n ««•y,    /  p  dr. 


ro  0    0 
Die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  giebt  nun : 

nsin*q>tPiri*  +  q  —  nsiTi^<Pf  j  pdr  ssznsin*q>^pQr^  +  2nsin^qfi  j  pr  dr. 


Bei  Reduction  findet  man : 

/"       r,  r, 

Pi  rt*  —PfV  =  2j  prdr  —  q  —J  p  dr. 

Lässt  man  nun  r|  sich  r^  nähern,  bekommt  man  die  Differential- 
gleichung : 

d{pf*)^2prdr  —  q^pdr, 


oder 


das  heisst : 


R^ 
r^dp  +  2prdrz=itprdr — q  -r^pör, 


r^dp  =  ~^pR^dr, 


oder 

dp=i  —  ^pTj^'''    (L'^place's  Formel.) 
Wenn  man  dagegen  die  Seitendrucke  vernachlässigt,  hat  man: 

Pi  rt^—Po^o*  =  —  y  -jpj  P  'dr, 
oder  die  Differentialgleichung : 


oder 


d{pr*)^-^q—pdr, 


r*dp  +  2prdr=z  —  q^  R^dr, 
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also 


dp  =  —p(l^dr  +  jdr\  •  (Ohm's  Formel.) 


Man  sieht  also,  dass  die  Berücksichtigung,  dass  die  Schwerkräfte 
gegen  den  Mittelpunkt  gerichtet  sind,  ohne  Einflnss  auf  die  Form  der 
Differentialgleichung  ist. 

Es  bleibt  nur  übrig,  su  seigen,  dass  die  Beobachtung  des  Luftdruckes 
durch  eine  Quecksilbersäule  dasselbe  Besultat  liefert,  ob  man  die  Schwer- 
kräfte als  parallel  oder  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  ansieht.  Im  letz- 
ten Falle  sind  die  Gleich  drucksflächen  concentrische  Kugelflächen.  Der 
Druck,  den  die  Quecksilbersäule  an  der  Fläche  AA'  (Fig.  4,  Taf.II)  aus- 
übt, mu88  gleich  dem  Druck  der  Luft  in  demselben  Abstand  OA^:^r^  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  sein.  Sei  M^Ksszb  gleich  der  Höhe  der  Quecksilber- 
säule, sei  Y  gleich  dem  Gewicht  einer  Kubikeinheit  Quecksilber  bei  der 
Erdoberfläche  und  bei  derselben  Temperatur  wie  in  Mi ,  so  ist  im  Punkte 
JftT,  dessen  Abstand  OM=zr  ist,  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  Queck- 

Silber  =  y  --j  •    Betrachtet  man  ein  kleines  Element  in  iV,  dessen  Volumen 

=:r  ^9  rsin^dip  dr^  indem  wir  dieselben  Beseichnungen  wie  früher  an- 
wenden, so  ist  die  Anziehung  dieses  Elements,  zerlegt  nach  OX^ 

s=z  rdqf  r8tn<p  dip  dr  y—  €Osg>. 

Folglich  wird  die  Resultantkraft  in  Jf|  für  die  ganze  Quecksilbersäule, 
wenn  OBz=sOIC=r^  +  b^  LXOCz=z^\ 

=^yR*  I    I   j  d^  smq>  costp  dtp  dr=^nyR*  1  siifq>dr\ 
rj   0    U  ri 

bezeichnet  nun  ^  den  Badius  des  Cjlinderrohrs ,  so  ist  ffs=:rsifigi\  folglich 
Laben  wir: 


,yÄ«/ 


rj-fft  r^-^b 


tm*^'  dr=snQ*yR^  j  -^z=:yni^* 


riin  +  b)' 


Die  Resnltantkraft  des  Luftdrucks  Pi  auf  die  Fläche  AA'  ist  nun  auch 
nach  den  früheren  Gleichungen  npir^ mn^fp^^  wo  tp^^LXOA^  also  weil 
^  z=  Ti  m  9i ,  bekommt  man 

»p.^  =  y«^*Ä«^-^A__  oder  p,=yl,-^^. 

Man  hat  folglich  genau  dieselbe  Formel,  wie  wenn  man  die  Schwer- 
kräfte als  parallel  und  den  Quecksilbercjlinder  als  eben  betrachtet. 
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Berichtigungen  zum  4.  Hefte  dieses  Jahrganges. 


Seite  271  Zeile  15  v.  o.  setze  sechsseitige  für  sechsseitigen. 

12  T.  u.  setse  iftrdnderHeh  für  nnveränderUch. 
11  V.  u.  setze  >  l  für  <1. 

6  V.  u.  setze  für  „kleiner" :  grösser  \  beim  Ikosiietraeder  sind  2  gieicK 
das  dritte  ist  kleiner,  (Hier  sind  also  die  sämmtlichen  Wörter 
bis  auf  das  letzte  dieser  Correctur  ausgelassen.) 

7  T.  o.  setze  für  die  Silbe  sem  die  Silbe  sen. 
14  V.  n.  streiche  das  toi  an  nnregeU. 
11  y.a.  seiMB  parallelflde/äg-  für  parallelformig-« 

8  V.  n.  setze  des  für  dec. 

1  V.  n.  setze  "^  für  ^  . 
o  2 

7  V.  o.  setze  r  für . 

m^i  m 

8  y.  o.  vertausche  den  letzten  Buchstaben  u  mit  n. 

mn 

^-*»  yv  A  »i  +  l  tnn 

278     »,      9  V.  o.  setze  a?  =  -  — 


99 

271 

» 

271 

1» 

271 

1» 

272 

1) 

272 

» 

272 

»9 

272 

»1 

274 

1» 

278 

It 

278 

m         mn-^ti — m 

n 7 

m-fl 

270  „  19  y.  n.  setze  homoedrischen  für  hemiedrischen. 

279  „       5  y.  u.  setze  Phänomene  für  PhKnomen. 

279  „      3  y.  u.  setze  mochte  für  möchte. 

281  ,'t  10  ^*  Q*  ^^  hinter  der  ernten  Silbe  das  Bindeseichen  ausgelassen« 

282  „  16  y.  u.  ist  für  das  letzte  Wort  „ein*'  zu  setzen:  im. 

282  „     15  y.  o.  ist  das  erste  „beiden"  zu  streichen. 

283  „      2  y.  o.  setze  Dove  für  Dorn. 
383     ,y      9  y.  o.  setze  nelchen  für  welche. 
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üeber  einige  Formeln  ans  der  analjrtischen  Oeometrie 

der  Flächen. 

Von  Dr.  A.  Ennepeb  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 
( Fortsetzung  der  Abhandlung  T.  VII,  p.  313  dieser  Zeitschrift.) 


X. 

Die  Coordinaten  ar,  y,  z  eines  Punktes  einer  Curve  doppelter  Krüm- 
mung seien  Functionen  einer  Variabein  w.  Das  Bogenelement  der  Curve 
bezeichne  man  durcb  ds,  ferner  sei  q  der  Krümmungshalbmesser,  r  der 
Torsionsradius  im  Punkte  (:r,  y,  z).  Die  Winkel,  welche  die  Tangente, 
Hauptnormale  und  die  Normale  zur  Krümmungsebene  mit  den  Coordinaten- 
achsen  bilden ,  seien  respective 

«»  ßy  y* 

a,   6,  c. 
Für  die  Differentialqnotienten  von  cos  a  etc.   nach  w  hat  man  dann 
nach  Serret  {Journ.  de  Math,  XVI, p.  103)  folgende  Gleichungen*): 

dcosa       cosk  ds       dcosß cosfi  ds       d  cosy  ^^cosv  ds 

dw  p      dw^       dw  Q     drv^      dtv  g     dw^ 

dcosa      cosk  ds      dcosb      cos^ds      dcosc      cosv  ds 
dw  r     drv^      dw  r     dw*      dw  r     dw* 

di 


drosk /cosa       cosa\ds       dcosfi /cosß       cosb\d^ 

^'dw~       ^\"7"         f^/dw'    "dw^  ~~\'^      ^Vjdw* 

(cosy       cosc\ds 


d  c.osi 


*)  Die  Winkel  1,  ^,  v  und  a,  6,  c  bezeichnet  Serret  respective  durch  {,  17,  (  und 
A,  fi.,  if.  Die  Grössen  a^  b,  c  erscheinen  liier  in  einer  anderen  Bedeutung,  wie  in  I, 
da  sie  jedoch  in  der  hier  gebrauchten  Bedeutung  nicht  weiter  vorkommen,  so  kann 
dadurch  kein  Missverständniss  entstehen.  In  allen  folgenden  Entwickelungen  be- 
zeichnen a^  b,  c  immer  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte  (Jt,y,  x)  einer 
Flftche  mit  den  Achsen  bildet. 


Zeiuchrift  fttr  Mathematik  n.  Physik.  VII,  6.  ^'3'^' 
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lien. 


Der  Mittelpunkt  (|,  ^/,  f)  der  osculatorischen  Kugelfläche   ist  durch   fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

OS   dw  ' 


V  =  y  +  Q  <^0Sii  •^—.  —-  cos  h. 


r 

ds  dw 


C  =  «  +  ^  COSV 1^   öT-  cos  C. 

OS    ow 

dw 

Für  den  Radius  R  der  osculatorischen  Kugelfläche  ergiebt  sich  hieraus  die 
Gleichung : 


^  ^[ds^dw] 

\dw        ) 


Sind  wieder  m,  t;  die  Argumente  der  Krtimmungslinien  einer  Fläche,  so 
sollen  ^1 ,  Tf  und 

«I»   ft»  /n 
^n   f*i»  V,, 

dieselbe  Bedeutung  wie  p,  r,  o  etc.  haben  für  das  System  von  Krümmungs- 
linien, in  welchem  u  allein  variabel  ist,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  osculatorischen  Kugelfläche  und  ihr  Radius  seien  g, ,  i/i,  f,  und  Ä,.  In 
dem  System  von  Krümmungslinien,  in  welchem  v  allein  variirt,  sollen  die 
analogen  Grössen  durch  r,,  ^,,  c, .  . .  bezeichnet  werden. 

In  dem  ersten   System   von  Krümmungslinien  hat  man  w  =  m  und 
ds       ds      ^/itdxW   fdyW   /d zYl 

d^=ru=V\[ru)  +  vrfj  +  (rJ ! =^-  ^^'  ^^^^^  *^'  '^'^^^^  e^«^- 

chungen  und  der  in  V  aufgestellten  Formeln  findet  man  nun : 

d:c  ds      dy  ^  ds      dz  ds 

Vu^'^'^'^dT,^  Vu^'^'^^dT.^  Vu^'^^'y^Vu 

oder 

52),  coBax=:^co$a\   cosßi  =  cosb\    cosy^=:  cosc. 

Durch  Differentiation  nach  u  geben  diese  Gleichungen : 

coskf       cosa  .   M 

=  —77-  -T  -r-  cosa  , 

.nx  jcosui       cosb       M  „ 

>     et  r      '   P  ' 

cosvx       cosc  .   M 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 
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Die  Gleichnngen  für  cosX, ,  cosn, ,  cosv,  nach  u  differentiirt  geben: 
.PI,  /r-ilfVii       fJUr"       .  ^,A  d    r"M 


cos  Oi 


cos  i 


COSCt 


Bildet  man  die  Samme  der  Qaadrate  der  vorstehenden  Gleichnngen,  so 
folgt: 


©•|'*C?)T=(ÄV7 


oder 

d_rrM 
...  P  du    P  d  r"M 

r,        ^^^^^      eu  P 

Die  Gleichungen  für  cosoi^  cosbi^  cosct  werden  hierdnrch  einfacher: 
[cosa^y  \\  +  y-p~j]=— cosa  —  cosa  , 

56)  )  cos  h,y[i+  icF'l\  =  ^ ^ö* *  —  ^0* *"> 

I  cosc^  y  |1  +  V~^)  I  =  -T^cosc  —  cosc  . 

Bezeichnet  man   durch  da'   den  Winkel   zweier   successiven  Krüm- 

mnngsebenen,  so  lässt  sich  die  Gleichung  55)  auch  schreiben: 

dm        d  r'M 

-r—  =  —  arciang  --- . 
du       du  P 

Hieraus  folgt  durch  Integration : 

r'M         ,  ,  ,      _      r"M       ^       /  .  .    .n 
arciang  -—  =  «  +  Ä  oder   -~  =  iang  (co  +  ä), 

wo  h  eine  Constante  bedeutet.    Ans  den  Gleichungen  53)  folgt  aber: 

Q\  1 

cosl^  cosa  +  cos^i  cosb  +  cosv^  cosc  =  —  =  - 


also: 

cosli  cosa  +  cosfii  co«6  +  cosv^  rose  t=  cos  (w'+Ä)* 
Bezeichnet  man  durch  q)'  den  Winkel,  welchen  die  Normale  zur 
Fläche  mit  der  Hauptnormale  der  Krümmungslinie  bildet,  so  ist  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  gleich  cos(p\  folglich  tp'^=^a+h.  In 
einem  anderen  Punkte  der  Krümmungslinie  hat  man  9"=a>"  +  A)  ^^^o 
tp — (p  =  I»  —  a>,d.  h.: 
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Die  Differenz  der  Winkel,  welche  in  zwei  Punkten  einer  Krüm- 
mungslinie  die  jedesmalige  Normale  znr  Fläche  mit  dem  Krüm- 
mungshalbmesser der  Gurve  bildet,  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen 
die  Krümmungsebenen  der  beiden  Punkte  einschliessen. 

Es  ist  ferner  4?  =  cos  q>\  hieraus  folgt : 

Die  Projection  eines  der  Hauptkrämmuugshalbmesser  in  einem 
Punkte  einer  Fläche  auf  die  Hauptnormale  einer  Krümmungslinie, 
welche  durch  diesen  Punkt  geht,  ist  gleich  dem  Krümmungshalb- 
messer der  Curve. 
Substituirt  man  in  die  Gleichungen : 

r,   do* 

t/l  =  y  +  ^t  C08(i^  —  p^  cosb^ , 
tl  =  «+  ^t  CO*  V,  —  ^  ^  C08C^  , 

für  p, ,  cos  kl,  cosüi  etc,  ihre  Werthe  aus  53),  54),  55),  56),  so  gehen  die- 
selben über  in: 

d   r'M        ,  d    M  .  „dr" 

57)       \  ('».-y)^^  T-^**  ""^Tu  P+''"'  1^^ 

,^         .   d    r"M        „^  »    M  ^  „dr"  ' 

«'-^>ä^  ir  =  '-  *cosc~-  +  cosc  -^. 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben: 

\duP)^\dur") 


58)  i?,»: 


Vr"  du  P       P   du  r") 
Für  das  System  von  Ktttnunungslinien ,  in  welchem  v  allein  variirt, 

...„...=..  |i=|i=/|(|5)V(||)V(|i)-|  =  ,. 

Man  findet  für  dieses  System  folgende  Gleichungen : 

''  ,         Pf  .       ^         » 

cos  cf,  =  cos  a  ,    cos  a,  =  -r  cos  ^  +  Qtjr  cos  a  , 

cosß^  =  cosb'\    cosfiLf  =  -T-  cos  b  +  Q^  j-  cos  b\ 

cosyf  =  cosc  ,    cos  Vt  =  V  ^o*  c  +  ^,  ~  cos  c  , 
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59) 


C08C^ 


/l-(T)l=f' 


(&■ 


•         1  + 

,  a    r'N 


cosc  —  cotc , 
V 

dv    0  d  r'N 


(tJ 


-'t 


d    N 


,dr 


cosa  —  ^  +  cosa  -— , 


dv  0 


du 


Ä/= 


\r  Bü  Q       Q  dv  r) 


Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  nnmittelbar  einige  bekannte 
Eigenschaften  der  Krttmmungslinien ,  welche  plan  oder  sphärisch  sind. 
Ist  das  System  von  Krümmnngslinien ,  in  welchem  u  allein  variirt  plan,  so 
hat  man  r^  =  oo,  oder  nach  bb) : 

d         ^       r"M       ^ 
^aretang—=0. 


.       r'Jlf       ^        ^       r''M 
arciang  -—  =  ^, ,  oder    -—  = 


Durch  Integration  folgt  hieraus : 

wo  der  Winkel  ^i  nur  von  v  abhängt«    Die  Gleichungen  &0)  werden  dann: 
cos  «j  =  iin  ^,  CO*  a  —  cos  d,  cos  a\   cos  ft,  =  sin  ^^  cos  b  —  cos  ^,  cos  b'\ 
cos  c,  =  sin  d|  cos  c  —  cos  ^,  cos  c\ 
Hieraus  folgt  unmittelbar : 

cosa^  cosa  +  cosb^  cosb  +  cosCf  cosc  =  find, , 
d.  h.  die  Ebene  einer  Krümmungslinie  schneidet  die  Fläche  unter  einem 
Constanten  Winkel.  Durch  die  Winkel  A]  ,  ^i ,  Cf  ist  im  vorliegenden  Falle 
die  Normale  zur  Krüromungsebene  der  Curve  bestimmt,  und  da  die  Ourve 
plan  ist,  so  ist  diese  Normale  identisch  mit  einer  Normale  zu  ihrer  Ebene. 
Sind  die  Krümmungslinien  des  Systems  (v)  ebenfalls  plan,  so  hat  man 

r,  =  00,  oder    —  arciang  -^  =r  0, 


dv 


woraus  durch  Integration  folgt: 
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rN 

der  Winkel  ^2  i^t  nur  von  u  abhängig« 

Die  yorstehenden  Hesultate  sind  specielle  Fälle  der  sphärischen 
Krümmungslinien.  Ist  eine  Curve  sphärisch,  so  ist  der  Krümmungshalb- 
messer der  osculatorischen  Kugel  in  jedem  ihrer  Punkte  constant.  Soll 
das  System  der  Krümmungslinien  (u)  sphärisch  sein ,  so  muss  nach  58)  in 
der  Gleichung: 

1         \r"  du  P        P  du  r") 


^^-  (|-fY+(|-4) 

\du  P J       \ou  r  / 


/?,  unabhängig  von  t/| ,  also  blosse  Function  von  v  sein.     Die  vorstehende 
Gleichung  giebt  dann  integrirt: 

60)  «.=_^  +  ^n^,  ~, 

wo  ^1  nur  von  v  abhängig  ist.     Für  diesen  Werth  von  R^  werden  die  Glei- 
chungen 57)  einfach: 

il^  =  ar  +  Ä,  co8^^  cosa  +  -R|  sin^t  cosa\ 
i?i  ==  y  +  Ä,  cos  -^1  cosb  +  Ä|  sin  ^,  cos  b'\ 
f,  =  «  +  Ä,  cos  ^,  cosc  +  Ä,  sin%^  cosc\ 
Aus  den'  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  unmittelbar: 

^-^^^  cosa  +'^-^^cosb  +  ^^^  cosc  =  cos^^. 
i?,  Äi  Ä, 

Der  Krümmungshalbmesser    der    osculatorischen  Kugelfläche   bildet 

also  im  Punkte   {Xy  y,  2)   mit  der  Normale  zur  Fläche  einen  constanten 

Winkel,  oder  eine  kugelfläche,  welche  eine  sphärische  Krümmungslinie 

enthält,  schneidet  die  Fläche  unter  einem  constanten  Winkel.     Sind  die 

Krümmungslinien   des   Systems   (1;)    ebenfalls   sphärisch,    so    ist   in    der 

Gleichung: 

(L  i  !L  —  -  i  lY 
JL^       \r   dv  0        Q  dv  r) 

^«'^TTZYlTi  lY 

Bf  nur  von  u  abhängig.     Die  vorstehende  Gleichung  integrirt  giebt : 
62)  -___  +  ,,n^.--, 

wo  ^,  eine  Function  von  u  allein  ist.     Der  Mittelpunkt  (1,,  1;,,  £,)  der  os- 
culatorischen Kugelfläche  ist  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 
If ,  =  a?  +  Bf  cos  d'f  cos  a  +  Bf  sin  ^,  cos  a\ 
iy,=  y  +  Bf  cos&f  cosb  +  Ä,  sin^^  cosb\ 
f,  =r=  2  +  i?,  cos  &f  cos  C'\-Bf  sin  &f  cos  c. 
Transformirt    man    eine  Fläche  mittelst  reciproker  liadicnvectoren, 
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nimmt  den  Kadius  der  Kngelflfiche  zur  Einheit  und  ihren  Mittelpunkt  zum 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  gehen,  nach  den  in  IX  gegebenen  Ent- 
wickelungen,  die  Quantitäten: 

^    i    ^    i 

P'  r"  Q  '  r" 

'  respective  über  in : 

Dj  +  IH",    ^,  +  2H,     D^  +  2H\     j,-\-2H, 

WO  wieder,  wie  in  IX: 

B  =  xcosa  +  y  cosb  -^zcosc^    H' =  x  cosa-^  y  cosb'+ zcosc\ 
B"=z  X  co8a'+  y  coj6"+  *  cosc\  D  =sa^  +  t^  +  z*. 
Bezeichnet  man  durch  i?/,  R^'  die   Halbmesser  der  osculatorischen 
Kugelflächen  für  die  transformirten  Krümmnngslinien  {u)  und  (&),  so  findet 
man  leicht  mittelst  der  obigen  Bemerkungen  und  der  Gleichungen  58),  99) : 

1    _)     \r"  du  P       P  dur'J-^        du  P  dur\ 

(«4)*+ (!_»)• 

c    /i   a  iv     iv  a   i\  .  ,„a  N     ^.  d  1 1» 
i?.'«   '  /a  i\\(d_NV 

Sind  die  ursprünglichen  Krttmmnngslinien  sphärisch ,  so  nehmen  die 
▼erstehenden  Gleichungen  mittelst  der  Gleichungen  00) ,  62)  folgende  ein- 
fache Formen  an: 

64) 

Durch  Differentiation  nach  u  und  v  findet  man  leicht,  dass  R^'  unab- 
hängig von  u  und  B^  unabhängig  von  v  ist,  was  sich  von  selbst  versteht, 
da  eine  sphärische  Krümmungslinie  bei  der  bemerkten  Transformation 
sphärisch  bleibt^  Für  plane  Krttmmungslinien  hat  man  in  den  Gleichun- 
gen 64)  nur  /2|  =  aD,  B^==i  oo  zu  setzen,  um  unmittelbar  die  Radien  der 
osculatorischen  Kugelflächen  der  transformirten  Curven  zu  erhalten,  die 
selbstverständlich  sphärisch  sind. 

XL 

Sind  die  beiden  Systeme  von  KrUmmungsIinien  einer  Fläche  plan ,  so 
hat  man  die  Gleichungen : 
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oder  : 

P  0 

65)  M='r.V,   N=^,ü, 

'  r  r 

wo  V  nur  v  enthält  und  ü  Function  von  u  allein  ist     Wegen  der  vor- 
stehenden Werthe  von  M  und  N  gehen  die  Gleichungen : 

V  r         r  ov  r  du  r        r    du  r 

über  in: 

00)  5 7?== 77-TiV,       -—-7-= Tf    T"  ^* 

'  OV  r  r  .r  du  r  r    r 

Substituirt  man  die  Werthe  von  M  und  N  aus  65)  in 

düf  ,  dNPQ 

dv  ^  du~r'r" 
so  folgt: 

^t;  \r      /       du\r      J       r  r 
oder  wegen  der  Gleichungen  66) : 

PO  PO' 

67)  £.  r  +  ^  CT'  =  (1+  17*  +  F«)  -T,  ^, 

wo  zur  Abktlrzung  gesetzt  ist: 

dv  du 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  identisch  für : 

wo  g  eine  Unbestimmte   bedeutet.     Snbstitnirt  man  diese  Werthe   von 

PO 

-;;,  —  in  die  Gleichangen  66),  so  folgt: 

'  n-ü»  +  F»    app(^— 1)'  i  +  ü'  +  F»    a««y*— r 

Die  Bweite  Gleichung  integrirt  giebt: 

^      ,       l  +  g'  +  F« 

wo  if;(9)  eine  beliebige  Function  von  v  bezeichnet.    Dieser  Werth  von  g 

in  die  erste  Gleichung  69)  gesetzt ,  transformirt  dieselbe  in :  -■     '  =  —  VV\ 

ov 

d.  h.  ^(v)  =  Ar —  F',  wo  k  eine  Constante  bedeutet.     Für  g  hat  man  also 
die  Gleichung: 

^/1  +  M-^« 

Die  Gleichungen  68)  werden  hierdurch: 
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/'~i  +  u*+v*Y^y\i+k+uy] 


v 


70) 


^(1  +  ^ + ü')  y{\+k+ 17«) —Y{fc— F») ' 
9.= ^-U  +  j/'+'  +  n 


r* 


y{k—v*)  y{i+k+ü^)-^y{k—r*y 

Nach  den  Gleichungen  59)  sind  die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  eine 
Ebene  des  Systems  {v)  mit  den  Achsen  bildet,  folgenden  Quantitäten  pro- 
portional : 

Ucosa  —  cos  a\    Ucosb  —  cos  b\    Ucosc  —  cos  c\ 

Diese  Grössen  sind  nur  von  u  abhängig.  Sind  cos  /, ,  cos  m^ ,  cos  »i 
Functionen  von  u  allein,  cosFli  +  cos^mi  +  cos^n^  =  1,  so  kann  man  setzen: 

I  Ucosa—  cosa  =  y(l  +  U*) cosl^ , 
Vcosh  —  cosb'  =  y(l  +  ü*)  cosmi , 
Ucosc  —  cosc  =  y(l  +  U*)  cosn^. 
Beseichnet  man  ferner  durch  cos  /, ,  cosm^^  cos  n^  Functionen  von  v 
allein,  so  kann  man  setzen: 

IV cosa  —  cosa"=  y{i  +  V*)  cosl^, 
Vcosb  —  cosb"=yli  +  V*)cosm^, 
Vcosc  —  cosc'=  yll+V*)  cosn^, 
■wo  co^lf  +  cos^fn^+  cosfn^  =  1.    Differentiirt  man 

Ucosa  —  cos a  =  ^(l  +  27*)  cos /,  nach  w,  ' 

Vcosa  —  cosa'srs  y(i  +  r*)  cosl^  nach  », 

P    Q 

substituirt  für  Jlf ,  Ny  -r,y  -r  ihre  Werthe  aus  65)  und  70),  ferner 

cosa'==Ui?osa  —  y{l  +  U*)cosl^y  cosa'^  Fcosa  —  y{l  +  r^)cos!^, 
so  erhält  man  für  cosa  folgende  Doppelgleichung: 

Die  Vergleichung  dieser  beiden  Werthe  von  cosa  giebt: 
Uy{l  +  U^)  cosl,  +r  J/(l  +  F«)  cosl^ 
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oder: 

v       ai/' jK(i +  *  +  «/•) '        F«     dv\  ~y{k—v^)  y 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nar  u,  die  rechte  nur  v  enthiilt, 
so  muss  jede  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  constant  sein.  Man  er- 
hält so : 

d  \cosi,Y{\  +  v^)\ _vyk(k  +  \) 

wo  yk(k'\'i)  cos  l  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Durch  Integration 
der  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

i  cosU  ny  +0*)  =  cotl/~  g-/*+^+  ^' cos  f, 
I  coshni+V*)  =  coslj/^l  V-.y^-=P-cost\ 

yfQ   --^  beliebige  Constanten  sind.     Ganz  analoge  Ansririicke 

erhält  man  ftir  cosm^^  cosn^y  cosm^^  cosn^.     Das  System  der  Gleichungen 
71),  72)  lässt  sich  durch  folgendes  ersetzen: 

ücosa  —  cosa  =^  UJ/  .   .     cosl    —  7/  — z-i cost, 

f    A:+l  V       Ar  + 1 

73)     <  ücosb  —  cosb'=  Uy  jr — -cosm  —  y   ^~j:Jj  ~  ^^^^^ 
üeosc--  cosc  =  ?7  7/ cosn  —y  - 


74) 


^+1 

Vcosa  —  cosa  =  VI/  c<># /   —  V  — - —  cos i  , 

I  ^  /Ä  + 1  /^ r* 

rco5 1  —  eo»  b":=Vy  — —  C05  f»  —  7/  — - —  cas  m" 

Vcosc  —  cos  c  =:  Vy  cosn  —  y 


cos  n , 


cosn 


k 

Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  73),  so  wird  die 
linke  Seite  gleich  i+^'i  dieselbe  Summe  bei  den  Gleichungen  74)  giebt 
für  die  linke  Seite  1  +  ^S  multiplicirt  man  die  Gleichungen  73)  mit  den 
entsprechenden  Gleichungen  74),  so  wird  die  linke  Seite  gleich  UV\  da 
nun  die  rechten  Seiten  bei  diesen  Operationen  dieselben  Resultate  geben 
müssen,  so  folgt,  dass  die  Winkel: 

/,     m,     «; 
f,    m\    n\ 
,    w  ,  n  ; 
zu  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  im  Räume  gehören ,  also  die 
Relationen  stattfinden : 
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co^l  4"  eos^m  +  co^n  =  1,     co»l  cosf  4-  cosm  co$m  +  cosn  cosn  =  0, 

cos*  t  +  cos*  m  +  cos*  n'  =  1 ,     cos  l  cos  /"+  co5  m  co«  m"  +  coä  n  cos  n"  =  0, 

coi^  t'  +  C05*  m"  +  co^  n"  =  1 ,     co*  /*  cos  t'  +  cos  m'  cos  jw"+  co5  m'  co*  rC  =  0. 

Die  Gleicbnngen  der  Ebenen  der  Krümmungslinien  sind : 

x{J} cosa  —  cosa)  '^y{Ucosb  —  cosb')  +  z{ücosc  —  cosc)^=^  ?7,, 

x{y  cosa  — cosa[)  +  y{Vcosb  —  cosb")  +  z{Vcosc —  cosc*)  =  F,. 

O  FT  Ä  I^ 

Durch  Dififerentiation  findet  man  leicht  -^  =  0,  -;:r-^  =0,  so  dass  also 

dv  du 

[7i  eine  beliebige  Function  von  u  allein  bezeichnet  and  analog  Fj  nur  von 
V  abhängt.  Wegen  der  Gleichungen  73),  74)  gehen  die  vorstehenden  Glei- 
chungen über  in: 

/    k  ^ 

1/  -- —  U (x cosl+  y cosm+  z cosn) 
r    Ar+1 

—  r    — Z — i —  (p^cost+ycosm  +  r  cosH)==züif 


73) 


A  +  1 
I  y V(x  cosl+y  co$m  +  z  cosn) 


-r- 


{x  cos  r+  y  cosm'^  z  cosn")  =  F,. 


k 
Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  u  differentiirt  giebt: 

y  ■—-  V  {x  cosl  +  y  cosm  +  z  cosn) 

(/    k  /k-{- 1 4-U*  \ 

Uy  cosm  —  y  -   .  ^- , —  ''OS m'j  P  cos b' 

Wegen  der  Gleichungen  73)  wird  der  Factor  von  P  einfach  gleich  — 1, 
hierdurch  vereinfacht  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 

7/  ü' {x  cosl  +  y  cosm  +  z  cosn) 

oder  X  cosl'+  y  cosm  +  z  cosn    mittelst  der  ersten  Gleichung  75)  eliminirt : 
(  ü' ^  . VxT^  (^ cosl  +  y  cosm+  z cosn)  —  P 

Analog  findet  mau  durch  Differentiation  der  zweiten  Qleichuns  ^)  nach  p : 

„ ^riOOgle 
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V  —7^ — r^g—  {x  cosl  +  ycosm  +  z  cos n)  —  Q 
^       ^  dVi         VV  ,  d         Fl 


du  •  *-r«  *     '^^        'dvy^k-^v^y 

In  den  Gleichungen: 

ay  r'~r'  a»'    ^w  r        r"  du' 

oder  besser  in  den  folgenden: 

_9_  P_ö  ^     pl.  ^  — ^  ^ 
^ai;r"~r'   ^i;  '        a«  r  ~r"  öu' 

P    Q 
ersetze  man  -;; ,  -r  durch  ihre  Werthe  aus  70) ,  dann  folgt: 
r      r 

dP  rV 1 

du^    y/c—v*  y{k  +  i+  ü*)  -  y{k—r*) 

Snbstitairt  man  hierin  für  P,  Q  ihre  Werthe  aas  76) ,  77) ,  so  gehen  die  vor- 
stehenden Gleichungen  über  in: 

K*(*+l)!^-^ir^)-p^J-.^:^)i^(*co,/  +  yco,m  +  zco««) 

+  KA(*  +  l)(xco*/  +  ycom  +  zco,«)-p-^-^^=F^^^.^. 

^*C*+0|^;tipi)-p(r+W)i^^*'''*''^*'"*'''"^''''*''^ 
—  K^(^+0  {pcosl  +  y  cosm  +  z  cosn)  — 


'du  ]f/(Ä  +  l+l/«) 


^V^  ^« 


oder 


=  u. 


duy{h+i+ü'y 

Ans  diesen  Gleichungen  erhSit  man  unmittelbar : 


78) 


^  fv  ylk—v*)  ^"'^J'^FZ  y(k"-fi 


—  -;-,...  du. 
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Snbstitairt  man  diesen  Werth  von  x cosl  +  y  cosm  +  z cos n  in  die 
Gleichungen  75),  so  hat  man  mit  der  vorstehenden  Gleichung  drei  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  XytfyZ  in  Function  von  ti,  v.  Diese  Glei- 
chungen enthalten  scheinbar  vier  arbiträre  Functionen  27,  F,  ^j,  Fj,  die 
sich  aber  auf  zwei  reduoiren  lassen.    £s  ist  nämlich : 

Denkt  man  sich  u  ia  Ui  durch  CT  ausgedrückt ,  so  kann  man  setzen: 
also 

J  "^duyii+k+ü*)  y{k+i) 

wo  9)(Z7)  eine  beliebige  Function  von  U  bezeichnet.     Ebenso  kann  man 
setsen: 

J    dvyik—v*)  yk        \J  y(k—r*)         yk  ' 

Die  Gleichungen  75)  und  78)  werden  dann: 

79) 

^  y\ya+i+üy  •(««»*'+ y «»»«+ *  <'<"'») — v'(  ^) 

=sxcost+y  cosm'+ 1  cotn, 
yyij—^^i^)  •  (a) eosl  +  y cotm  + 1  cosn)  —  *'(F) 

=  xcosf''i-ycosm"-\-zcosn', 
yk{k+i)  {l  +  ü'  +  V^yk         ,    '^ 

yiy+r+ü*)  ik-V*) ' y(l  +  k  +  g»)  +  y{k-V*) i^'^o^l+ycosm+zcosn) 

==\üg,\u)-v{ü)\j/j±-  +  r^\r)-^iF). 

Durch  Elimination  von  ü  und  V  zwischen  diesen  Gleichungen  erhält 
man  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen,  in  welchen  beide  Systeme  von 
Krflmmungslinien  plan  sind.  Die  vorstehenden  Gleichungen,  in  etwas 
verschiedener  Form,  hat  zuerst  Serret  aufgestellt  {Journal  de  Malhem. 
t,  XVlll).  Diese  ^Gleichungen  erfordern  eine  Modification  für  den  Fall, 
dass  der  Winkel,  welc{ien  die  Ebene  einer  Krümmungslinie  mit  der  Nor- 
male zur  Fläche  bildet,  constant  ist.    Findet  dieses  statt  für  das  System 

der  Krümmungslinien,  in  denen  v  allein  variirt,  so  ist  -— =  Ar,  wo  k  eine 

Constante  bedeutet.    Man  hat  dann  statt  der  Gleichungen  65)  bis  67)  die 
folgenden :  ^  j 
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r  r        dv  r  r    r  du  r  r    r 


J.  [  F'  —  ^  (1  +  F«  +  Ä-*)]  =  0. 


Setzt  man  r'=   ,  (1  +  r«  +  /r'),  so  ist  —  unabhängig  von  w,  also  dann 

P  0 

—  Ar-7-,  -r  =  0.    Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen  für  r"=^ao  oder  Ars=0. 

Die  erste  Annahme  führt  auf  developpable  FlKchen ,  die  sich  leichter  auf 
andere  Weise  untersuchen  lassen.  Die  Annahme  A:  =  0  zeigt,  däss  die 
Ebenen  des  Systems  (»)  durch  die  Normalen  zur  Fläche  gehen.  In  diesem 
Falle  werden  die  obigen  Gleichungen  einfacher: 


r         l^V*'    dv  r"  r"  r  r'"l  +  F«" 

/>  xj' 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  unmittelbar :  -77  =  - —        . ,  wo  IT  eine 

beliebige  Function  von  U^  und  £^'=  r—  ist.  Die  Cosinus  der  Winkel  /,  m,  «, 

du 

welche  eine  Ebene  des  Systems  (fi)  mit  den  Achsen  bildet,  sind  durc)i  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

80) 
V  cos  a  —  cos  n"  V  cos  b  —  cos  b'*  V  cos  c  —  cos  c^ 

''''»'=— ^-(i+p.)   '^«*'»=-7(r+>.)-'  '^•';''=-^(H--n— 

Durch  Differentiation  nach  v  tiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  7,  m,  n 
unabhängig  von  &,  also  constant  sind.  Die  Gleichungen  der  Ebenen  der 
beiden  Systeme  sind  nun : 

X  cosl  +  y  cosm  +  zcosn^=V^^     x  cos a  +  y  cos b'  +  z  cosc  =  U^ , 
wo  F, ,  Ui  Functionen,   respective  von  v,  u  allein  sind.     Die  erste  Glei- 
chung [zeigt,  dass  die  Ebenen  des  einen  Systems  sämmtlich  einander  pa- 
rallel sind.     Wegen   cos  a  cos  l  +  cos  b' cosm  + cosc  cosn:=  0  kann  man 
setzen : 

icos  a  =  cos  ^cost  +  sin  ^  cos  t\ 
cos  b'  =  cos  d'  cos  m  +  sin  d  cos  m\ 
cos  c  =  cos  ^  cos  n  +  sin  d'  cos  n\ 
wo  9"  nur  von  u  abhängig  ist  und  die  Winkel  /,  m,  «;  /*,  m\  n;  t\  m\  n" 
zu  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  im  Räume   gehören.     Die 
obigen  Gleichungen  nach  u  differentiirt,  quadrirt  und  adäirt  geben: 

ö:)=C^)V''-(^)-(.H-n=«-, 

also,  mit  Weglassung  einer  überflüssigen  Constanten,  9=U,     Für  dipson 
Werth  von  d  geht  die  Gleichung  a?co*a'+y  co*ft'+  zcosc=ü^  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  80)  ober  in : 
82)  {x cos Z'^- y cos m'+  z cosn) cos ^  +  (o: cos /"+  y cos m"  +  ^ co&^')sin Ü^ f/, . 
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Die  erste  GleicliUDg  81)  nach  u  differentiirt ,  far  ^=[7, 

Pf,, 

-f,  rosa  +  M cos d'  =  (cos  U cos t'  —  sin  U  cos  t)  U \ 


oder  da:  ^=  F-tm  ;7>  =  ^..  ,  y,. , 


p  p_ ir_ 

cosa  +  Vcosd'  .,        .   rr       / 

.  ,T —  =  cosUcost  —  stnU  cosf. 

Durch  Elimination  von  cosa  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  ersten 
Gleichung  80)  folgt: 

y(l  +  r«)  co*fl"=  —  cosl  +  {eosUcosf—  sinUcost)  V. 
Analoge  Gleichungen  erhält  man  ftir  cos  h'\  cos  c\     Aus  diesen  Gleichun- 
gen leitet  man  leicht  die  folgende  ab: 

sin  U  {cosa"  cosf+  cos  b"  cosm'+  cosc"  cosn) 

««.    1       — COS U {cosa  cosl  +cosb  cosm  +cosc  cosn  )  =  —  . , 

oo)   ^  y(i  +  V  ) 

cos  d'  cos  l  +  cos  h"  cos  m  +  cos  c"  cosn^:^  —  i/r  \l.  vi\ ' 

Setzt  man  zur  Abkürzung : 

84)  Ä= W« U{xcosf+ycosfn+  zcosn)^^cos U{x cosf +y cosm' -^ zcosn")^ 

so  folgt  durch  Differentiation  nach  v\ 

-—  =  Q sin u  {cos d' cos X  +  cos h" cos m  +  cos c" cos n) 

ov 

—  QcosU  {cos  d'  cos  /"+  cos  b"  cos  m"  +  cos  c"  cos  n"), 
oder ,  wegen  der  ersten  Gleichung  83) ,  einfach : 

dSl_  QV 

dv~    y{\+n' 

Die  Gleichung  x  cosl+y  cosm  +  z  cosn^=Vi  nach  v  differentiirt  giebt 

Q  {cos d' cos  1  + cos  b" cosm  +  cos c ' cosn)  ^=Z'—^^  oder  mit  Eücksicht  auf  die 

ov 

zweite  Gleichung  83), — -——  =  --—!■.     Setzt  man  hieraus  den  Werth 

°    ^      y{i+v^)     dp 

OQ 

von  ö  io  TT" »  ®^  Msi : 

ov 

dv  dv  ' 

Die  Gleichungen  81)  geben  für  0=  f/ 

sin  U  {cos  d  cos  t  +  cos  b'  cos  m  +  cos  c  cos  n) 

—  cos U {cos d cos /"+  cos d cosm'^^- cos c  cosn")  =  0. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  82),  84)  findet  man  leicht: 

du 

Die  beiden  Gleichungen  r—  =  iTUi ,   ^—  =  F  --—  geben : 
^      du  dv  dv 
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Sl=  jü'U,  du  +J  V^-^di 


Sieht  man  wieder  (7,,  F,  als  Functionen  von  U^  V  an,  setat  U^^=tp\U)^ 
r,  =i(;'(F),  80  ist  eine  Fläche,  in  welchen  die  Ebenen  des  einen  System« 
planer  Krümmungslinien  beständig  normal  zur  Fläche  sind,  die  Ebenen 
des  anderen  Systems  sämmtlich  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  durch 
folgende  Gleichungen  bestimmt: 

X  cos  l  +  y  cos  m -j- z  cos  n -=:  t^'(  P), 
{x  cosf  +  y  cosm  +  z  cos  n)  cos  U 
85)     ^      +{xcosr+y  cos m"+  z  cos n")  sin  ü  =  g)'(^)» 
{x  cost+y  cos rn+z  cosn')  sin U 

—  {x  cost'+  y  cosm'^  z  cosn")  cosüc^q>{U)  +  V^\V) — V. 
In  dem  besonderen  Falle,  dass  ip{U)  constant  ist,  erhält  man  Rota- 
tionsflächen. 

Der  Fall  einer  developpaheln  Fläche  mit  planen  Krümmungslinien 
lässt  sich  leicht  auf  folgende  Weise  erledigen.  Im  Punkte  (;r,y,  z)  der 
Wendecurve  seien  «,  /S,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  mit  den  Co- 
ordinatenachsen  bildet,  q  der  Krümmungshalbmesser  und  r  der  Torsions* 
radius.  Die  Quantiäten  Xy  9,  z,  a,  /?,  x,  p,  r  werden  als  Functionen  von  9 
angesehen,  wo  d«  das  Bogenelement  der  Wendecurve  bezeichnet.  Ist 
(a:, ,  y,,  2|)  ein  Punkt  der  Fläche,  welcher  mit  dem  Punkte  (ar,  y,  z)  auf 
derselben  Generatrix  liegt,  v  die  variable  Distanz  der  beiden  Punkte,  so 
hat  man: 

arj  =  dP  4.  (p — s)  cosa^ 

yi=^y  +  {v—«)cosß, 

Zi^z  '{'  (v — s)  cosy. 

Die  Krümmungslinien   sind  durch  v  =  ConsU ,  s  =  ConsL  bestimmt. 

Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  s  allein  variabel ,  so  findet 

man  leicht,  mittelst  der  zu  Anfang  von  X.  aufgestellten  Gleichungen,  für 

den  reciproken  Torsionsradius,  einer  Krümmungslinie,  in  welcher  s  allein 

variirt,  folgenden  Ausdruck:' 

Q  ds   r 

-■■^^- 

Für  eine  plane  Krümmungslinie  verschwindet  dieser  Ausdruck,  man 

hat  dann  --  —  =  0,  oder  —  =  ConsL.  die  Wendecurve  der  developpaheln 
ds  r  r 

Fläche  muss  also  eine  Helix  sein,  wenn  beide  Systeme  der  Krümmungs- 
linien plan  sein  sollen.  Diese  Bemerkung  hat  zuerst  0.  Bonnet  gemacht 
{Journal  de  tecoL  polyL  iom.  XX ^  p.  172). 

Substituirt  man  ans  den  Gleichungen  72)''  die  Werthe  von  cosl^  und 
cos  /,  in  72)",  so  folgt :  ^  j 
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\y{i+k+  V)  —  y{k—r*)\  ctna 

Ganz  analoge  Werthe  findet  man  für  cos  b ,  cos  c.    Ans  diesen  Oiei- 
chnngen  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab : 

\Y{1  +  ;t +  £/•)  —  y{^—V^\  {cosa  cosl  +  cosb  cosm  +  cosc  cosn) 
{^(1  +;t+  £(•)  — ^(^  — r«)}  {cosa  cost'^  öosb  cosm"+  cosc  cosn') 

—   z 

-    yk^ 

{jK(l  +  Ar  +  (/•)  —  y{k — F*)}  (cosa  cost  +  cosb  cosm  +  cosc  cosn) 
U 


y{i+^y 

Mit  Rücksicht  auf  70)  findet  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen : 

1/1  +A" 
V{cos  acosl  +  cos  bcosm'^  cos  c  cosn\y 
/^ y% 
—  {cosa  cosf+  cosb  cosfn"+  cosc  cosn")  l/  — 7 —  =  F, 
cos acosT  +  cos b  cosm  +  cos c  cosn  = 7i  TpJ/ r-r-     . 
r    U  fr          1  +  AT 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  für  die  Flächen  mit  planen 
Krümmungslinien  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  nachweisen,  be- 
treffend die  Strictionslini^  der  windschiefen  Fläche ,  gebildet  aus  den  Nor- 
malen längs  einer  Krümmungslinie*).  Sind  a,  ß,  y  ^^®  Winkel,  welche 
ein  Normalschnitt  im  Punkte  {x,  y^  z)  mit  den  Achsen  einschliesst ,  so  ist 
sein  reciproker  Krümmungshalbmesser  gleich : 

{cos a  cosa'-^-  cos ß cos 6"+  cosy  cos c'y 
r 
,   {cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c')* 
r 

Geht  der  Normalschnitt  durch  die  Tangente  zu  einer  Krümmungs- 
linie,  in  welcher  u  allein  variirt,  so  hat  man  a^=a\  ß^^b*\  y=c\  der 
Krümmungshalbmesser   ist  dann  einfach  gleich  r\     Trägt  man  auf  der 


*)  Die  Normalen  längs  einer  Krümmungslinie  bilden  keine  developpable,  sondern 
eine  windschiefe  Fläche,  da  sich  diese  Normalen  im  Allgemeinen  nicht  schneiden. 
Die  Dednction  der  Differentialgleichung  der  KrUmmnngslinien ,  wie  sie  in  V.  nach 
Monge  gegeben,  ist  nicht  ganz  genau,  sie  wurde  nur  deshalb  genommen ,  um  di&> 

bemerkte  Gleichung  rascher  abzuleiten.  ^ '    "  O 
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Normalen  einer  Linie  des  Systems  (u)  die  Qajintität  r"  ab,  so  liegt  der 
Endpunkt  (^Tj  ,  y, ,  c,)  auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung,  welche  die 
Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche  ist,  gebildet  aus  den  Normalen 
längs  der  Krümmungslinie.    Für  o:, ,  y^ ,  ^^  hat  man  die  Gleichungen: 

x\==x  +  /'costtj   f/i=y  +  r" cosbj   t,  =  c  +  r" cos c. 
Diese  Gleichungen  nach  u  differentiirt  geben ,  nach  37)  und  40) : 
dx,       dr'  dVi       dr"        ,      dz.       dr" 

du        du  du        du  du        du 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt : 

.r,  6*05/'+  yi  costn-{-  r,  cosn  =  x  co5/'+  y  cosm^-^-  z  cos  vi 
•       +  r*  {cos  a  cos  /'+  cos  b  cos  wi'+  cos  c  cos  «'), 

+  dir  vy--ir'''''-y-jr '''"') 

S7)i\  +d^vy-r-'''''--y-k-'''v 


\ 


"■♦■v[(B«e)t(&)i 

=  ZT7-  V'f'V  Z^^      ,      (^05  acosl+  cos  b  cosm  +  cos  c  cos  n) 

\  /f^ F*  1 

\  —  7/     —    -  '  (cosa  cosr+  cosbcosm"+  cos  c  cosn"), 

Substituirt  man  aus  75)  und  86)  für  x  cosV  +  y  cos  m  +  z  cos  n\ 
cosacosf+cosbcosm+cosccosu  ihre  Werthe,  so  geht  die  erste  der  vor- 
stehenden Gleichungen  über  in: 

Xi  cos  f-^-yi  costn'i-  ?,  cosu 

u  ^/i  +  k  +  u*rvyk{i+k).      ,^  ,       \ 

=wy-r+ir-[[+^^^^ 

l+k+U*  u     '        J 
Wegen  76)  reducirt  sich  diese  Gleichung  einfach  auf: 

X,  cosi+y,  cosm+z,  cosn  =  -.j/      ^  _^^.       [ ^J 

"      ^       l+k       dU  u' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  unabhängig  von  v ,  hieraus  folgt 
unmittelbar : 

Di9  Krümmungsmittelpunkte  aller  NormalscUnitte ,  welche  auf 
den  Tangenten  einer  planen  Krümmungslinie    sen1»*echt   fiteh^n, 
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liegen  in   einer  Ebene.     Die  Ebenen  der  KrümmnngamiUelpankte 
für  ein  System  planer  Krümmnngslinien   sind  sämmtlich  einander 
parallel. 
Dieser  Satz  gilt  natürlich  nur  fUr  Flächen,  in  welchen  beide  Systeme' 
von  Krümmungslinien  plan  sind. 

Wegen  der  ersten  Gleichung  86)    reducirt  sich  die  rechte  Seite   der 

V 


zweiten  Gleichung  87)  einfach  auf  : 


Die  linke   Seite  ist  gleich 


/' 


T  • 


etc. 


dem  Cosinus  des  Winkfels ,  welchen  die  Tangente  zur  obigen  Strictioaslinie 
mit  einer  Richtung  bildet,  bestimmt  durch 

r        ,/1+A:  ■ 1 

yiy  +  r^y    /.-  ni  +  nj 

Dieser  Winkel  ist  gänzlich  unabhängig  von  u.    Hieraus  folgt : 

Die  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche ,  gebildet  durch  die 
Normalen  längs  einer  planen  Krümmungslinie,  ist  eine  Helix. 
Dieser  Satz  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  darthun.     Sind  die  Co* 
ordinaten  a?, ,  y, ,  2,  eines  Punktes  einer  Curve  doppelter  Krümmung  Func- 
tionen einer  Variabein  t/,   bezeichnet  man   durch  //das  Verhältniss   des 
Krümmungshalbmessers  zum  Torsionsradius,  so  ist: 


88) 


du 

du 

du 

a«» 

du* 

a>*. 
a«» 

d.tf 

a«« 

dt?  dxf  dtf  ~^^\\du*}^\du*)^\du)'  Vau/J' 


wo 


coaa 


(l?)=(fe)Vfö)V(fe)-.    Ni.».  «»  .  .=.  +  /■ 

II  allein  variabel ,  so  geben  die  Gleichungen  37)  und  40) : 

dxy       dr'  d^x,       d^r"  P  .dr" 

du         du  du*        dir  r  du 

d'x,        /d'r"       P^   dr\  (   P  d^r"   ^dr"    d    P\ 

d^^KdT^-T'^di:)'''''-  VV'^'^JZruVT''''      . 

r         du 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  der  analogen  für  r-^ ,  r-^  . 
sich  die  Determinante  in  88)  auf: 


reduoirt 


€08  a     cos  b     cos  c 
cos  a     cos  b'    cos  c 


■!-*(')*0'        n        , 

rona"    COSb"     cos  c"    \  '     ^""^DigitizedbyV^OOgie 

26» 
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also  abgesehen  vom  Zeichen,  einfach  auf  ^(— /)  l"^")  •     ®^  *®*  ferner 

--^  =  - — ,  der  Factor  von  + />  in  88)  nimmt  folgende  einfache  Form  an: 
du       du 

(P    ^    "\'  r'M 

~  - —  ) .     Für  +  p  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth  — tr-  ,  diese  Quantität 
r    du  /  ^  i^ 

ist  nach  65)  gleich  F,  p  ist  also  unabhängig  von  u ,  mithin  gehört  der  Punkt 

(x, ,  y, ,  2|)  für  ein  constantes  r  einer  Helix  an. 


XVIL 

Beiträge  zu  Weddle's  Methode  der  Auflösung  nnmerisclier 

Oleichmigen. 

Von  Josef  Popper. 

(Aas  den  Abhandlangfen  der  königl.  böhmischen  Qesellschaft  der  Wissenschaften. 
V.Folge.  XL  Band.») 


Unter  den  vielen  Methoden  für  die  Auflösung  höherer  numerischer 
Gleichungen  ist  auch  eine,  die  sich  von  der  als  höchst  vortheilhaft  be- 
kannten Hörn  er 'sehen  wesentlich  blos  in  der  Darstellungsform  der  Un- 
bekannten oder  der  Wurzel  unterscheidet.  Wird  nämlich  die  Unbekannte 
nicht  als  Summe  von  successiv  zu  berechnenden  DecimalzifiPern ,  sondern 
als  das  Product  von  ebenfalls  nach  einander  aufzufindenden  Factoren 
dargestellt,  so  erhält  man  die  von  dem  Engländer  Weddle  erfundene  Me- 
thode, welche  derselbe  in  der  Schrift:  „^  new  simple  and  general  meihod  of 
solving  Numerical  Equations  of  all  Orders,  by  Thomas  Weddle,  London  1843  by 
Hamüion  and  Co.  {bshilLy^  auseinandersetzte.  Seither  hat  Herr  Dr.  G.  H. 
Schnuse  (in  seiner  „Theorie  und  Auflösung  der  höheren  algebraischen 
und  der  transcendenten  Gleichungen",  Braunschweig  1850,  im  11.  Capitel 
S.  280 — 364)  sie  an  höheren  algebraischen  Gleichungen  erläutert. 

Die  speciellen  Vorzüge  der  genannten  Methode  als  aus  diesen  Ab- 
handlungen leicht  herausfindbar  voraussetzend,  gedenke  ich  hier  einige 
Modificationen  und  Erweiterungen  derselben  mitzutheilen ,  durch  welche 


*}  Dieser  Abdruck  enthält  einige  Beispiele  weniger,  als JU^ Priginalabhan^liuig. 
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sie  auch  in  den  für  sie  minder  günstigen  Fällen  an  Schnelligkeit  selbst  die 
Homer'scbe  Methode  übertrifft.  Ich  werde  sie  ferner  behufs  der  Berech- 
nuDg  imaginärer  Wurzeln  durch  passende  Substitutionen  vereinfachen  uüd 
endlich  die  bisher  noch  nicht  versuclite  Anwendung  derselben  auf  trans- 
cendente  Gleichungen  auseinandersetzen. 

Der  Grad  der  Schnelligkeit  und  Genauigkeit  der  veränderten  Methode 
wird  leicht  aus  den  vorzulegenden  Beispielen  zu  ersehen  sein ,  die  ich  stets 
mit  den  vollständigen  Rechnungsoperationen  vorlegen  werde',  und  ich  be- 
ginne sonach  mit  den  höheren  numerischen  Gleichungen. 

L    Höhere  algebraiaohe  Olaichiuigen  mit  Einer  unbekannten. 

Wenn 

F{x)  =  ^a:»  +  A^ af^^  +  A^af^^  + . . .  +  ^n-i«  +  ^«  =  0 
die  gegebene  Gleichung  nten  Grades  und  a  ein  gegebener  Näherungswerth 
der  Unbekannten  ist,  so  setze  ich  nach  Weddle 

und  erhalte 

A^a^'x^^  +  ^jÄ'^ia:,»-*  +  . . .  +  A^xax^  +  ^«  =  0. 

Die  neue  Unbekannte  o:,  =  —  muss ,  wenn  a  in  der  Zahl  der  obersten 

a 

dekadischen  Einheiten  genau  angegeben  ist,  nothwendiger  Weise  =l-|-a 
sein ,  wobei  a  einen  ächten  Bruch  oder  allgemeiner  eine  positive  Zahl  <  1 
bedeutet.  Wird  daher  dieser  Ausdruck  für  x  eingesetzt,  so  kann  a  leicht 
annähernd  gefunden  werden  und  x  erscheint  sodann  etwas  genauer,  als 
a  (1  +  «)•     Das  wahre  x  aber  muss 

a:  =  a(l  +  «)a:|i 
sein,  wo  x^  wieder  =  1-1"/}  sein  wird,  wenn  ß  eine  Zahl  unterhalb  1  be- 
deutet; nach  Wiederholung  der  obigen  Operation  wird  auch  ß  erhalten 
werden  und  die  Unbekannte  x  durch  den  genaueren  Ausdruck  a{l  +  a) 
(l  +  ß)  angedeutet  erscheinen.  Offenbar  könnte  man  dieses  immer  wieder- 
kehrende Verfahren  sehr  weit  treiben;  wir  aber  werden  stets  schon  die- 
jenige Genauigkeit  als  erwünscht  voraussetzen ,  die  sich  bis  auf  Einheiten 
der  0.  Decimale  erstreckt  und  in  der  Hauptsache  den  eben  bezeichneten 
Weg  einschlagend ,  uns  der  Logarithmen  bedienen ,  um  folgende  Vortheile 
zu  bezwecken : 

1.  Die  vielen  Potenzirungen  und  Divisionen  werden  vermittelst  der 
Logarithmen  mit  Leichtigkeit  verrichtet;  demnach  können  auch 

2.  die  Correctionen  der  Wurzel  schon  einzeln  in  mehreren  Decimal- 
stellen  bestimmt  werden  und  endlich 

3.  es  werden,  um  die  Wurzel  bis  auf  Einheiten  der  0.  Decimale  zu 
finden,  wegen  2)  blos  zwei  Transformationen,  d.  h.  die  Berechnung  von 
nur  zwei 'ttorrigirendon  Factoren  nothwendig  sein;  ein  Vorzug  dieser  Me- 
thode, bei  welcher  (was  den  Hauptunterschied  Zwischen  ihr  und  der  Horner^ 
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sehen  begründet)  spätere  Decimalen  der  Correction  nicht  überflüssig,  son- 
dern als  wirklich  verbessernde  Glieder  zu  gebrauchen  sind ,  wenn  auch 
nicht  eben  jede  folgende  Decimale  der  Correction  eine  weitere  der  Wurzel 
hervorbringt. 

Ich  will  nun  eine  Gleichung  des  4.  Grades  vornehmen  und  den  Gang 
der  Operationen  behufs  der  Wnrzelauffindung  auseinandersetzen. 

Es. sei  2,7  ein  genäherter  Werth  der  Wurzel  folgender  Gleichung: 
.r*  +  3.C«  +  2x*  +  6a;  —  148,0  =  0. 
Wir  setzen  a;=:  2,7ar,,  theilen  durch  (2,7)*  und  erhalten : 

*i  +^^i  +(2,7)«''*  "•'(^'"''"(ii^^-^- 
Wir  suchen  daher  die  Logarithmen  der  Coefficienten : 

%-3  =  0,477121,  /ogr  2-- 0,301030,  %6  =  0,778151,  %  148,0  =  2,172019; 
ebenso : 

/0(/ 2,7  =  0,431304 
und  ziehen  die  Vielfachen  des  letzteren  Logarithmen 

/o^  2,7  =  0,431364,  2  %  2,7  =  0,862728,  3  %  2,7  =  1,294092,  4  Zop  2,7  =  1,725456, 
von  den  darüber  stehenden  Logarithmen  ab ,  dadurch  bilden  wir  die  Loga- 
rithmen der  Coefficienten  der  neuen  Gleichung  mit  der  Wurzel  .c,  =  (1+«)  ^u 

0,045757,    0,438302  —  1,    0,484059—1,    0,446563«. 
Wenn  zu  diesen  Logarithmen  die  Zahlen  mit  beiläufiger  Interpolation  ge- 
bucht werden ,  so  wird  angenähert 

x\*  +  1 ,111  arj»  +  0,2743  x^*  +  0,3048  sc^  —  2,096  =  0. 
Um  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  a  zu  erhalten,   berechnet  mau 
deren  Coefficienten  nach  der  Formel:  * 

F(l  +  a)  =  F(l)  +  aF'il)  +  ^  ^'"(l)  +  . .  . 

in  welcher  die  nach  einander  folgenden  Ableitungen  der  Function  F(x)  in 
üblicher  Weise  durch  F\a:),  F'\jc)j  /"'"(a;),...  angedeutet  werden,  und 
erhält  angenähert: 

10  a"  +  8,186  a  —  0,1058  ^  0. 
Durch  blose  Division  erscheint 

0,1058 

und  durch  ungefähre  quadratische  Correctur,  da  10.0,013*  =^  0,0017  ist, 

0,1058  —  0,0017 

a  = =  0,0127. 

8,186  ' 

Log  (l  +  a)  ist  daher  =:  log  (1,0127)  -:=  0,005481  und  mit  diesem  Loga- 
rithmen ist  genau  so  wie  mit  hg  2,7  zu  vorfahren. 

Wir  stellen  daher  die  obigen  Logarithmen  der  Coefficienten  der  Glei- 
chung mit  der  Wurzel  Xi  wi#der  her:  ^  j 
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0,045757,    0,438302  —  1,    0,484050  —  1,    0,446563; 
und  ziehen  die  Vielfachen 

log  (1  +  «)  =  0,005481,    2  log  (I  +  a)  =  0,110962,    3  log  (1  +  «)  =  0,116443, 
4  log  (1  +  a)  =  0,021924 

von  den  über  ihnen  stehenden  Logarithmen  ab,  wonach  die  Keste 

0,040276,    0,427340  —  1,    0,467616  —  1,    0,424639|| 

die  Logarithmen  der  Coefficienten  der  neueren  Gleichung  mit  der  Wurzel 
:r„  =  1  +  |S  darstellen ;  mittelst  genauer  Interpolation  erhalten  wir : 

«II*  + 1,097147  o:,!»  +  0,267509  a:,,«  +  0,293505  a:,,  —  2,658512  =  0. 

Wenn  die  Wurzel  wie  oben  um  1  vermindert  wird ,  entsteht 

^       2,658512  —  2,658188       0,000324 

ß== -^        -  =  -'-^^=0.0000399 

(ohne  eine  quadratische  Correctur  anzuwenden). 

Da  nun  log  (1  +  /3)  =  log  1,000039  =  0,000017  ist,  so  zeigt  sich ,  weil  an- 
genähert 0?  =  a  (1  +  a)  (1  + 13)  ist, 

logx  =  loga  +  log{\  +  a)+log{i  +  ß) 
'  logx=:  0,431364  +  0,005481  +  0,000017  =  0,436862 

X  =  2,734399. 
Die  wahre  Wurzel  aber  ist  2,734400. 

Ich  lasse  nun  ewei  andere  Beispiele  folgen,  bei-  denen  stets  die  ganze 
Rechnung,  wie  sie  erforderlich  war,  aufgenommen  wurde: 

I.  Beispiel. 

o;*  — 14a:*.   +26a;'    +242a:*   —399a:   — 1300.=  0,  a;  =  3,8a:x 
0,146128»   1,414973   2,383815   2,60097S||   3,113943« 
0,566344„   0,255405    0,644463   0,281837„   0,215023« 

o;,^  — 3,6842a:,* +1,8005  0:,»  + 4,4102  ar,2  — 1,9135  a:,  — 1,6407  =  0 

—  2,2935  a*  +2,5716«  —0,0277  =  0 

0,0277     ^    0,0277  +  0,0002   ^^^^ 

=  0,010, — =  0,0108  =  ö, 

2,57     '   '     2,5716 

0,561679«     0,246075      0,630468     0,263177«    0,191608« 

a:i,''  -  3,6448420:,,*  +  1,762280 x,,'  +  4,270392a:,,*  —  1,8330590:,,  —  1,554886  =  0 

+  2,415197/?  —0,000115  =  0 

0,000115 


2,415197 


=  0,000048  =  |3. 


log  3,8  =  0,579784 
log  (1  +  a)  =  0,004665 

iog  (I  +  ß)  =  0,000021 

log  X  =  0,584470 
X  =  3,841223 
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II.  Beispiel. 
x^  +  bx"  +131J:**       —8762,58   =0,         a:  =  l,4d:i 

0,608970  2,117271         3,942632« 

0,260586         0,802119         1,020072« 
x,«"  +  1,8221  Xi"  +  6,3406fl?,"  ~  10,4730   =  0 
787  a«         +120,7«       —1,3104     =0, 
wobei  die  beiden  ersten  Goefficienten  nur  näherangsweise  berechnet  sind, 
^»3104       ^^,      1,3104—0,0787       ^^^^ 

0,247365  0,762456  0,931032« 

*ii"  +  l)767522a;,i"    +  5,787026  iTi"        —8,549333  =  0 

114 /J  + 0,005215  =  0, 
wobei  der  erste  Coefficient  nur  genähert  ist, 

^1^2??^^=- 0,0000« =/j. 

114 

%  1,4  =  0,146128 
log  (1  +  «)  =  0,004407 
hg  {\+ß)  =  9,999980 


log  X  =  0,150512 
X  =  1,414213 

9.    HShere  algebraisehe  Olaichungim  mit  mehreren  unbekannten. 

Sind  mehrere  algebraische  Gleichungen  mit  einer  gleich  grossen  An- 
zahl von  Unbekannten  gegeben ,  so  lässt  sich  die  in  den  vorhergehenden 
Beispielen  angewendete  Methode  leicht  auch  auf  diesen  Fall  ausdehnen. 

Gesetzt,  man  habe  zwei  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x  und  y 
und  man  kenne  einen  Näherungswerth  a  von  a:,  sowie  einen  Näherungs- 
werth  h  von  y. 

Man  setze 

a;  =  aa?|,   y3=6yi, 
so  werden  zwei  transformirte  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x^  und  y^ 
erhalten 

>X*i,yi)  =  o,  /•(ir„y,)  =  o. 

Setzt  man 

^i  =  i  +  «,  yi  =  i+/5 

und  entwickelt  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  bis  zu  den  Gliedern  der 
2.  Ordnung  inclusive,  so  erhält  man 

^         ^  '  ^  ^  cTor,       ^^       dy^  2        rfar»  rfy,      ^     ^       rfx,  dy^ 


und 


2         dyf 
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Zuerst  werden  die  Glieder  der  2.  Ordnung  vernachlässigt  und  zwei 
Gleichungen  von  der  Form 

3)  Aa  +  Bß==V, 

4)  A,a  +  B,ß=zV, 

erhalten y  welche  genäherte  Werthe  für  »und  ß  geben,  welche  zur  quadra- 
tischen Gorrection  in  den  Gleichungen  i)  und  2)  benutzt  werden.  Das 
Resultat  sind  zwei  Gleichungen,  ganz  ähnlich  den  Gleichungen  3)  und  4), 
in  welchen  nur  V  und  K,  iuidere  Werthe  angenommen  haben.  Die  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen  giebt  verbesserte  Werthe  von  a  und  ß. 
Durch  Substitution  von 

Jir,  =  (l  +  «)*u  und  y,  =  (l+/S)ya 
erhält  man  zwei  Gleichungen 

^{^ü,!fü)  =  0  und  /'(a:B,yB)  =  0, 
in  welchen  die  Functionszeichen  insofern  eine  andere  Bedeutung  haben, 
als  die  Coefficienten  andere  sind.    Setzt  man 

Xj^zssi  +  ai  und  y^^l  +  ßu 
so  erhält  man  die  Benutzung  der  Taylor'schen  Beihe 

und 

wobei  die  Glieder,  von  der  zweiten  Ordnung  angefangen,  vernachlässigt 
werden.  Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  giebt  «}  und  ß^  und 
damit 

a;  =  a(l  +  «)(l  +  a,)    und   y  =  6  (1  + /J)  (1  +  A). 

Beispiel.     Es  seien  gegeben  die  zwei  Gleichungen 
x*  +  8 jr»y +  10 a;/ -- 189,562  ^  0, 
y*  +  y*a:  +20ydJ*  — 174,884  =  0 
und  man  kennt  die  Näherungswerthe 

0  =  1,7,    6  =  2,2, 
^        +      8^y      +     lOary*     —189,562=0 
0,000000       0,930000  1,000000 

1,152245       0,691347  0,230449 

0,342423  0,684846 

1,152245       1,936860  1,915295 

14,198J?,'  +  86,469ii-,'yi  + 82,280  a'iy,*  —  189,562  =  0 
1)  (401««  +  424«/»  +  82/J')  +  (413«+251|S)-6,6W|=0Q(3^^^^ 


\ 
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y*       +       y'ar        +      20  yx*       —178,884  =  0 

0,000000       0,000000  1,301030 

0,230449  0,460898 

1,369692        1,027269  0,342423 

1,369692        1,257718  2,104351 

23,425^1*  +  18,102  yi'a:,  +  127,160  y,ari*  —  174,884  =  0 

2)  (127  «*  +  309  a  /J  +  195  j3»)  +  (272  a  +  275  ß)  —  6,197  —  0 

Aus  1)  und  2)  erbält  man  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  der  zwei- 
ten Ordnung 

«  =  0,0058,     /J  =  0,0168 
und  damit 

«*  =  0,000033,     a|3  =  0,000097,     |3*  =  0,000282. 
Damit  wird  die  quadratische  Correctiou  in 

Gl.  1):  401a»  +  424aß+   82/J*  =  0,076, 
-    2):  127  a« -f- 309  aj3  + 195/3  »  =  0,089 
und  die  verbesserten  Werthe  von  «  und  /3  erhält  man  aus  den  Gleichungen 
413a  +  251  jS—  6,539  =  0 
272  a  +  275/3  —  6,108  =  0 
«  =  0,00586,       /5  =  0,0164 
log  (1  +  a)  =  0,002538,    log  (1  +  /5)  =  0,007065 
1,152245  1,9  6860  1,915295 

0,012690  0,007614  0,002538 

0,007065  0,114130 

1,164935  1,951939  1,931963 

14,6196  V  +  89,4415  Vyu  +  85,4994  aru^u*  —  189,562  =  0 

3)  427  a,  +  260  Ä  —  0,0015  =  0 

1,360692     1,257718      2,104351 

0,002538      0,005076 

0,028260     0,021  95      0,007065 

1,397952     1,281451       2,116492 

25,0007  V  +  19,1184  yu'j?u+  130,7651  ^uV  —  174,884  =  0 

4)  .  281  aj -f  288  ft  + 0,0002  =  0. 

Aus  3)  und  4)  folgt 

«,  =  +  0,000010,     ßi  —  ~  0,000010* 
log  (1  +  «i)  =  0,000004 ,     log  (1  +  /?,)  =  9,999996. 

^  =  l,7(l  +  «)(l+«i) 
/ogf  1,7  =  0,230449 

/o(/(l+a)  =  0,002538 

%(1 +«,)::=  0,000004 

log  X  '-z=z  0,233991 

,r  =  1,709980 
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y  =  2,2(l+|3)(l  +  ft) 
log  2,2  -~  0,342423 
%(l+/3) —0,007065 

log  9j  =  0,349484 
y  ---  2,236062 

3.    Bereohnung  der  imaginären  Wnrieln  höherer  Oleichnngen. 

Die  Weddle'sche  Methode  eignet  sich  in  vorzüglichem  Grade  zur  Be- 
rechnung der  imaginären  Wurzeln  höherer  Gleichungen. 
Es  sei 

Aox^  +  A, x"-^  +  A^x»-'^  +  .  .  .  +  An^ix  +  A^  =  0 
die  gegebene  Gleichung  und  man  kenne  einen  Näherungswerth 

a~-  Q  {cos  <p  +  i  sin  gp) 
der  gegebenen  Wurzel.     Setzt  man 

X  ^-=  a  a'i  ~-  Q  Xi  {cos  g>  +  '  *^''  v)> 
60  wird  die  transformirte  Gleichung  mit  der  Unbekannten  jl\ 
L  Aq  q^  {cos  w  9  +  I  sin  tKp)  .r," 
.  1      +  ^,  q"-^  \cos  {n  —  1)  (jp  +  I  sin{n  —  l)  (p]  a',""^ 

J      +  ^8  9""'^  [^os  {n  —  2)  9  +  I  sin  {n  —  2)  <p]  x{"''^  +  . . . 
(      -|«  An^i  q  {cos  <p  +  '  sin  (jp)  jr,  +  ^„  =  0 
sein.     Ist  a   ein  genäherter  Werth   der  unb'ekannten  Wurzel  or,  so  wird 
Xi  nicht  viel  von  der  Einheit  verschieden ,  aber  im  Allgemeinen  eine  com- 
plexe  Grösse  sein.     Setzt  man  also 

x,^l  +  a  +  ßi, 
so  werden  a  und  ß  kleine  Grössen  sein.    Bezeichnet  man  das  Polynom  der 
*  Gleichung  1)  mit 

F{x,)  =  0,    . 
so  giebt  die  erwähnte  Substitution 

F{i  +  <4  +  ßi)  =  0 
oder  nach  dem  Tajlor'schen  Lehrsatze,   indem  man  bis  zu  den  Gliedern 
der  zweiten  Ordnung  inclusive  entwickelt 

2)  F{1)  +  F\i)  {a  +  ßi)  +  i  F'\i)  {a  +  /?•)« ^  0. 

Die  Grössen  F{i),  F\l)  und  ^^"(l)  sind  complexe  Coefficienten,  wel- 
chen man  die  Form 

F{1)  =  R  {cos  k  +  I  sin  k)  ,    F'(l)  ~  Äj  {cosk^  +  i  sin  A,) 
und 

^F"{1)  =  Ä,  {cosk^  +  i sinkt), 
wobei  /?,  i?i,  i^2>  ^1  ^w  ^t  bekannte  Grössen  sind,  geben  kann,    EbensQ 
lässt  sich  «+  ßi  auf  die  Form  bringen 

a  +  ßi--  r  {cos  tj)  +  i  sin  i/;), 
wo  aber  r  und  ^  unbekannte  Grössen  sind. 

Die  Gleichung  2)  nimmt  dauu  folgende  Form  an  (T^OOalp 
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3)  Ä,r«  [co*(2^  +  A,)  +»««(2t>'  +  A,)]  +  Ä,r  [co«(^+A,)  +  isin(^  +  l,)] 
+  It{cosX  +  isink)  =rO. 

Da  r  =  j/c^  +  /^*  eine  kleine  Grösäe  ist ,  so  kann  man  in  erster  Ap- 
proximation r*  vernachlässigen  and  die  Gleichung  3)  redncirt  sich  auf 

Rir[cos  i^f  +  li)  +  I  m(^  +  A,)]  +  R  {co8k  +  isinX)  =  0, 
aus  welcher  mit  Leichtigkeit 

r  =  f-    und   if  =  19(f  +  {k  —  kA  ' 

folgt.     Mit  diesen  genäherten  Werthen  von  r  und  t^  berechnet  man  das 
Glied  der  zweiten  Ordnung 

Ä,r*  [cos  (2ifi  +  X,)  +  i  sin{2H>  +  X,)] 
und  sucht  auf  dieselbe  Weise  wie  früher  die  neuen  verbesserten  Werthe 
von  r  und  ifi.    Kennt  man  r  und  t^,  so  kennt  man  auch 

a  +  ßi=^r  {cos^  +  isifi'^) 
und 

1  +  «  +  |J«  =  ^1  (<?ö5 ipi  + 1  m^ji), 
welches  ein  genäherter  Werth  von  Xi  ist  und  wo  ^|  nahe  gleich  der  Einheit, 
^1  aber  ein  kleiner  Winkel  ist    Setzt  man 

a?i  =  (1  +  «  +  ßi)  iTii  =  Qi^ü  (costpi  + «'  ^««9>i)» 
so  erhält  man  eine  transformirte  Gleichung  mit  der  Unbekannten  x^ ,  welche 
eine  ganz  ähnliche  Form^wie^ie  Gleichung  1)  besitzt,  nur  ist  in  derselben 

also 

log  Q  in  log  ^  +  log  q^ 
und 

(p  in  q>+q>i 
Übergegangen.    Bezeichnet  man  auch  dieses  Polynom  wieder  mit 

4)     .  F{xu)  =  0, 

so  wird 

und  die  Gleichung  4)  bis  auf  Glieder  der  ersten  Ordnung  genau  entwickelt 

sein.     Man  findet  wie  oben  «i+At  und  damit 

«u  =  1  +  «1  +  ft «  =  et  (costpt  +  i 8inq>^\ 
womit  man  in  der  Begel  die  Rechnung  schliessen  kann.     Die  Wurzel  der 
Gleichung  ist  dann 

X  ~ ax^x^  =  9QiQt  [cos  {g>  +  q>i  +  (pt)  +  i sin  {q>  +  (pi  +  q>t)]. 

Durch  den  Gebrauch  der  Gauss*schcn  Logarithmen  für  die  Summe 
oder  Differenz  zweier  Zahlen  Hesse  sich  die  an  sich  schon  einfache  Rech- 
nung nicht  unwesentlich  abkürzen.  In  den  folgenden  Beispielen  sind  jedoch 
die  Gauss^schen  Logarithmen  nicht  benutzt  worden. 

Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

,»+ 15X' -  100*^  +  276464*  +  36aglf -^(Google 
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und  bekannt  der  Näberangswertb 

a  =  ^  {cosg>  +  I  5«« 9)  =  2,6  +  3,9t 
/o^  ^  =  0,670916  <p  =  56M8' 36,0"    . 

0,000000  1,176091  2,000000  (180^  O'  O"),  5,441638 

6,709160  4,696412  2,683664  (225 14  24  ),  0,670916 

6,709160  (203«6'0"),  5,872503  (34°  10'  12"),  4,683664  (  45  14  24  ),  6,112554  (56»  18' 36") 

0,6729«     6,3029,      5,7902       5,6219         4,5314        4,5349         5,8566        6,0328 

(-4709  — 2009i)a?,'«+  (616,9+418,7 1>,'  +  (33,99+34,27i)j:,*+  (718,8+ 1078  f> 

+  8520  =  0, 
wenn   man   der  Kürze   wegen   die  ganze  Gleichung  dnrcb  10"  dividirt. 
Setzt  man 

j?i  =  i  +  «  +  j8i, 

so  ist  bis  anf  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  genan 

(—198746  — 81406i)  («  +  jSi)'  +  (—41917  —15944t)  («  +  ßi)  +  (181  —473t)  =  0 

5,3319  (202*17^  4,6517  (200*49')  2,7084  (290^45'), 

wobei  die  zuletzt  angeführten  Zahlen  die  Logarithmen  der  Moduli  und  die 
Argumente  der  drei  complexen  Ooefficienten  sind. 

Mit  Vernachlftssigung  der  Glieder  der  zweiten  Ordnung  ist  genähert 
log  Modulus  (a  +  ßt)==  8,0567,     Argumenl  (a  +  /?t)  =  269*56'. 
Für  das  complexe  Glied  der  zweiten  Ordnung  findet  man  damit 

den  log  Modulus  =  44,53,     das  Argument  =r:  22°9' 
und  dieses  Glied  selbst 

25,82+ 10,51t. 
Den  verbesserten  Werth  von  a+  ßi  erhält  man  aus 

{—  41917  —  15944  t)  (a  +  ßi)  +  (206,8  —  467,5)  =  0 
4,6517  (200*49')  2,7086  (293*52') 

und  damit 

log  Modulus  {a  +  ßi)  =  8,0569,     Argument  («  +  ßi)  =  273*3' 

a  +  ßi=+  0,0006  —  0,0114  t 

log  Qt  ~  log  Modulus  (l  +  «  +  jjt)  =  0,000289 

<p,  =    Argument  (1  +  a  + /?t)  =  —  0*39'6" 

6,709160  (203*  6'0"),  5,872503  (34*10'l2"),  4,683664  (45*14'24"),  6,112554  (56*18'36"), 

0,002890  (—6  31 0  ),  0,002023  (-4  33  42  ),  0,001156  (-2  36  24  ),  0,000289  (-0  39  6  ), 

6,712050(196  350  ),  5,874526  (29  3630  ),  4,684820  (42  38  0  ),  6,112843  (55  39  30  ), 
6,693599,  6,167519,,  5,813757  5,568313,     4,551523    4,515604,    5,864220  6,029659 
(—4938545  —  1470682  t)a?u**  +  (651264  +  379095  t)V  +  (35606  +  32780 1)  V 
+  (731510  +  1070679t')  a?,,  +  3520160  =-0. 
Setzt  man 

jTu  =  1  +  a,  +  /S,  t, 
80  ist  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  der  zweiten  Ordnung 

—  43952668  —  10914356 1^  (a,  +ft t)  +  (—  5  +  2872t')  =  0 

7,6559  (193*5/)  3,4583  (90^6^^  GoOglc 
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tag  Modtilus  (cfj  +  |3,  t)  =r=z  5,802 1  —  10,     Argument  (a,  +  /3,  t)  -^  76°  9' 

«j+A«"   =0,0000  1519+0,0000  61001 
log  Pj  =  /o^  Modulus  (1  +  a,  +  /Jj  i)  =  0,000006,5 

qp,  =     Argument  (l  +  a,  +  |5,  i)  =  0°0'  12,7" 
/o^^    =0,670916  9?  =  +  56"  18' 36,0" 

'o^  ^1  =  0,000289  qPf  =  —   0  39    6,0 

log  Q^  =  0,000006,5  <p,  =  +   0    0  12,7 

log  QQ,  ß,  =  0,671211,5  (p  +  cpt+fPz  =       55°39'42,7" 

iog  QQiQi  ro5(<)p+9, +9,)  =  0,422549,    %^^t^»  **'*  (9  +  9i  +  <Ps)  ---0,580046 

a;  =  2,645750  +  3,872991 1. 
Der  angenommene  WertU  war  aber 

log  }/l   =^  0,422  549    Yolikommen  tibereinstimmend  mit  dem  obigen  Loga- 

ritbmns, 
%  ^15  =  0,588  045,5  bis  auf  eine  halbe  Einheit  der  sechsten  Decimale  mit 

dem  obigen  Logarithmus  übereinstimmend. 

4.    AnflÖBimg  transcendenter  Oleichnngen. 

Aach  bei  dieser  Art  von  Gleichungen  wollen  wir  die  Verfahrungsweise 
für  algebraische  Gleichungen  consequent  durchführen,  also  nicht  die  trans- 
cendenten  Gleichungen  in  höhere  algebraische  verwandeln,  sondern  die 
gegebene  Gleichung  zweimal  transforrairen  (das  zweite  Mal  mit  genauer 
Interpolation),  um  die  Wurzel,  die  gen&hert  bis  in  die  erste  Decimale  be- 
kannt sein  soll,  mit  zwei  corrigirenden  Factoren  zu  mnltipliciren,  wodurch 
die  Wurzel  in  der  Regel  bis  auf  Einheiten  der  sechsten  Decimale  genau 
erhalten  wird. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  gegeben 

1)  16*  +  25*  +  36*  —  36767,98  =  0 
und  ein  angenäherter  Werth  von  a?  sei  a  =  2,8. 

Wir  setzen 

a:  =  a(l  +  /J)  =  2,8(1+^) 
und  der  Kürze  halber 

m  =  162'8,    n  =  252^8,   ^  =  36^^ 
so  wird  die  obige  Gleichung  tibergehen  in 

m  .  m^  •\.n,nP  +p.pß  ~  36767,98  =  0 
oder  wenn  man  mr^  nP  und  p^  als  Exponentielle  in  Reihen  entwickelt  und 
bei  der  zweiten  Potenz  von  ß  stehen  bleibt 

W(l  +  j3/w  +  4l3«/w')+;i(l+^/«  +  i/J»/««)  +  p(l  +  j3//>  +  i(5»/;/)  — 36767,98=0 
oder 

2)  (m  +  n  +  p  —  36767,98)  +  ^{fnlogm  +  n  logn  +  p  hgp) 

+  —^  (fn  logm*  +  n  log  ;^«  +  p  logp*)  =  0. 
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Vernacliltissigt  man  einstweilen  die  zweite  Potenz  von  /),  so  erhält 
man  einen  vorläufigen  Werth 

_  ilf  [36767,»8  —  {m  +  n  +  p)] 
^       m  logrn+n  log  n  -f-/>  log p ' 

Mit  diesem  vorläufigen  Werthe  von  ß  wird  das  Glied  der  zweiten  Ord- 
nung in  der  Gleichung  2)  berechnet  und  sodann  nach  Anbringung  dieser 
quadratischen  Correction  ein  neuer  verbesserter  Werth  von  ß  erhalten. 

Wir  wollen  noch  ganz  kurz  ein  einzelnes  Glied  der  Gleichung  in  sei- 
ner Entwickelung  bis  zum  Schlüsse  der  zweiten  Transformation  näher  be- 
trachten, z.  B.  das  Glied  16*. 

Es  ist 

daher 

log  m  =  2,8  log  lÖ, 
log  log  m  =  log  2,8  +  log  log  16. 
Diese  Grösse  log  log  m  ist  die  einzige,  die  man  mit  genauer  Interpola- 
tion zu  berechnen  hat,  und  dies  nur,  weil  sie  bei  der  zweiten  Transforma- 
tion wieder  benutzt  wird,  wie  leicht  im  Voraus  einzusehen. 
Zu  log  log  m  nimmt  man  sogleich  log  m  und  annähernd  m. 
Als  Factor  von  ß  erscheint  ferner  der  Ausdruck  m  logm\  es  ist  aber 
log  (m  log  m)  =  log  m  +  log  log  m, 
daher  ergiebt  sich  dieser  Logarithmus  ans  der  Addition  zweier  bekannter 
Logarithmen   und   man   hat  nur  annähernd   die  dazu  geliörende  Zahl  zu 
suchen.     Ebenso  verhält  es  sich  mit  m  (logm)*,  da 

log  {m  log ;n*)  =  logm  +  2  log m 
ist,  also  auch  hier  bereits  berechnete  Grössen  aur  Verwendung  kommen 
Für  die  zweite  Transformation  ist 
m'  =  162.8  (i+ft, 
%w'  =  2,8(l  +  /3)/oöfl6, 
log  log  m  =  log  (2,8  log  16)  +  log  (l  +  ß)  —  log  log  m  +  log  (1  +  j8), 
so  dass  sich  die  meisten  der  in  der  Rechnung  vorkommenden  Grössen  mit 
geringer  Mühe  auseinander  ablieiten  lassen,  wie  die  folgenden  Beispiele 
noch  deutlicher  zeigen  werden. 

• 
5.   Heue  DartMlnng  und  Berechnnng  der  Wurseln  algebraUoher  und 
transcendenter  Oleiobnngen. 
Zum  Schlüsse  will  ich  noch  ein  anderes  Verfahren,  die  Wurzeln  höhe- 
rer Gleichungen  zu  finden,  auseinandersetzen ,  welches  in  einer  %))geänder- 
ten  Darstellung  der  Unbekannten  jeder   algebraischen  sowohl,  als  auch 
jeder  transcendenten  Gleichung  besteht,  indem  nämlich  für  die  Unbekannte 
X  die  Form  einer  Exponentiellen  x  =  a^"^^  angenommen  wird ,  unter  a  ein 
genäherter  Werth  der  Wurzel  verstanden. 

Wie  die  Durchführung  der  Rechnung  durch  die  verschiedenen  Opera^ 
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tionen  erfolgt,  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  aus  welchem  auch  er- 
sichtlich ist,  dass  die  Auflösung  der  im  letzten  Beispiel  angefahrten  trans- 
cendenten  Gleichung  das  Muster  für  alle  derartigen  Wurzelauffindungen 
darstellt. 

Beispiel.     Es  sei  gegeben  die  Gleichung 

1 )  X*  —  24a:»  +  106«*  —  612a?  +  580  =  0 
und  man  kenne  den  Näherungswerth 

a  =  l,7,    /o^f  a  =  0,230449. 
Man  setzt 

und  erhält 

2)  a*+*«  —  24«»+»«  +  105a24.2a  _  6i2ai+«  +  580  =  0 
oder 

3)  .(a*— 24a»  +  105a*— 612a +  580)  + «-^- (4a*— 3,24 «•+ 2,195a*— l,6i2a) 

M 

^^^\m)  (loa*  —  9,24a«  +  4,195a*  — 1,612a)  =0, 

indem  man  bis  zu  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  inclusive  entwickelt. 
0,000000  1,380211„         2,290035  2,786751» 

0,921796  0,691347  0,460898  0,230449 

0,921796  2,071558,»         2,750933  3,017200« 

8,352      —  117,912      +  563,551      —  1040,400      +  580,000  =  —     6,409 
33,408      —353,736      +1127,102      —1040,400  =-—233,626 

133,632      —1061,206      +2254,204      —1040,400  =+286,228 

Femer  ist 


log  log  a  =  9,362575  log  \  =  9,6 

/0fifitf  =  9,637785  ^*^9\m)  =»»449580 

log  (^^  =  8,724790       log  ^  ('"^Y  =  9,148550 

log  (—  233,626)  =  2,368521«  log  286,228  =  2,456712 

2,093311«  1,605262 

Die  Gleichung  3)  übergeht  somit  in 
4)  (0,806790«)  +  (2,093311«)  «  +  (1 ,605262  «*  =  0, 

wo  die  eingeklammerten  Grössen  die  Logarithmen    der  entsprechenden 
Coefficienten  sind.    Mit  Vernachlässigung  von  o*  erhält  man  zunächst 
vorläufiger  Werth  von  log  a  =  8,713479« 
%«*  =  7,426958 
1,605262 
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das  Glied  der  zweiten  Ordnung  +  0,1077 

—  6,409 


—  6,3013 
log  (—6,3013)  =  0,799431, 
2,093311 

verbesserter  Werth  von  log  a  =  8,706120« 
log  log  a  =  9,362575 

log  (« log  a)  =  8,068695« 
a7o^a=:=  — 0,011714 
An  die  Stelle  von  a  tritt  nun  «'=  «*+« 

„      „       »>        9)      ^oga    „      „       loga=z    {l+a)loga=::    loga  +  aloga 
„      „       „        „    nloga    „      „     nloga  :=  91(1-^-0) log a^=zu log a  +  nccloga 

0,921796  2,071558«  2,750933  3,017200« 

—  0,040856  0,035142  0,023428       —0,011714 

0,874940  2,036416«  2,727505  3,005486« 

7,498       —108,747 
29,992       —326,341 


+  533,955       —1012,713 

+580,000  =  —     0,007 

+  1067,910       —1012,713 

=  —  241,152 

log  a  =       0,230449 

aloga  =  —  0,011714 

log  a=       0,218735 

^^=0,504   (genähert). 

Statt  der  Gleichung  4)  ist  nun  folgende  aufzulösen 
—  0,007       —  241.0,504  a  =  0 
«=- 0,0000576 
logaz=       0,218735 
«  log  a=  —  0,000012,5 

loga'=z       0,218722,5 
ar  =  a"=       1,654712. 


ZeiUchrirt  r.  Malh^inalik  u.  Physik.  VII,  6. 
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XVIII. 
Allgemeine  Eigexuschaiten  der  algebraischen  Flächen. 

Von  M.  Dietrich, 

Lehrer  an  der  Gewerbeschule  zu  München. 


Einleitung. 

Von  den  bis  jetzt  bekannten  allgemeinen  Eigenschaften  der  alge- 
braischen Curven  sind  wohl  die  folgenden  drei  von  Newton  nnd  Co tes 
bereits  ausgesprochenen,  welche  die  Abschnitte  betreffen,  die  durch  eine 
solche  Curve  auf  parallelen  oder  durch  feste  Punkte  gehenden  Transver- 
salen gemacht  werden,  als  die  bedeutendsten  anzusehen. 

1.  „Wenn  man  in  der  Ebene  einer  algebraischen  Curve  Transver- 
salen zieht,  die  unter  einander  parallel  sind,  und  auf  jeder  von  ihnen  das 
arithmetische  Mittel  der  Abstünde  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  von 
einem  beliebigen  Pnnkt  der  Transversalen  von  letzterem  aus  aufträgt,  so 
liegen  die  anderen  Endpunkte  dieser  arithmetischen  Mittel  in  einer  Ge- 
raden.*' 

2.  „Wenn  man  um  einen  festen  Punkt  in  der  Ebene  einer  alge- 
braischen Curve  eine  Transversale  sich  drehen  lässt,  welche  die  Curve  in 
so  vielen  Punkten  schneidet,  als  deren  Gradzahl  anzeigt,  und  auf  dieser 
Transversalen  in  jeder  ihrer  Lagen  das  harmonische  Mittel  der  Abstände 
ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  von  jenem  festen  Punkt  aus  aufträgt, 
so  liegen  die  anderen  Endpunkte  dieser  harmonischen  Mittel  in  einer  Ge- 
raden." 

Z,  „Wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  alge- 
braischen Curve  zwei  Transversalen  parallel  zu  zwei  festen  Geraden  zieht» 
so  stehen  die  Producte  der  Abschnitte,  also  auch  die  geometrischen  Mittel 
der  letzteren ,  welche  auf  diesen  beiden  Transversalen  von  jenem  Punkte 
bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Curve  gemacht  werden,  unter  einander 
in  einem  constanten  Verhältniss,  das  von  der  Lage  jenes  Punktes  unab- 
hängig ist." 

Es  liegt  nun  nahe,  nnd  ist  auch  leicht  nnd  fast  ohne  alle  Rechnung 
ausfahrbar,  aus  diesen  Sätzen  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  alge- 

"^        ^   -      '  a 
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braischen  Flächen  abzuleiten.  Doch  möchte  eine  directe,  von  jenen  Sfttzcn 
unabhängige  Aufstellung  dieser  Eigenschaften ,  welche  dann  obige  Sätze 
wieder  als  Znsätze  in  sich  enthalten,  schon  deshalb  den  Vorzug  verdienen, 
weil  sich  aus  dem  analytischen  Ausdrucke  derselben  leicht  noch  weitere 
Eigenschaften  als  Folgerungen  ergeben,  welche  man  sonst  wohl  nicht 
würde  erkennen  können.  Ich  erlaube  mir  daher,  diese  Aufstellung  im 
Nachfolgenden  zu  unternehmen  und  derselben  nur  als  Einleitung  einige 
Bemerkungen  über  die  Asymptoten  der  algebraischen  Flächen  vorauszu- 
schicken. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  nten  Grades,  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogen,  sei: 
l)/(x,y,z)  =  ^t-  +  (^.a:  +  ^'y)t"-i  +  (^,dP*  +  ^/xy  +  ^V)  *"-'  +  ... 

and  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  seien : 

2)  x=jz+.a,   y  =  lz  +  b, 

wo  ff ,  |9 ,  y  die  Cosinus  der  Winkel  bedeuten ,  welche  diese  Gerade  mit  den 
Bichtungen  der  Coordinatenachsen  macht.  Für  die  Schnittpunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Fläche ,  für  welche  die  Gleichungen  1)  und  2)  zusammen 
bestehen,  erhält  man  durch  Einsetzen  der  in  2)  gegebenen  Werthausdrücke 
von  X  und  y  in  die  Gleichung  1) ,  wenn  man  noch  die  hierdurch  entstehen- 
den Aggregate 
^y»  +  (^1« + ^'ß)  y—^H-  (^,«•+^,'«1?  +  A"ß')  y-H. .  .+^««" + . . . + J<»>/J«, 

zur  Abkürzung  beziehungsweise  mit  9,  SB,  €, .  •  •  darstellt,  die  Gleichung: 

3)  yn,f(l^+a,lz+b,z^ 

+  (%-,+';^)H'"-+[»("r.+'.7)'«+i("r,+'.> 

Setzt   man    hier   für  a  und   b    die  die  Coordinaten  t,  9,  3    irgend 

tt  ß 

eines  Punktes  der  Geraden  2)  enthaltenden  Werthe  r 3,  n  —  —  3   ein, 

r  y 

so  erhält  man  mit  Beachtung  der  bekannten  Eigenschaft  einer  homogenen 
Function  m  ten  Grades  ^  (cr^  j9,  y) : 

nach  den  nöthigen  Reductionen  für  die  Coefficienten  obiger  Gleichung  vom 
zweiten  angefangen  die  Ausdrücke :  {  ^^!c?«rr~7^  -- 

(^  UNIVF,H.-.[r/  j 
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5)  (yZ)«— ni.9l)  +  y«. 

4[y»Z)*M— 2(«-l)y3. /)«+«(«  — l)i'.«]  + 7  [y /)«—(« -1)j.5B]+y»6, 
If//)»?!— S(n-2)y'3.i)»?l+3(«— 1)(«— •i)yi*./)«— n(n  — 1)(«— 2)J».«] 
+4  y  [y»/>' SB-2  (n— 2)yi.  i)S +(«-!)  («-2)j».  33]+ y'[y  06— («—J)i.  6]+ y*!», 

j  J  J 

in  welchen  mit  D  das  Symbol:  r  — -  -f-n  V5  +  3:r-  angedeutet  ist. 

a«         dp         ay 

Aus  der  Gleichung  3)  zeigt  sich  sogleich,  dass  eine  algebraische 
Fläche  nten  Grades  durch  eine  Gerade  im  Allgemeinen  in  n 
(nie  mehreren)  Punkten  und  also  durch  eine  Ebene  in  einer 
Cnrve  nten  (nie  höheren)  Grades  geschnitten  wird.  Weniger 
als  n  Schnittpunkte  aber  erhält  man  in  zweierlei  Fällen,  nämlich  einmal, 
wenn  für  besondere  Werthe  der  Zahlen  a,  /?,  y,  a  und  6,  d.  i.  für  besondere 
Richtungen  und  Lagen  der  schneidenden  Geraden  ein  oder  mehrere  Paar 
von  Wurzeln  imaginär,  dann  auch,  wenn  der  erste  oder  mehrere  der 
ersten  Coefficienten  dieser  Gleichung  Null  und  dadurch  eine  gleiche  An- 
zahl von  Wurzeln  unendlich  gross  werden.*) 


K 


*)  Wird  nämlich  in  der  Gleichung: 
vorerst  a^  gleich  Null,  so  werden  die  Quotienten 

unendlich,  während  die  Quotienten 

<!,  _         t,(g,+28-H..  )  +  Z,Z,  +  ...        Wa   _gt(*t^3+.    .)  + 2^2^144-... 

endliche  Werthe  behalten ,  woraus  folgt ,  dass  eine ,  und  nur  eine  der  Warxeln  der 
gegebenen  Gleichung,   etwa  Z|  unendlich  gross  geworden;   es  wird  dann  sogleich: 

entsprechend  der  Gleichung 

Werden  femer  %  und  aj  Null,  so  werden  dadurch  sowohl  die  Quotienten 

«0  '    «ö  '  *  *  * 
als  auch 

unendlich,  während 

^  =3  _  ^1^1(^8+"  0  +  ^t  ^8^4  +  "-        «i  _  gt^l(^3^4  +  ..0  +  X|g8Z4gB  +^:  • 

endlich  bleiben,  woraus  man  schliessen  kann,  dass  zwei  der  Wurzeln,  etwa  z^  und 
Z|  unendlich  geworden,  wodurch  dann 

^=»-(«8  +  3J4  +  ...).       7-==*«*4H--..,    •.- 

wird,  entsprechend  der  Gleichung 

a,z"-2H-<i,s*— 3h-«^z»«-44.  . . .  =  0. 
Aehnlich  lässt  sich  schliessen,  wenn  drei  oder  noch  mehr  der  Coefficienten  a 
Null  werden.  C^ r\r\ri\ 
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Durch  das  Eintreten  dieses  letzteren  Falles  erhält  die  Gerade  für  die 
Fläche  eine  besondere  Bedeutung.  Nähert  sich  nämlich  vorerst  in  der 
Gleichung  3)  der  erste  Coefficient  %  der  Null,  so  wird,  da  nach  der  eben 
gemachten  Bemerkung  dann  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  unendlich 
wird,  einer  der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Fläche  auf  dieser 
immer  weiter  hinausrticken  und  mit  dem  Verschwinden  von  91  sich  im  Un- 
endlichen verlieren.  Da  der  Werth  von  ?[  blos  von  den  Zahlen  a,  j5,  y, 
also  blos  von  der  Richtung  der  Geraden  abhängt,  so  wird  das  eben  Gesagte 
wie  für  eine  Gerade,  so  für  alle  mit  dieser  parallelen  gelten,  und  die  Fläche 
selbst  demnach  nach  dieser  Richtung  sich  ins  Unendliche  ausdehnen.  Un- 
ter diesen  parallelen  Geraden  werden  ferner  auch  solche  sein,  für  deren 
besondere  Lage  auch  noch  der  zweite  Coefficient  in  3)  verschwindet,  wel- 
cher ausser  von  a,  /3,  y  auch  noch  von  a  und  b  oder  r,  i|,  3,  d.  i.  von  der 
Lage  der  schneidenden  Geraden  abhängig  ist.  Je  mehr  nun 'eine  der  in 
der  Richtung  (a,  ß^  y)  gehenden  Geraden  dieser  besonderen  Lage,  also  dem 
entsprechend  jener  zweite  Coefficient  der  Null  sich  nähert,  nm  so  weiter 
wird  auf  dieser  Geraden  auch  noch  ein  zweiter  ihrer  Schnittpunkte  mit  der 
Fläche  Hinausrttcken  und  mit  dem  Eintreten  derselben  in  die  genannte 
Lage  gleichfalls  im  Unendlichen  verschwinden,  während  er,  sobald  die  Ge- 
rade über  diese  Lage  hinweg  ist,  entweder  auf  derselben  Seite  oder  auf 
der  entgegengesetzten  wieder  erscheint,  je  nachdem  der  zweite  Coefficient 
in  3)  beim  Durchgang  durch  Null  sein  Vorzeichen  beibehält  oder  ändert. 
In  dieser  besonderen  Lage  nun,  wo  die  Gerade  die  Fläche  nach  einer  Seite 
hin  nicht  mehr  trifft,  ihr  aber  doch,  je  weiter  hinaus,  desto  näher  kommt 
und  beim  geringsten  Heraustreten  aus  ihrer  Lage  oder  Richtung  dieselbe 
auch  wirklich,  wenn  auch  noch  ferne,  erreicht,  nennt  man  sie  eine 
Asymptote  der  Fläche.  —  Wenn  für  gewisse  Werthe  von  a,  j5,  y  nicht 
nur  der  erste,  sondern  unabhängig  von  a  und  b  oder  von  r,  9,  3  noch  meh- 
rere  nachfolgende  der  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  3) ,  etwa  bis  zum 
Arten  verschwinden,  so  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass  auf  allen  Geraden, 
welche  die  durch  jene  Werthe  von  «,/?,/  bestimmte  Richtung  haben,  so- 
gleich je  k  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  im  Unendlichen  liegen 
und  eine  solche  Gerade  erst  in  jenen  Lagen  eine  Asymptote  der  Fläche 
wird,  in  welchen  die  entsprechenden  Werthe  von  a  und  b  auch  noch  den 
Arten  Coefficienten  mit  zu  Null  machen. 

Die  Bedingungen ,  dass  die  Gerade  2)  eine  Asymptote  der  Fläche  1) 
sei,  bestehen  demnach  im  Allgemeinen  in  den  Gleichungen: 

6)  «  =  0 
und 

7)  ^•«  +  7^-^  +  33- 
da  da 

oder  r—  +      — +       — -fSB  =  o 

''da        '-rf/J       ^'dy  '   Digitizedby Google 
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von  denen  die  erste  die  Richtungen ,  die  zweite  für  jede  dieser  Richtungen 
die  Lagen  dieser  Asymptoten  bedingt.  Wenn  für  besondere  der  Oleichung 
6)  genügenden  Werthe  von  a,  ^,  y  unabhängig  von  a  und  h  oder  von  r,  9,  3 

d%    d% 

die  Gleichung  7)  mit  erfüllt  wird,  also  von  den  Ausdrücken  — -  ,  --— ,  und 

d% 
hiermit  auch  -7— ,  sowie  33  jeder  für  sich  Null  wird,  wodurch  angezeigt  ist, 

dass  in  der  entsprechenden  Richtung  eine  Gerade  immer  zwei  ihrer  Schnitt- 
punkte mit  der  FUche  zugleich  im  Unendlichen  hat,  so  unterliegt  sie,  um 
eine  Asymptote  der  Fläche  zu  werden,  der  weiteren  Bedingung: 

oder 

welche  sich  ergiebt,  indem  man  den  dritten  Coefficienten  in  3)  mit  Beach- 
tung der  Gleichungen  6)  und  7)  gleich  Null  setzt.  In  ähnlicher  Weise  er- 
hält man  auch  die  Bedingungen,  welche  bestehen,  wenn  eine  Gerade 
Asymptote  der  Fläche  werden  soll,  von  welcher  in  gewisser  Richtung 
immer  drei  oder  melirere  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  zugleich  im  Un- 
endlichen liegen. 

Die  Gleichungen  6)  und  7) ,  welche  die  Bedingungen  enthalten ,  unter 
welchen  eine  Gerade  eine  Asymptote  der  Fläche  1)  wird,  lassen  die  Rich- 
tung und  Lage  einer  solchen  noch  unbestimmt  und  bedingen  dieselben  nar 
theilweisC;  so  dass  einer  Fläche,  welche  überhaupt  Asymptoten  hat,  deren 
eine  unbegrenzte  Anzahl  zukommt  Die  Richtungen  dieser  Asymptoten 
sind  alle  parallel  den  Seiten  eines  Kegels  vom  nten  Grade,  dessen  Glei- 
chung man  erhält,  wenn  man  in  6)  für  a,  ^,  y  die  Werthe  — -,  ^—r-^^  —r^ 

einsetzt,  wo  |,  t;,  ^  die  Coordinaten  der  beliebig  genommenen  Spitze  dieses 
Kegels  sind.  Es  ergiebt  sich  als  Gleichung  dieses  die  Asymptotenrichtun- 
gen  der  Fläche  1)  enthaltenden  Kegels: 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  ferner,  welche  die  Werthe  der  Zahlen 
a  und  h  oder  r,  9,  3  beschränken,  zeigen  sogleich,  dass  jeder  der  aus  6) 
bestimmten  Richtungen  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Lagen  der  Asympto- 
ten zukommt,  und  zwar  liegen  diese  alle  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene, 
als  deren  Gleichung  die  Gleichung  7)  selbst  angesehen  werden  kann.  Wird 
aber  für  eine  gewisse  Richtung  die  Gleichung  7)  unabhängig  von  r,  ij,  3  er- 
füllt, so  werden  die  Lagen  der  in  dieser  Richtung  gehenden  Asymptoten 
durch  die  Gleichung  8)  oder  eine  höhere  noch  bedingt,  ans  welchen  ersicht- 
lich ist,  dass  diese  Asymptoten  dann  die  Seiten  eines  Cylindcrs  des  zwei- 
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ten  oder  eines  höheren  Grades  sind.     Die  so  sich  als  Ort  der  Asymptoten 
von  gleicher  gegebener  Richtung  ergebende  Ebene  oder  den  Gleiches  dar- 
stellenden Cjlinder  kann  man  die  dieser  Kichtung  zugehörige  Asjmp to- 
tenebene oder  Asjmptotencjlinder  der  Fläche  nennen. 
Schneidet  man  die  Fläche  l)  durch  die  Ebene 

10)  Lx  +  My  +  Nz  +  P  =  0, 

80  werden  die  in  dieser  Ebene  liegenden  Asymptoten  der  Fläche  zugleich 
die  Asymptoten  der  Schnittlinie  derselben  mit  der  Ebene  10)  sein«  Die 
Riehtangen  dieser  Asymptoten  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

11)  31  =  0  und   La  +  Mß+Ny=:0^ 

a  ß 

welche  je  n  Werthe  der  Quotienten  —  und  — ,   also   auch  n  verschiedene 

7  7 

oder  zum  Theil  oder  durchaus  gleiche  Richtungen  für  die  Asymptoten  lie- 
fern. Diese  werden,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  11)  sogleich  zeigt,  für 
alle  mit  10)  parallelen  Ebenen  dieselben  sein,  woraus  folgt,  dassparal-  - 
lele  Schnitte  auf  einer  algebraischen  Fläche  auch  parallele 
Asymptoten  haben.  Die  einer  der  aus  11)  erhaltenen  Richtungen  ent- 
sprechenden Lagen  der  Asymptoten  findet  man  sodann  aus  den  Gleichungen 

12)  T^.a  +  :r^.6  +  »  =  0  und  ia-f  Üf6  +  i^  =  0, 
aa  dp 

oder  auch 

d9C         d%         d%  ,         . 

^a^  +  '^^  +  i^  +  ß^^^^^L^+^^^  +  Ni  +  P^o, 

welche  für  jede  Richtung  je  eine  Lage  der  Asymptote  bezeichnen,  welche 
letztere  auch  als  der  Schnitt  der  gegebenen  Ebene  mit  der  ihrer  Richtung 
zugehörigen  Asymptotenebene  betrachtet  werden  kann.  Die  Bedingung, 
dass  wenigstens  zwei  der  aus  11)  folgenden  Richtungen  gleich  sind,  heisst, 
wie  leicht  zu  finden, 

d%    ^       d%    ^      d«    ^ 

da  dp  dy 

welche  ausspricht,  dass  dann  die  Asymptotenebene  der  Richtung  (a,  ß,  y) 
der  Ebene  10)  parallel  ist.  Die  Gleichungen  12)  liefern  in  diesem  Falle 
unendliche  Werthe  oder  bestehen  für  jeden  Wertl;i  Ton  a  und  b,  letzteres 
wenn  der  Quotient  S  :  P  den  in  obiger  Bedingung  stehenden  gleich  ist. 

Eine  Ausnahme  macht  der  Fall,  wo  -r-,   —-j,   --—  und  S  jedes  für  sich 

da      dp      dy 

Null  wird,  welcher  auch  der  für^leiche  Richtungen  der  Asymptoten  eben 

aufgestellten  Bedingung  genügt.    In  diesem  Falle  dienen  zur  Bestimmung 

der  Lagen  der  so  gerichteten  Asymptoten  die  Gleichungen 

^^^  *G^"'"^^y*  +  G^  +  ^^)®+®""^  """^  Za-fiJfft  +  P^O, 
oder  ^  T 
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und  Lt'^Mii+Ni  +  P  =  0, 
welche  den  Asymptoten  zwei  verschiedene  oder  nur  eine  Lage  zuweist,  je 
nachdem  die  aus  13)  kommenden  Werthpaare  von  a  und  b  bezüglich  reell 
und  ungleich ,  oder  gleich  sind.  Sind  aber  die  genannten  Werthe  imaginär, 
so  ist  damit  angezeigt,  dass  eine  in  der  gegebenen  Richtung  gehende  Ge- 
rade in  keiner  Lage,  weder  in  bestimmter  Nftbe,  noch  unendlich  fern, 
Asymptote  der  Schnittlinie  oder  der  Fläche  werden  kann,  und  dass  dem- 
nach Schnittlinie  und  FUche  nach  dieser  Richtung  hin  sich  nicht  ins  Un- 
endliche ausstrecken.  Die  zwei  verschiedenen  Lagen  von  gleich  gerichte- 
ten Asymptoten  in  der  Ebene  10)  erhält  man,  wenn  diese  Ebene  den  in  der 
ersten  der  Gleichungen  13)  dargestellten  Cylinder  schneidet,  nur  eine  Lage, 
wenn  sie  diesen  Cylinder  berührt,  und  keine  Lage,  d.  i.  keine  Asymptote, 
wenn  die  Ebene  ganz  ausserhalb  des  Cylinders  liegt.  —  Durch  Fortsetzung 
dieser  Schlussweise  kommt  man  zur  Erkenntniss,  da.ss  die  Schnittlinie  einer 
Fläche  nten  Grades  mit  einer  Ebene  höchstens  n  Asymptoten  haben  kann, 
welche  sich  alle  als  die  Schnitte  dieser  Ebene  mit  den  gewissen  Richtungen 
zugehörigen  Asymptotenebenen  oder  Asymptotencylindern  ergeben;  und 
dass  sie  keine  solche,  weder  in  bestimmter  Lage,  noch  unendlich  fern  hat, 
wenn  die  für  die  Richtungen  der  Asymptoten  bestehenden  Bedingungs- 
gleichungen diesen  entweder  blos  imaginäre  oder  auch  noch  paarweise 
gleiche  reelle  Werthe  liefern ,  und  wenn  im  letzteren  Falle  dann  die  zur 
Bestimmung  der  Läge  der  Asymptoten  dienenden  Gleichungen  den  Be- 
stimmungsstücken imaginäre  Werthe  geben.  Hiermit  ist  auch  das  Mittel 
gegeben,  zu  erkennen,  ob  eine  algebraische  Fläche  oder  ebene 
Schnitte  einer  solchen  vollständig  geschlossen  seien  oder 
nicht. 

Die  Gleichung  0),  welche  die  Richtungen  der  Asymptoten  der  Fläche  1) 
bedingt,  enthält  blos  die  mit  den  verschiedenen  A  dargestellten  Coefficien- 

teu  der  Gleichung  1),  deren  Anzahl  ^^ — — '■ — ■  ist,   und  ist  bezüglich 

dieser  linear.    Wenn  also 

(n  +  \){n  +  2)    ^^n{n  +  Z) 
2  2 

verschiedene  Asymptotenrichtungen  gegeben ,  so  erstehen  daraus  eben  so 
viele  verschiedene  Formen  der  Gleichung  6),  aus  welchen  sich  dann  eine 
gleich  grosse  Anzahl  der  Coefficienten  -/,  also  alle  bis  auf  einen ,  als  be- 
stimmt Vielfache  dieses  letzteren ,  unbestimmt  bleibenden  ergeben.  Setzt 
man  diese  Werthausdrücke  für  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  6)  ein, 
so  fällt  jener  unbestimmt  gebliebene  Coefficicnt  durch  Division  weg  und 
die  Coefficienten  dieser  Gleichung  erscheinen  als  bestimmte  Fiyictionen 
der  gegebenen  Richtungen.    Hieraus  folgt,  dass  für  eine  Fläche  itten  Gra- 
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des  nur  — ^^ verschiedene  Asymptotenrichtnngen  willkürlich  ange- 
nommen werden  können,  durch  welche  dann  auch  alle  Übrigen  Asympto- 
tenrichtnngen  yonständig  bestimmt  sind,  und  dass  ferner  zwei  Flächen 

nten  Grades,  welchen  -^ verschiedene  Asymptotenrichtungen    ge- 

neinschaftlich  sind,  auch  alle  übrigen  geraein  haben.  Solche  Flächen, 
welche  daran  zu  erkennen  sind,  dass  die  Coefficienten  der  mit  der  höchsten 
Dimension  der  Coordinaten  versehenen  Glieder  ihrer  Gleichungen  bezüg- 
lich gleich  sind,  kann  man  Flächen  gleicher  Asymptotenrichtung 
nennen. 

Da  gemäss  der  Gleichung  7)  die  Neigung  der  zur  Asymptotenrichtung 
{"^y  ßt  y)  gehörigen  Asymptotenebene  gegen  irgend  eine  Gerade  oder  Ebene 
Mos  von  den  Coefficienten  des  Polynoms  31 ,  die  Lage  derselben  aber  auch 
noch  von  dem  Polynom  8  abhängt,  so  sieht  man  sogleich,  dass  alle  Flächen 
desselben  Grades  und  von  gleicher  Asymptotenrichtung  die  irgend  einer 
ihrer  Asymptotenrichtungen  zugehörigen  Asymptotenebenen  parallel  haben. 

Haben  diese  Flächen  aber  zu  -^-^ Asymptotenrichtungen  (so  gross  ist 

auch  die  Anzahl  der  in  S  vorkommenden  Coefficienten  B)  die  Asymptoten- 
ebenen gemeinschaftlich,  so  sind  ihnen  auch  die  allen  übrigen  Asymptoten- 
richtungen zugehörigen  Asymptotenebenen  gemein  (da  in  ihren  Gleichun- 
gen dann  nicht  blos  die  Coefficienten  ^,  sondern  auch  noch  die  zur 
zweithöchsten  Dimension  ihrer  Coordinaten  gehörigen  Coefficienten  B  die- 
selben sind). 

Nach  diesen  Bemerkungen  über  die  Asymptoten  der  algebraischen 
Flächen  soll  nun  zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  durch  eine 
solche  Fläche  auf  geradliuigen  Transversalen  gemachten  Abschnitte  vor- 
gegangen werden. 

I. 

Sindp|,Pt,...,^n  ^'^^  Schnittpunkte  der  Geraden  2)  mit  der  Fläche  1) 
und  zwischen  denselben  der  Punkt  p  oder  (r,  i),  3)  so  gelegen,  dass  seine 
Abstände  von  den  auf  der  einen  Seite  desselben  befindlichen  Schnitt- 
punkten dieselbe  Summe  geben,  wie  die  A,bstände  desselben  von  den 
Schnittpunkten  auf  der  anderen  Seite,  dass  also 

PPi  +  FPt  +  •  •  •  +  VPi  '-=  Pi^i  P  + .  • .  +  J»n  P 
ist,  so  hat  man  auch,  wenn  man  alle  diese  Punkte  auf  einen  weit  genug 
zurückliegenden  Punkt  n  bezieht, 

(p«— p, »)  +  (p»  — Pt  ?r)  + . . .  +  (pw— Pi«)  =  (j»»+i«  —  p«)  +  . . . 

+  (Pi.»  — P«) 
oder 

14)  £nipn  —  Pkf^)~0,  ^  . 
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welche  Gleichung  dann 

giebt;  d.  h.  es  ist  alsdann  der  Abstand  des  Punktes  |^  von  einem  beliebigen 
auf  derselben  Geraden  gewählten  Punkte  n  das  arithmetische  Mittel 
der  Abstände  der  Schnittpunkte  p  von  demselben  Punkte«  Man  kann  des- 
wegen den  Punkt  |^  den  arithmetischen  Mittelpunkt  der  Punkte  j» 

nennen.     Wegen  pw  = und  p«  = wird  nun  aus  14) : 

woraus,  da  die  Gleichung  3)  sogleich 

^„=-,.(g..H.|«..+s)., 

giebt,  für  den  Punkt  p  die  Bedingung  entsteht: 

welche  Gleichung  denselben  blos  noch  von  der  Bichtung  der  Geraden  2) 
abhängig  lässt  und,  da  sie  für  alle  mit  jener  parallelen  Geraden  dieselbe 
bleibt,  den  Ort  des  Punktes  p  auf  diesen  Parallelen  als  eine  Ebene  be- 
zeichnet.    Man  hat  demnach  den  Satz : 

L  „Wenn  man  eine  Reihe  Transversalen  zieht,  die  un- 
ter einander  parallel  sind,  und  auf  jeder  von  ihnen  das 
arithmetische  Mittel  der  Abstände  ihrer  Schnittpunkte  mit 
einer  algebraischen  Fläche  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Transversalen  von  letzterem  aus  aufträgt,  so  liegen 
die  anderen  Endpunkte  dieser  arithmetischen  Mittel  in 
einer  Ebene." 

Die  durch  die  Gleichung  15)  ausgedrückte  Ebene  nennt  man  die  der 
Transversalenrichtung  (0,^,7)  zugehörige  Diametralebene. 

Dem  in  I.  ausgesprochenen  Satz  lassen  sich  noch  folgende  Bemer- 
kungen anfügen: 

a)  Der  Winkel  <p  einer  Diametralebene  mit  der  ihr  zugehörigen  Trans- 
versalrichtung ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

stn  tp  = 


16) 


/G-!)'^Q"+Ö" 


«31 
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welche  zeigt,  dass  im  Allgemeinen  anendlich  viele  Transversalrichtnngen 
gegen  die  zagehörigen  Diametralebenen  gleich  geneigt  sind.  Zieht  man 
durch  irgend  einen  Pankt  n  nach  allen  jenen  Richtangen  Gerade,  welche 
mit  ihrer  Diametralebene  bezüglich  denselben  Winkel  g>  machen ,  so  wer«* 
den  diese  Geraden  die  Seiten  eines  Kegels  vom  Grade  2n  sein,  dessen 

^ I 

Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in  16)  statt  a,  ß^  y  die  Werthe  — - — , 


?^— 5, i— i  setzt,  wo  l=^y{x—  !)•  +  U  —  1?)*+  (2— 0"  ißt»   welche  jene 

Zahlen  durch  die  Coordinaten  der  Kegelspitze  n  and  eines  beliebigen  an« 
deren  Punktes  auf  einer  Seite  des  Kegels  ausdrücken.  Für  <psssO  redncirt 
sich  die  Gleichung  16)  auf  91^=0  oder  auf  die  Gleichung  6),  welche  die 
verschiedenen  Asymptotenrichtungen  der  gegebenen  Fläche  enthält.  Da 
dann  auch  die  Gleichung  15)  mit  7)  identisch  wird,  so  folgt,  dass  die 
irgend  einer  Asymptotenrichtnng  einer  algebraischen 
Fläche  zugehörige  Asjmptotenebene  zugleich  auch  den 
Transversalen  dieser  Kichtung  als  Diametralebene  zage- 
hört.  •—•  Ist  endlich  der  Winkel  q)  ein  Rechter,  so  geht  die  Gleichung  16) 
über  in : 

«-f-^S'+W-?-''>«-?-«J-?)=«. 

welche  Olekhnng  in  die  Besiehangen  zerAltt : 


oder  auch 


^^ST-^rff^"' 


da  dß     ^       dy     ' 

Je  zwei  dieser  Gleichungen ,  mit  welchen  auch  die  dritte  erfüllt  wird, 

aß  * 

liefern  die  Werthe  von  —  und  — ,  also  die  Richtungen  der  Transversalen 

y         y 

in  bestimmter,  n*  nicht  übersteigender  Anzahl.  Diese  Richtungen,  welche 
gegen  die  zugehörigen  Diametralebenen  senkrecht  sind,  kann  man  die 
Hauptrichtungen  und  die  zugehörigen  Diametralebenen  die  Haupt- 
ebenen der  gegebenen  Fläche  nennen. 

b)  Da  die  Gleichung  15)  ebenso  wie  7)  ausser  von  den  Coefficienten 
des  Polynoms  %  nur  noch  in  dem  letzten  die  Lage  der  Diametralebene  be- 
dingenden Gliede  $  von  den  verschiedenen  Coefficienten  B  aus  der  Glei- 
chung 1)  abhängt,  so  ist  «ersichtlich ,  dass  bei  einer  Fläche  nten  Grades 
von  gegebener  Asymptotenrichtung,  d.  h.   welche  mit  einer  ^gegebenen 
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Fläche  desselben  Grades  von  gleicher  Asymptotenrichtung  ist,  durch  die 

2U  —^ verschiedenen    Transversalrichtungen    gehörigen   Diametral- 

ebenen  auch  für  alle  flbrigen  Transversalrichtungen  die  Diametralebenen 
bestimmt  sind«  Während  also  zwei  Flächen  nten  Grades  von  gleicher 
Asymptotenrichtung ,  wie  alle  Asymptotenebenen ,  so  auch  für  jede  Trans- 
versalenrichtung  die  Diametralebenen  im  Allgemeinen  bezüglich  parallel 

haben,  haben  sie,  sobald  für  beide  die  zu  — ^ verschie- 

denen  Transversalrichtungen  gehörigen  Diametral-  oder 
Asymptotenebenen  bezüglich  dieselben  sind,  auch  die  allen 
übrigen  Transversalrichtungen  zugehörigen  Diametral- 
nnd  Asymptoteuebenen  gemeinschaftlich« 

c)  Lässt  man  die  Richtung  einer  Transversalen  nach  einem  gegebenen 

Gesetze,  welches  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Quotienten  —  und  ^ 

y       y 

ausgedrückt  werden  kann,  sich  ändern,  so  wird  dem  entsprechend  anch 
die  zugehörige  Diametralebene  ihre  Lage  und  Neigungen  ändern  und  zwar 
werden  die  Durchschnitte  je  zweier  nächst  aufeinander  folgender  Lagen 
derselben  eine  Gurve  berühren,  die  Diametralebene  selbst  also  in  jeder 
ihrer  Lagen  Wendungsberührebene  einer  Curve^sein,  deren  Gleichungen 
man  erhält,  wenn  man  aus  der  das  Aenderungsgesetz  der  Transversalrich- 

tungen  ausdrückenden  Gleichung,  welche  —  als  Function  von  —  giebt,  so- 
dann aus  der  Gleichung  15)  und  ihrer  ersten  und  zweiten  nach  —  genomme- 

y 

nen  Ableitung  die  Quotienten  —  und  ~  oder  die  Zahlen  o,  ß^  y  eliminirt. 

So  werden  z.  B.  die  Diametralebenen,  welche  den  der  Ebene  10)  parallelen 
Transversalen  zugehören,  Wendungsberührebenen  einer  Curve  sein,  deren 
Gleichungen  sich  durch  die  Elimination  von  a,  j9,  y  aus  den  Gleichungen 

ergeben,  von  denen  die  letzten  drei  bezüglich  der  Zahlen  a,  j?,  y  die 
Grade  («  —  1),  («  —2),  (/«— 3)  haben. 

d)  Die  allen  möglichen  Trans versalenrich tungen  zugehörigen  Diame- 
tralebenen berühren  eine  Fläche,  deren  Gleichung  man  erhält,  wenn  man 
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ans  der  Gleichnng  15)  und  ihren  partiell  nach  —  und  ~,  oder,  was  das- 
selbe giebt,  nach  a  und  ß  genommenen  ersten  Ableitungen,  also  ans: 

die  Zahlen  a,  j9,  y  eliminirt.  Die  so  sich  ergebende  UmhUllungsf lache 
der  Diametralebenen  der  Fläche  1)  ist,  wie  man  sieht,  vom  Grade 
{n  —  1)  (n  —  2)',  kann  aber  auch  von  niedrigerem  Grade,  selbst  blos  eine  in 
bestimmter  Nähe  oder  unendlich  fern  liegende  Gerade  oder  ein  Punkt  sein. 
e)  Den  durch  denselben  Punkt  (p,  q^  r)  gehenden  Diametralebenen 
entspricht  eine  unendliche  Folge  von  Transversalrichtungen,  deren  Gesetz 
man  erhält ,  wenn  man  in  der  Gleichung 

die  Zahlen  a,  jj,  y  durch  die  Werthe  — - — ,  ,  —— =  ersetzt.   Es  stellt 

dann  diese  Gleichung  einen  Kegel  vom  {ji  —  1)  ten  Grade  vor ,  dessen  Sei- 
ten die  durch  den  Punkt  (|,  i},  {;)  gehenden  Transversalen  sind,  fär  welche 
die  Diametralebpnen  den  gegebenen  Punkt  (p,  q^  r)  enthalten. 

•  f)  Um  die  durch  den  Punkt  ($,  i},  ()  gehenden  Transversalen  zu  er- 
halten, deren  Diametralebenen  einer  Geraden  von  der  Hichtung  (X,  ^,  v) 
parallel  sind,  setzt  man  die  vorher  angegebenen  Werthe  von  a^  ß^  y  in  die 
Gleichung 

welche  dann  wieder  die  eines  Kegefs  vom  (n  —  l)ten  Grade  ist,  dessen 
Seiten  die  Kichtungen  derjenigen  Transversalen  angeben,  deren  zuge- 
hörige Diametralebenen  der  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

g)  Die  Transversalrichtungen,  deren  Diametralebenen  durch  eine  ge- 
gebene Gerade,  oder,  was  desselbe  ist,  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen, 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

/      d%^     ä%_^     d%^^       ^ 

\^ä^  +  ^äß^^d7  +  ^-'^ 

(''d^  +  '^dß+'d^  +  ^  =  '^ 

a        ^    ß 
welche  im  Allgemeinen  (« — !)•  Werthe  von  —  und  — ,  also  (it — l)*Rich- 

tungen  für  diejenigen  Transversalen  angeben,  deren  Diametralebenen 
durch  die  gegebenen  Gerade  gehen.  ^  t 
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h)  Endlich  erhält  man  ans  den  Gleichungen 
«ON  7      äa  dß  dy 

wo  A,  f»,  V  und  X\  n\  v    die  Richtungen  zweier  Geraden  bestimmen,   im 

Allgemeinen  (n — 1)*  Werthe  von  —  und  — ,  also  (n  —  I)*  Richtungen  für 

die  Transversalen ,  deren  Diametralebenen  zwei  gegebenen  Geraden ,  also 
auch  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind. 

f)  Während  die  Bedingung  14)  für  parallele  Transversalen  auf  die  der 
Richtung  derselben  zugeordnete  Diametralebene  führte,  werden  den  mit 
jener  verwandten  Bedingungen  ' 

i^n^^n  —  Pitt)  (pw— PtJi)=0, 
-5i(P«— PA«)  (p«—p<«)  CPJJ— />*»)  =  0, 

für  jene   Richtung   Diametralflächen   höherer  Ordnungen   ent- 
sprechen.    Die  Gleichungen  24)  geben  hierfür  sogleich 

«(w  —  1)  • 

—  y^--3*— (n— l)3  2?„tÄ  +  Ä«<n  =  0, 

«(«— l)(n— 2)  ,      («— l)(w  — 2)  ,^        .  ,       .N    ^  «  -      ^ 


woraus  man  durch  Einsetzen  der  aus  3)  und  5)  folgenden  Werthe  von 
4(y«2>«a[— 2(n>-l)y3.Z>g  +  n(«^l)3'.g)  +  y[y/>93-(w-^l)3.g]+y«6 

a  ^       ' 

nach  den  nöthigen  Reductionen : 


oder 
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erhält,  welche  Oleichungen  Flächen  des  zweiten,  dritten,  • . .  Grades  vor* 
stellen  und  als  Diametralfläche  nter  Ordnung  auf  die  gegebene  Fläche 
wieder  führen.  Von  den  Eigenschaften  dieser  Diametralflächen,  deren 
Untersochnng  nicht  hierher  gehört,  soll  nur  die  angeführt  werden,  dass 
die  Diametralfläche  Arter  Ordnung  der  gegebenen  Fläche 
zugleich  Diametralfläche  Arter  Ordnung  für  alle  Diametral- 
flächen höherer  Ordnung  der  gegebenen  Fläche  ist. 

II. 
Werden  auf  einer  Geraden  von  einem  Punkt  aus  mehrere  Abschnitte 
gemacht,  so  nennt  man  bekanntlich  harmonisches  Mittel  dieser  Ab- 
schnitte diejenige  Strecke,  deren  reciproker  Werth  das  arithmetische 
Mittel  der  reciproken  Werthe  der  Abschnitte ,  oder  welche  selbst  die  dritte 
Proportionale  zu  dem  arithmetischen  Mittel  der  mit  derselben  Mittellinie 
construirten  dritten  Proportionalen  jeuer  Abschnitte  ist,  wobei  noch  die 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Punktes  liegenden  Abschnitte  durch  ent* 
gegengesetzte  Vorzeichen  unterschieden  werdeh.  Ist  nun  n  oder  (|,  19,  () 
ein  Punkt  auf  der  Geraden  2)  und  sind  i>i  >  Pt « •  •  • ,  Pm  wieder  die  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  mit  der  Fläche  1),  so  giebt,  wenn  man  den  anderen 
Endpunkt  des  von  n  ans  genommeneu  harmonischen  Mittels  der  Abschnitte 
bis  Pi,i?tt  •  -  M  P«  ^^^  f  0^^  (*^)  9i  3)  darstellt I  die  Bedingung 

welche  auch  in  der  mit  14)  ähnlichen  Gestalt: 

26)  -^.(---) 

geschrieben  kann,  wegen  fcp^=> sogleich: 

7 


t-i~  n  \S-z,  +  f-r.  +  •  •  •  +  fll^) 


^1  a-^.)-..(g-».)+a-g,)...a-».)+.-.+a-g.)...a-g-i) 

oder,  wenn  man  das  den  Nenner  hier  bildende  Product  mit  Pn{t — Zk)  ftb- 
kttrzi  und  beachtet,  dass  der  Zähler  die  nach  {^genommene  Ableitung  des 
Nenners  ist, 

dPnit—Zk) 
1  1  dt 


Nun  ist  das  in  der  Gleichung  3)  für  y"./"!  — «+«,  —  «+*,  «j  ge- 
gebene Polynom  offenbar  identisch  mit  dem  Producte  9t. P«  {z-Zk\  woraus, 
dafttrz  =  t,  —  2+a=|,  —  2+6=1;,  sowie —  =  —  ,  3^=  —  .wird,  folgt : 
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27)  p.(f_,^)  =  J!!J^«i5ii) 
nnd 

folglich  auch ,  wenn  man  noch  statt  /(|,  ij,  t)  kUrser  f  schreibt, 

28)  1     ^    ä.  +  PärpZl^ 
^                          t— 3  nyf 

Lässt  man  nun  die  ßichtung  der  durch  n  gehenden  Geraden  sich  ftn- 
dem,  so  wird  der  Punkt  p  diesen  Richtungsänderangen  entsprechend  auch 
andere  Lagen  annehmen  und  für  den  Ort  dieser  Lagen  erhält  man  durch 
Elimination  der  Zahlen  a,  /J,  y,  welche  den  Differenzen  J  —  r,  ij  —  9,  J — 3 
proportional  sind ,  aus  28)  die  Gleichung : 

welche,  wenn  man  in  /'selbst,  um  diese  Function  homogen  su  machen,  die 
einzelnen  Glieder  derselben  mit  den  entsprechenden  Potenzen  von  c(=l) 
multiplicirt,  wegen  ,einer  in  4)  bereits  angegebenen  Eigenschaft  homogener 
Functionen  auch  in  der  Form 

29^  ^4-,  £^+,    £^+,   'if-o 

dargestellt  werden  kann.  Sie  ist,  da  sie  die  Coordinaten  des  veränder- 
lichen Punktes  p  nur  im  ersten  Grade  enthält,  die  Gleichung  einer  Ebene 
und. lässt  folgenden  Satz  erkennen: 

IL  „Wenn  man  um  einen  festen  Punkt  eine  Transver- 
sale sich  drehen  lässt,  welche  eine  algebraische  Fläche  in 
so  viel  Punkten  schneidet,  als  der  Grad  ihrer  Gleichung 
anzeigt,  und  man  in  jeder  ihrer  Lagen  von  dem  festen  Punkte 
ans  das  harmonische  Mittel  der  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Fläche  bestimmten  Abschnitte  auf  derselben  auf- 
trägt, so  wird  der  andere  Endpunkt  dieses  Mittels  eine 
Ebene  beschreiben.** 

Den  festen  Punkt  und  die  gemäss  dieses  Satzes  ihm  bezüglich  der 
Fläche  harmonisch  zugeordnete  Ebene  kann  man  Pol  und  Polarebene 
bezüglich  dieser  Fläche  nennen. 

Aus  'dem  eben  Gefundenen  folgt  noch  weiter : 

a)  Der  in  der  Sichtung  (a,  /3,  y)  genommene  Abstand  des  Pols  n  von 
seiner  Polarebene  bezüglich  der  Fläche  1) ,  der  Ebene  29)  ist ,  wie  sich  aus 
28)  sogleich  *ergiebt : 
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30)  .p  =  f-^-  ""f 


Da  für  einen  Punkt  der  Fläche  l)  selbst  /"oder  /*($,  ly,  J)  Null  ist,  so 
wird  für  einen  nahe  an  der  Fläche  befindlichen  Punkt  f  wenig  von  Null 
verschieden  sein,  und  zwar  um  so  weniger,  je  näher  dieser  Punkt  an  der 
Fläche  sich  befindet.  Damit  werden  aber  zugleich  wegen  der  Gleichung 
30)  die  in  irgend  welchen  Eichtungen  genommenen  Abstände  des  Punktes 
n  von  der  Ebene  29),  also  auch  die  Abstände  desselben  von  den  Punkten 
der  Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  immer  kleiner ,  die  Schnitt- 
linie selbst  also  von  allen  Seiten  an  den  Punkt  n  immer  mehr  heran- 
kommen, bis  sie  sich  ganz  auf  diesen  zurückzieht,  wenn  dieser  Punkt 
auf  die  Fläche  selbst  gekommen  ist.  Die  Ebene  wird  dann  die  Fläche 
in  der  Nähe  dieses  Punktes  nicht  mehr  schneiden,  sondern  sie  in  diesem 
Punkte  berühren,  die  Gleichung  29)  also  für  Punkte  der  gegebenen 
Fläche,  oder  für  f=0  die  Gleichung  der  Berührungsebene  der 
Fläche  in  einem  solchen  Punkte  sein.  Die  Polarebene  eines  Punk- 
tes einer  algebraischen  Fläche  bezüglich  dieser  Fläche  ist 
demnach  die  Ber ührnngsebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Unendlich  wird  der  Abstand  des  Pols  von  seiner  Polarebene,  in  jeder 
Richtung  genommen ,  in  zwei  Fällen ,  nämlich  wenn  der  Zähler  des  in  30) 
für  einen  solchen  Abstand  gegebenen  Ausdrucks  unendlich ,  und  wenn  der 
Nenner  unabhängig  von  der  Kichtung  («,  j8,  y)  Null  wird.  Der  erste  Fall, 
der  durch  /*=  oo  angezeigt  ist,  tritt  ein,  sobald  der  Pol  selbst  unendlich 
fern  liegt,  also  eine,  zwei  oder  alle  drei  seiner  Coordinaten  |,  y/,  ^  unend- 
lich gross  werden.  Dann  haben  in  der  Gleichung  29)  offenbar  blos  mehr 
die  mit  der  höchsten  Dimension  dieser  Coordinaten  versehenen  Glieder  Be- 
deutung und  die  Gleichung  der  Polarebene  eines  solchen  unendlich  fernen 
Punktes  reducirt  sich  dadurch ,  wenn  man  die  gemeinschaftliche  Richtung 
der  diesem  Punkte  zustrebenden  Transversalen  durch  die  Zahlen  a\  /?',  y 
bestimmt,  auf 

d%'  dSl'  rf«'        CA'        n 

welches  die  Gleichung  der  der  Richtung  (er',  /?',  /)  zugehörigen  Diametral- 
ebene  ist.  Die  Polarebene  eines  unendlich  fern  gelegenen 
Punktes  bezüglich  einer  algebraischen  Fläche  ist  demnach 
die  Diametralebene  dieser  Fläche  für  die  durch  jenen  Punkt 
bestimmte  Trausversalrichtung. 

Der  Nenner  des  in  30)  für  nf  gefundenen  Ausdrucks  wird  unabhängig 
von  der  Richtung  (a,  /3,  y)  zu  Null,  nf  selbst  also  unendlich  für  alle  Werthe 
von  I,  ly,  t,  welche  die  Gleichungen 


3»)  %='■  f;=«.   %-" 

Zellschrin  f.  Mathematik  u.  Physik.  VII,  6. 
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gleichzeitig  befriedigen.  Da  diese  Gleichungen  bezüglich  |,  17,  £  vom 
(fi  —  l)ten  Grade  sind-,  so  liefern  sie  die  Coordinatenwerthe  für  im  Allge- 
meinen (w  —  1)' Punkte,  für  welche  nach  allen  Richtungen  Ji^p  =  00,  also 

—  =  0  ist,  so  dass,  wenn  man   durch  einen  solchen  Punkt  nach 

irgend  einer  Richtung  eine  Transversale  zieht,  welche  die 
Fläche  in  der  ihrem  Grade  entsprechenden  Anzahl  von 
Punkten  schneidet,  die  reciproken  Werthe  der  Abschnitte, 
die  dadurch  auf  der  einen  Seite  von  jenem  Punkte  auf  der 
Geraden  gemacht  werden,  dieselbe  Summe  geben,  wie  die 
reciproken  Werthe  der  auf  der  anderen  Seite  gemachten 
Abschnitte.  Diese  der  gegebenen  Fläche  durch  eine  wesentliche  Eigen- 
schaft angehörigen  Punkte  kann  man  die  harmonischen  Mittel- 
punkte oder  auch  die  Hauptpunkte  der  Fläche  nennen. 

b)  Bewegt  sich  der  Pol  n  auf  einer  Linie ,  so  berühren  die  Durch- 
schnitte der  je  zwei  nächst  aufeinander  folgenden  Lagen  desselben  beztlg- 
lich  der  Fläche  1)  entsprechenden  Polarebenen  eine  Curve,  deren  Glei- 
chungen man  erhält,  indem  man  aus  der  Gleichung  29)  und  ihrer  ersten 
und  zweiten  nach  i  etwa  genommenen  Ableitung  mit  Beiziehung  der  Glei- 
chungen der  vom  Pol  durchlaufenen  Linie  die  Coordinaten  ^yfj^i  des  letz- 
teren eliminirt.  Ist  z.  B.  diese  Linie  eine  Gerade,  so  ist  die  Elimination 
von  1 ,  17 ,  {[  auszuführen  bei  den  Gleichungen , 


32) 


wo  der  Kürze  wegen 


i 


f    d  d  d  d\ 

/    d  d  dV 

genommen  wurde.     Die  drei  letzten  der  Gleichungen  32)  haben  die  Grade 
(n — 1),  (n  —  2),  {n — 3)  bezüglich  der  Coordinaten  J,  i?,  f. 

c)  Bewegt  sich  der  Pol  n  auf  einer  Fläche ,  so  wird  die  Polarebene 
desselben  bezüglich  der  Fläche  1)  eine  andere  Fläche  berühren,  deren 
Gleichung  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Coordinaten  dieses  Pols  aus  der 
Gleichung  der  von  ihm  beschriebenen  Fläche,  sowie  aus  der  Gleichung  29) 
und  ihren  partiell  nach  |  und  17  genommenen  ersten  Ableitungen  eliminirt. 
Bewegt  sich  der  Pol  z.  B.  auf  einer  Ebene,  so  erhält  man^die  Gleichung 
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der  UmhUllnngsfl&che  seiner  Polarebenen  bezüglich  der  Fläche  1)  dnrch 
Elimination  von  |,  rj,  ^  aus  den  Gleichungen : 

wodnrch    man   auf  eine  Fläche   vom   im  Allgemeinen  {n — 1)  (w  —  2)*ten 
Grade  kommt. 

d)  Geht  eine  Ebene  durch  einen  festen  Punkt  (p,  ^,  r),   so  unterliegt 
ihr  Pol  bezüglich  der  Fläche  1)  der  Bedingung 


«.-s  ^    d    ,       d    .       d    ,      d\  ^ 


welche  unter  Beachtung  des  ersten  Theiles  von  Zu.  atz  a)  Folgendes  an- 
zeigt: Bewegt  sich  eine  Ebene  um  einen  festen  Punkt,  so 
beschreibt  ihr  Pol  bezüglich  einer  Fläche  nten  Grades  eine 
Fläche  vom  (w— l)ten  Grade,  welche  die  gegebene  Fläche 
nach  jener  Linie  schneidet,  längs  welcher  die  bewegliche 
Ebene  diese  Fläche  berührt,  also  nach  der  Berührungslinie 
des  von  dem  festen  Punkte  aus  der  gegebenen  Fläche  um- 
schriebenen Kegels.  Diese  als  Ort  des  Pols  gefundene  Fläche  kann 
die  dem  festen  Punkt  bezüglich  der  gegebenen  Fläche  entsprechende  Pol« 
fläche  heissen. 

e)   Ist  eine  Ebene  einer  festen  Geraden  von  der  Richtung  (A,  jii,  v) 
parallel ,  so  ist  ihr  Pol  bezüglich  der  Fläche  1)  bedingt  durch  die  Gleichung 


('^+-f;+'r>=». 


welche  offenbar  ausser  anderen  Werthen  von  |,  17,  t  <^^<^^  ^^®  ^^^  ^^^  Glei- 
chungen 31)  sich  ergebenden  enthält  und  den  Satz  ausspricht:  Bewegt 
sich  eine  Ebene  einer  festen  Geraden  parallel,  so  beschreibt 
ihr  Pol  bezüglich  einer  Fläche  nten  Grades  eine  Fläche 
(n  —  l)ten  Grades,  welche  dnrch  die  Hauptpunkte  der  gege- 
benen Fläche  geht  und  dieselbe  nach  der  Berührungslinie 
des  ihr  jener  festen  Geraden  parallel  umschriebenen  Cy- 
linders  schneidet.  Diese  Fläche  (« —  l)ten  Grades  möge  die  der 
Richtung  der  festen  Geraden  bezüglich  der  gegebenen  Fläche  entspre- 
chende Polfläche  heissen. 

f)  Geht  eine  Ebene  durch  eine  die  Punkte  (p,  q^  r)  und  (p',  g\  r) 
etwa  enthaltende  Gerade,  so  hat  man  für  ihren  Pol  bezüglich  der  Fläche  1) 

die  Gleichungen :  ^igitized  by  GoOqIc 

28*  ^ 
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welche  auf  den  Satz  hinweisen:  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine 
feste  Gerade,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  bezüglich  einer  Fläche 
fiten  Grades  auf  der  Darchschnittslinie  zweier  Flächen  (n  —  1/*" 
Grades,  welche  Linie  die  gegebene  Fläche  in  den  n{n — 1)' 
Schnittpunkten  der  Berührnngslinien  der  von  zwei  Punk- 
ten der  festen  Geraden  aus  der  Fläche  umschriebenen  Ke- 
gel scheidet.  Da  die  für  den  Ort  des  Poles,  also  für  die  der  festen 
Geraden  bezüglich  der  Fläche  1)  entsprechende  Pollinie  gegebenen  Gleich- 
ungen 36)  offenbar  auch  für  alle  anderen  Punkte  der  durch  (p,  q^  r)  und 
{Pi  ?>  ^')  gegebenen  Geraden  erfüllt  werden  und  die  Polcurve  selbst  die 
Fläche  in  nicht  mehr  als  n(n  —  1)*  Punkten  schneiden  kann ,  so  folgt  fer- 
ner, dass  alle  den  Punkten  einer  Geraden  bezüglich  einer 
Fläche  v^  Grades  entsprechenden  Polflächen  sich  nach 
derselben  Linie,  der  dieser  Geraden  entsprechenden  Pol- 
curve, schneiden,  durch  welche  auch  die  der  Richtung  der 
Geraden  entsprechende  Polfläche  geht;  sowie  dass  die  Be- 
rührungslinien aller  von  Punkten  einer  Geraden  aus  der- 
selben Fläche  umschriebenen  Kegel  sich  in  denselben 
n{n — 1)*  Punkten  schneiden,  durch  welche  auch  die  Berüh- 
rungslinie  des  der  Fläche  in  der  Richtung  der  gegebenen 
Geraden  umschriebenen  Cjlinders  geht. 

g)  Ist  eine  Ebene  einer  durch  zwei  ihrer  Richtungen  (A,  fi,  v)  und 
(i',  ft',  v)  gegebenen  Ebene  parallel ,  so  bestehen  für  ihren  Pol  bezüglich 
der  Fläche  l)  die  Bedingungen : 

welche  Folgendes  aussprechen:  Bewegt  sich  eine  Ebene  einer 
festen  Ebene  parallel,  so  durchläuft  ihr  Pol  bezüglich  einer 
Fläche  n''«  Grades  die  Durchschnittslinie  zweier  Flächen 
von  (fi  —  ly**  Grade,  welche  Linie  durch  die  Hauptpunkte  der 
gegebenen  Fläche  geht  und  dieselbe  in  den  n{n  —  l)*  Schnitt- 
punkten der  Berührungslinien  zweier  dieser  Fläche  der 
festen  Ebene  parallel  umschriebener  Cjlinder  schneidet. 
Mittelst  derselben  Schlussweise,  wie  vorhin ,  findet  man  ferner ,  dass  alle 
den  verschiedenen  auf  einer  Ebene  möglichen  Richtungen 
bezüglich  einer  Fläche  n^  Grades  entsprechenden  Pol- 
flächen sich   nach    derselben  Linie,    der   der  Ge^^mmtrich- 
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tung'der  Ebene  entsprechenden  Polcnrve  schneiden;  sowie 
dass  ferner  die  Berü/hrungslinien  aller  derselben  Fläche 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  umschriebenen  Cylinder 
sich  in  denselben  n  (n  —  l)*  Punkten  schneiden. 

ä)  Ist  eine  Ebene  durch  drei  ihrer  Punkte  (p,  q^  r),  (p',  q\  r)  und 
(p",  q'\  r")  gegeben,  wodurch  auch  alle  anderen  Punkte  derselben,  sowie 
ihre  Richtungen  bedingt  sind,  so  hat  man  für  ihren  Pol  bezüglich  der 
Fläche  1)  die  Gleichungen: 

(  ff  d        „  d        ,f  d  d\    

welche  demselben  im  Allgemeinen  (n — 1)'  yerschiedene  Stellen  anweisen, 
woraus  folgt,  dass  jeder  Ebene  bezüglich  einer  Fläche  n'^  Gra- 
des (n  —  l)'  Punkte  als  Pole  entsprechen.  Es  ist  auch  leicht  zu 
schliessen,  dass  diese  (n — 1)*  Punkte  die  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkte  aller  den  verschiedenen  Punkten  und  Rich- 
tungen einer  solchen  Ebene  bezüglich  jener  Fläche  ent- 
sprechenden Polflächen  sind. 

i)  Da  eine  Ebene  durch  drei  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt  ist, 
so  genügt  es,  um  die  Polarebene  eines  Punktes  bezüglich  einer  Fläche 
j^i$n  Qj^ades  zu  erhalten,  dass  man  die  3n  Durchschnittspunkte  hat,  welche 
auf  drei  durch  jenen  Punkt  gehenden  Geraden  durch  die  gegebene  Fläche 
entstehen ,  da  dadurch  auch  drei  Punkte  der  Polarebene  jenes  Punktes  ge- 
geben sind.  Wenn  nun  eine  zweite  Fläche  n**^  Grades  durch  dieselben  3n 
Punkte  geht,  so  wird  offenbar  die  Polarebene  jenes  den  drei  Geraden  ge- 
meinschaftlichen Punktes  bezüglich  beider  Flächen  dieselbe  sein,  was  auch 
noch  Geltung  hat,  wenn  die  drei  Geraden  in  eine  einzige  zusammenfallen 
und  also  die  beiden  Flächen  in  den  n  gemeinschaftlichen  Schnittpunkten 
auf  dieser  einzigen  Geraden  sich  berühren.  Man  kommt  so  auf  folgende 
Verallgemeinerung  eines  bekannten  Satzes  von  Maclaurin:  Wenn  eine 
Vläche  n^'"  Grades  von  einer  Geraden  in  der  ihrem  Grad  ent- 
sprechenden Anzahl,  also  in  n  Punkten  geschnitten  und  von 
einer  zweiten  durch  dieselben  n  Punkte  gehenden  Fläche 
gleichen  Grades  in  diesen  Punkten  berührt  wird,  so  dass 
als  diese  zweite  Fläche  auch  das^ystem  der  jenen  Punkten 
entsprechenden  n  Berührungsebenen  der  ersten  Fläche  ge- 
nommen werden  kann,  so  ist  für  irgend  eine  durch  einen 
Punkt  der  gegebenen  Geraden  gehende  Transversale  das 
harmonische  Mittel  der  durch  jede  der  beiden  Flächen  auf 
derselben  gemachten  Abschnitte  von  gleichem  Wer^he,  als^ 
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auch   die   Folarebene  irgend  eines   Punktes  jener  Geraden 
beiden  Flächen  gemeinschaftlich. 

k)  Sind  /i  =  0  und  /i  =  0  die  Gleichungen  zweier  Flächen  vom  »'^ 
Grade ,  so  stellt  die  Gleichung 

wo  k  und  fi  beliebige  Constante  bedeuten,  im  Allgemeinen  irgend  eine 
Fläche  desselben  Grades  vor ,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  beiden  er- 
sten Flächen  gebt.  Aus  dem  Bau  der  Gleichung  29)  ist  nun  sogleich  er- 
sichtlich, dass  für  irgend  welche  Werthe  von  r,  9,  3,  welche  den  Gleichun- 
gen der  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  bezüglich  der  beiden  ersten 
Flächen  genügen,  auch  die  Gleichung  der  Polarebene  desselben  Punktes 
,  bezüglich  der  dritten  obiger  Flächen  besteht.  £s  folgt  hieraus,  dass  die 
▲  Polarebenen  desselben  Punktes  bezüglich  aller  Flächen 
/j/'«  Grades,  welche  durch  die  Schnittlinie  zweier  von  ihnen 
gehen,  sich  alle  in  derselben  Geraden  schneiden.  Ferner 
schneiden  sich  die  irgend  einem  Punkt  oder  irgend  einer 
Bichtung  bezüglich  aller  dieser  Flächen  entsprechenden 
Polflächen  nach  derselben  Linie;  werden  daher  obigen 
Flächen  durch  einen  festen  Punkt  oder  nach  einer  festen 
Richtung  Kegel  oder  Cylinder  umschrieben,  so  schneiden 
sich  die  auf  den  Flächen  entstehenden  Berührungslinien 
der  Kegel  oder  Cylinder  beziehungsweise  in  denselben 
n  («  —  1)*  Punkten. 

Für  die  Fläche 

f^^fi  +  i^ft  +  vh, 
welche  durch  die  n^  Schnittpunkte  der  drei  Flächen  /\  =  0 ,  ft^=0  und 
/s=0  gebt,  wird  die  Gleichung  der  Polarebene  irgend  eines  Punktes  offen- 
bar durch  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Polarebenen  desselben 
Poles  bezüglich  jener  drei  anderen  Flächen  befriedigt.  Wenn  daher 
mehrere  Flächen  «'"»  Grades  durch  dieselben  »•  Punkte  ge- 
hen, so  schneiden  sich  die  Polarebenen  eines  beliebigen 
Punktes  bezüglich  dieser  Flächen  alle  in  demselben  Punkte; 
ferner  gehen  die  irgend  einem  Punkte  oder  irgend  einer 
Richtung  bezüglich  derselben  Flächen  entsprechenden  Pol-* 
flächen  alle  durch  dieselben  (;i  —  l)'  Punkte. 

/)  Während  aus  der  Bedingung  26)  für  durch  denselben  Punkt  ge- 
hende Transversalen  sich  die  Polarebene  dieses  Punktes  bezüglicli  der 
Fläche  l)  ergab,  werden  den  mit  jener  verwandten  Bedingungen: 


39) 


"\;tp       npiJ  \7rp       npk/^ 

:,„(J___L)(_L__1_)(JL_  M  =  o. 

\nf      nphf   \7cp       npiJ  \wp       itpy 
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für  den  Punkt»   Polarflächen  höherer    Ordnungen    entsprechen. 
Diese  Gleichungen  geben  hierfür  sogleich : 

n(H— !)(«— 2)         1  (n— 1)  (n— 2)         1  1 

2.3  '(t-j)»  2  .•(e_,)«^j_zj. 

woraus  man  durch  Einsetzen  der  Werthe 
A»z — r  — 


[(l-r)^^+(,-9)^+a-3)/J/ 


'a-*i)u-^t)  2(f-3)'./- 


erhält: 


«(n- 


+  4[(l-r)^  +  (n-9)^+a-3)^JV=o. 

-2-h[«-')^|+(''-')^+(f-^)|J>=«' 

oder  dnrcb  Einsetzen  der  verschiedenen  die  Function  /  homogen  machen- 
den Potenzen  von  <(=!)  als  factoren  der  Glieder  von/',  und  nach  ent- 
sprechender Beduction : 


40) 


/'    d    ,      d    ,      d    ,      d\*        ^ 


welche  Gleichungen  Flächen  des  zweiten,  dritten,  .  .  .  Grades  darstellen 
nnd  als  Polarfläche  nter  Ordnung  auf  die  gegebene  Fläche  wieder  führen. 
Von  den  Eigenschaften  dieser  Polarflächen,  deren  nähere  Untersuchung 
einer  besonderen  Abhandlung  vorbehalten  bleibt,  möge  nur  angeführt  wer- 
den, dass  die  Polarfläche  irgend  einer  Ordnung  eines  un- 
endlich    fernen     Punktes     bezüglich     einer     algebraischei^ 
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Fläche  als  Diametralflache  gleicher  Ordnung  der  durch 
die  Lage  diesei^  Punktes  bestimmten  Richtung  entspricht. 
Ferner  ist  die  Polarfläche  ktei  Ordnung  eines  Punktes  be- 
züglich der  gegebenen  Fläche  zugleich  Polarfläche  der- 
selben Ordn^ing  dieses  Punktes  bezüglich  aller  Polarflä- 
chen höherer  Ordnungen,  welche  diesem  Punkte  bezüglich 
der  gegebenen  Fläche  entsprechen;  endlich  berühren  sich 
die  einem  Punkte  der  gegebenen  Fläche  bezüglich  dieser 
zugehörigen  Polarflächen  aller  Ordnungen'  in  diesem 
Punkte. 

ni. 

Die  absolute  Länge  einer  auf  der  Geraden  2)  genommenen  Strecke  T^p 
ist  bekanntlich 

Y 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  der  Punkt 
n  in  der  Richtung  der  Geraden  vor  oder  hinter  dem  Punkte  p  sich  be- 
findet. Sind  also  wieder  Pn  Pi,  .  .  .,  Pn  ^i©  Schnittpunkte  der  Fläche  1) 
mit  der  Geraden  2) ,  so  erhält  man  für  den  absoluten  Werth  des  Productes 
der  von  n  aus  bis  zu  p, ,  p, , . . . ,  p„  genommenen  Abschnitte  mit  Beizie- 
hung der  Gleichung  27)  alsbald : 

1                                          ,Pna-z,) 
\  Tcpi  .  npt .  . .  npn  =  + 

41)  <  J^  , 

WO  auf  der  zweiten  Seite  gemäss  der  eben  gemachten  Bemerkung  das  obere 
oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
der  Punkte  p  in  der  Richtung  (a,  j3,  y)  vor  dem  Punkte  n  sich  befinden. 
Da  dann  das  Product  der  Abschnitte  np  einen  positiven  Werth  erhält,  so 
lässt  sich  leicht  schliessen ,  dass  auch  die  Ausdrücke  /*(!,  t},  i)  und  91  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten ,  je  nachdem  von  den  Punkten 
p  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  vor  n  gelegen  sind.  Ferner  werden 
die  den  Richtungen  (a,  ß,  y)  und  («',  ß^  y)  entsprechenden  Ausdrücke  % 
und  91' gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten,  je  nachdem  von 
den  Punkten  p  und  p\  welche  auf  den  durch  n  nach  jenen  Richtungen  ge- 
zogenen Transversalen  durch  deren  Schnitt  mit  der  Fläche  l)  entstehen, 
gleichzeitig  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  vor  dem  Punkt  n  liegt,  oder 
nicht;  und  fi^yKi^tt)  ^^^  f{^\^\i)  werden  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  erhalten,  je  nachdem  von  den  Punkten  p  und  r ,  welche  auf 
den  durch  die  Punkte  (J,  rjy  J)  und  (|',  rj\  J')  oder  n  und  q  in  der  Richtung 
(a,  j3,  y)  gezogenen  Transversalen  sich  befinden ,  gleichzeitig  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  vor  it  und  q  liegt,  oder  nicht.    Diese  Bemcrkungeu 
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gelten  auch  umgekehrt.  Es  wird  daher  bei  den  aus  41)  entstehenden  Glei- 
chungen : 

die  Wahl  des  Vorzeichens  auf  der  zweiten  Seite  unabhängig  sein,  in  der 
ersten  von  der  Lage  des  gemeinschaftlichen' Punktes  »,  und  in  der  zweiten 
von  der  gemeinschaftlichen  Richtung  (a,  |3,  y).  Man  erhält  sonach  für  je 
zwei  durch  die  Punkte  n  und  q  nach  den  Richtungen  (o,  ßy  y)  und  {a\  /?',  /) 
gezogenen  Transversalen  die  sowohl  den  Werthen,  als  den  Vorzeichen 
nach  bestehende  Beziehung : 

np\*7tp\...npn       Q^'i'^r't  •  •  '^^'n' 
welche  folgenden  Satz  enthält : 

III.  „Wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  nach  zwei 
festen  Richtungen,  oder  nach  irgend  einer  Richtung  durch 
zwei  feste  Punkte  Transversalen  zieht,  welche  eine  alge- 
braische Fläche  in  so  viel  Punkten  schneiden,  als  der  Grad 
der  Fläche  anzeigt»  so  sind  die  Producte  der  Abschnitte, 
welche  durch  die  Fläche  auf  jeder  der  Transversalen,  von 
dem  Punkt  aus  gerechnet,  durch  den  dieselbe  gezogen  ist, 
gemacht  werden,  in  einem  constanten  Verhältnisse,  wel- 
ches dasselbe  bleibt,  wie  auch  jener  beliebige  Punkt  oder 
jene  beliebige  Richtung  gewählt  werden  mag." 
Hieran  schliessen  sich  noch  folgende  Bemerkungen : 
a)  Ist  ^p  das  von  dem  Punkt  n  aus  in  der  Richtung  (a,  /3,  y)  auf  der 
Geraden  2)  aufgetragene  geometrische  Mittel  der  Abschnitte  npi,npfy.,.yitpn} 
so  erhält  man  wegen 

aus  der  Gleichung  41)  für  den  Ort  des  Endpunktes  f  entsprechend  allen 
möglichen  Bicbtungen  der  Transversalen  die  beiden  Gleichungen : 

+  ^<»)(9-,)» +  /•(!,, ,f)  =  0, 

welche  sich  gegenseitig  ausschliessen  und  ausser  den  Coordinaten  des 
Punktes  p  auch  die  des  gerade  entgegengesetzt  und  gleichweit  von  tt  ab- 
stehenden Punktes  p  enthalten;  und  zwar  so,  dass,  wenn  die  eine  von  die- 
sen Gleichungen  durch  die  Werthe  von  r,  9,  3  befriedigt  wird ,  bei  geradem 
n  ihr  auch  die  Werthe 

r'^2|  — r,  i)'^=2iy  — 9,  3'  =  25  — 3 
genügen,   bei  ungeradem  n  aber  letztere  Werthe  dann  die  andere  Glei- 
chung erfüllen.    Beide  Gleichungen  zusammen  drücken  das  System  zweier 
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Flächen  nten  Grades  aus,  welches  die  Endpunkte  der  zu  beiden  Seiten 
des  Puuktes  n  aufgetragenen  geometrischen  Mittel  der  Abschnitte  enthält, 
welche  auf  allen  durch  n  gehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  ge- 
macht werden.  —  Jedem  Punkt  gehört  ein  solches  Flächensystem  zu  und 
diese  sind,  wie  der  Satz  III.  sogleich  zeigt,  alle  ähfSlich. 

Schneidet  man  das  dem  Punkt  n  zugehörige  System  der  Flächen  44) 
durch  die  mit  demselben  concentrische  Kugel 

(«-!)•+ (9-*?)*  + (3-0*  =':*. 
SO  erhält  man ,  da  immer  je  zwei  Punkte  der  Schnittlinie  mit  %  in  einer 
Geraden  liegen,  als  Schnittcurve  die  Leitlinie  eines  Kegels  vom  Grade  2n, 
welcher  alle  durch  n  gehenden  Transversalen  zu  Seiten  hat,  auf  welchen 
das  geometrische  Mittel  der  durch  die  Fläche  l)  von  n  aus  gemachten  Ab- 
schnitte denselben  Werth  c ,  also  auch  das  Product  dieser  Abschnitte  den- 
selben Werth  c"  hat. 

Für  diejenigen  Arten  von  Flächen  eines  geraden  Grades,  bei  welchen 
die  Coefficienten  des  Polynoms  91  dieselben  sind ,  wie  die  der  Entwickelung 

n 

von  («•  + jS*  +  y*)  2,  reduciren  sich  die  Gleichungen  44)  offenbar  auf 

[(«-!)*+  (!»-'?)•+  (3-Ö']^  +/-(«.  1?,  i)  =0, 
wodurch   das  in  jenen  Gleichungen  dargestellte  Flächensystem  als  eine 

Kugel  erscheint,  deren  Mittelpunkt  n  und  der  Halbmesser  gleich  ^+ /(£»  i}}  ^ 
ist,  wo  das  Zeichen  -|-  oder  — je  nach  der  Lage  des  Punktes  n  zu  wählen 
ist.  £s  giebt  daher  unter  den  verschiedenen  Flächenarten 
desselben  geraden  Grades  immer  auch  solche,  bei  welchen 
das  Product  der  Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  einen 
beliebigen  Punkt  gehenden  Transversalen  durch  sie  ge- 
macht werden,  für  jede  Richtung  dieser  Transversalen  den- 
selben Werth  hat;  diese  Flächen  haben  zugleich  noch  die 
Eigenschaft,  dass  zu  allen  Transversalenrichtungen  die  zu- 
gehörigen Diametralebenen  senkrecht  sind,  wie  sich  aus  der 
Gleichung  16)  alsbald  ergiebt. 

6)  Das  Product  der  Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  gehenden  Transversalen  durch  eine  algebraische  Fläche 
wie  die  Fläche  l)  gemalrht  werden,  wird  im  Allgemeinen  für  verschiedene 
Richtungen  der  Transversalen  verschiedene  Werthe  erhalten.  Die  Glei- 
chung 41)  lässt  nun  sogleich  erkennen,  dass  die  grössten  und  kleinsten 
Werthe  des  Productes  der  Abschnitte  auf  den  durch  n  gehenden  Transver- 
salen, abgesehen  von  den  aus  91  =  0  folgenden  Asymptotenrichtungen,  für 
welche  jenes  Product  unendlich  gross  wird ,  in  denjenigen  Richtungen  auf- 
treten werden,  bei  welchen  das  Polynom  91  seine  kleinsten  und  grössten 
Werthe  erhält.     Es  ergeben  sich  für  diese  Richtungen  durch  Nullsetzen 
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der  mit  Beachtung  der  Bedingung:  (a'+j^'+y*  =^  l)  partiell  nach  a  und  ß 
etwa  genommenen  ersten  Ableitungen  von  91  die  Gleichungen : 

da       Y    ^y  "ß       Y    ^y 

welche  mit  der  Gleichung  17)  identisch  sind  und  also  kundgeben,  dass, 
wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  nach  allen  Richtungen 
Transversalen  zieht,  welche  sämmtlich  von  einer  algebrai- 
schen Fläche  in  der  ihrem  Grad  entsprechenden  Anzahl  von 
Punkten  geschnitten  werden,  das  Product  der  in  jeder  die- 
ser Bichtungen  von  jenem  Punkt  aus  gemachten  Abschnitte 
seine  grössten  und  kleinsten  Werthe  in  den  Hauptrichtun- 
gen der  Fläche  erhält. 

Beschränkt  man  sich  blos  auf  die  in  einer  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Ebene,  der  Ebene  10)  etwa,  möglichen  Richtungen,  so  erhält 
man  für  diejenigen  Bichtungen ,  in  welchen  das  Polynom  %  seine  kleinsten 
und  grössten  Werthe  hat ,  unter  Beachtung  der  Bedingungen : 

«*  +  i5'+/=l    «nd    La  +  Mß+Ny=zO 
die  Gleichung: 

welche  ausdrückt,  dass  die  der  Richtung  («,  j3,  y)  bezüglich  der  Fläche  l) 
zugehörige  Diametralebene  senkrecht  ist  zu  den  durch  dieselbe  Richtung 
und  die  Normalen  der  gegebenen  Ebene  bestimmten  Ebenen.  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  man  in  einer  Ebene  durch  einen  festen  Punkt 
beliebige  Transversalen  zieht,  das  Product  der  auf  einer 
solchen  durch  ihr  Schneiden  mit  einer  algebraischen  Fläche 
bestimmten  Abschnitte  seine  grössten  und  kleinsten  Werthe 
in  jenen  Richtungen  erhält,  welche  mit  der  Schnittlinie  der 
gegebenen  Ebene  und  ihrer  Diametralebene  bezüglich  jener 
Fläche  rechte  Winkel  bilden. 

c)  Wird  die  Fläche  1)  durch  eine  Reihe  paralleler ,  etwa  in  der  Rich- 
tung (a, /},  y)  gehender  Transversalen  geschnitten,  so  befinden  sich  die- 
jenigen Punkte  dieser  Transversalen ,  für  welche  das  Product  der  auf  den 
Transversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten  Abschnitte  denselben  Werth 
c"  hat,  gemäss  der  Gleichung  41)  auf  den  zwei  Flächen 

45)       f{lv.i)-^'C-  =  0   und   /•(|,i7,Ö  +  2l.c»  =  0, 
welche  mit  der  Fläche  l)  von  gleichem  Grade  und  gleicher  Asymptoten- 
richtung sind.     Da  die   auf  einer   beliebigen  in  der  Richtung  (a ,  ß^^  y) 
gehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  und  die  Flächen  45)  von  einem 
Punkt  p  aus  gemachten  Abschnitte  für  ihr  Product  die  Werthe : 

a'    '  21'         '  31' 

haben,  so  findet  man  leicht,  dass,  wenn  man  die  Fläche  1)  und  die  beide^ 


k 
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Flächen  45)  darch  eine  Reihe  paralleler  Transversalen  schneidet ,  das  Pro- 
dnct  der  von  irgend  einem  der  Schnittpunkte  der  Flächen  45)  aus  durch 
die  Fläche  l) ,  öder  von  irgend  einem  der  Schnittpunkte  der  Fläche  l)  aus 
durch  eine  der  Flächen  45)  gemachten  Abschnitte  auf  allen  jenen  Traas- 
versalen  denselben  Werth  hat,  welcher  halb  so  gross  ist,  als  der  Werth 
des  Productes  der  Abschnitte,  welche  von  irgend  einem  Schnittpunkte  der 
einen  der  Flächen  45)  aus  durch  die  andere  derselben  auf  einer  solchen 
Transversalen  gemacht  werden.  Ferner  ist  das  Product  der  von  einem  be- 
liebigen Punkt  aus  auf  einer  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten 
Abschnitte  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Producte  der  Abschnitte, 
welche  durch  die  Flächen  45)  von  demselben  Punkt  aus  auf  dieser  Trans- 
'  versalen  gemacht  werden. 

d)  Abgesehen  von  unendlich  fernen  Punkten ,  für  welche  das  Product 
der  auf  irgend  einer  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten  Ab- 
schnitte  unendlich  gross  wird,  und  von  Punkten  dieser  Fläche  selbst,  für 
welche  jenes  Product  Null  ist,  ergeben  sich  für  die  Punkte,  von  welchen 
aus  das  Product  der  auf  einer  in  der  festen  Richtung  {fx,  ßy  y)  gehenden 
Transversalen  durch  die  Fläche  1)  gemachten  Abschnitte  seine  grössten 
und  kleinsten  Werthe  erhält,  durch  Nullsetzen  der  partiell  nach  |',  i},  (- 
genommenen  ersten  Ableitungen  von  /*(£,  i^,  ^)  die  Gleichungen : 

in  welchen  man  die  Gleichungen  31)  erkennt.  Es  zeigt  sich  also,  dass 
von  allen  Punkten,  durch  welche  man  nach  irgend  einer 
festen  Richtung  Transversalen  zieht,  welche  von  einer 
algebraischen  Fläche  in  der  dem  Grade  letzterer  entspre- 
chenden Anzahl  von  Punkten  geschnitten  werden,  die  Haupt- 
punkte der  Fläche  diejenigen  sind,  für  welche  das  Product 
der  durch  die  Fläche  auf  der  Transversalen  gemachten  Ab- 
schnitte seine  grössten  und  kleinsten  Werthe  erhält. 

Wenn  man  in  einer  Ebene,  wie  in  der  Ebene  10),  nach  der  festen 
Richtung  (o,  jS,  y)  Transversalen  zieht,  so  erhält  man  die  Punkte,  ftir 
welche  das  Product  der  auf  der  durchgehenden  Transversalen  durch  die 
Fläche  l)  gemachten  Abschnitte  am  grössten  oder  kleinsten  wird,  durch 
Nullsetzen  der  unter  der  Bedingung 

nach  1  und  ti  genommenen  ersten  Ableitungen  von  /*(| ,  17 ,  {;) ,  also  aus  den 
Gleichungen 

welche  gleichbedeutend  sind  mit  den  Gleichungen  37)  und  demnach  kund- 
geben, dass  von  allen  Punkten  einer  Ebene,  durch  welche 
man  nach  einer  festen  Richtung  Transversalen  z4^ht,  wiclche 
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von  einer  algebraischen  Fläche  geschnitten  werden,  die 
Punkte,  für  welche  das  Product  der  auf  der  durchgehenden 
Transversalen  durch  diese  Fläche  gemachten  Abschnitte 
seine  grössten  oder  kleinsten  Werthe  erhält,  diejenigen 
sind,  in  welchen  die  Ebene  von  der  ihrer  Kichtung  bezüg- 
lich der  gegebenen  Fläche  zugehörigen  Polcurve  geschnit- 
ten wird,  also  jene  Punkte  dieser  Ebene,  deren  Polar- 
ebenen  derselben  parallel  sind. 

Diejenigen  Punkte  einer  in  der  Richtung  (or,  /?,  y)  gehenden  Geraden 
endlich,  für  welche  das  Product  der  durch  die  Fläche  1)  auf  der  Geraden 
gemachten  Abschnitte  seine  grössten  Werthe  erhält  —  die  kleinsten  Werthe 
des  genannten  Productes  entsprechen  offenbar  den  Schnittpunkten  der  Ge- 
raden .mit  der  Fläche  —  findet  man  durch  Nullsetzen  der  nach  der  allein 
unabhängig  bleibenden  der  Veränderlichen  £,17,  J;  genommenen  ersten  Ab- 
leitung von  /(£,  1},  {;),  also  aus  der  Gleichung 

welche  gleiche  Bedeutung  hat,  wie  die  Gleichung  35),  und  also  schliessen 
lässt,  dass  die  Punkte  einer  Geraden,  für  welche  das  Product 
der  durch  eine  algebraische  Fläche  auf  der  Geraden  ge- 
machten Abschnitte  seine  grössten  Werthe  erhält,  diejeni- 
gen Punkte  sind,  in  welchen  diese  Gerade  von  der  ihrer 
Richtung  bezüglich  jener  Fläche  entsprechenden  Polfläche 
geschnitten  wird. 

e)  Sind  f^==0  und  f=^0  zwei  Flächen  desselben  Grades  und  gleicher 
Asjmptotenrichtung ,  so  dass  für  irgend  eine  Transversalenrichtung  das 
Polynom  Sl  bei  beiden  Flächen  denselben  Werth  erhält,  so  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Producte  der  Abschnitte,  welche  durch  diese  Flächen  auf  einer 
beliebig  durch  den  Punkt  n  gehenden  Transversalen  gemacht  werden,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen  ausgedrückt  durch  \}, '  ^*  L  also  unabhängig  von 

der  Richtung  der  Transversalen.  Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  zwei 
algebraische  Flächen  desselben  Grades  und  gl  eich  er  Asymp- 
totenrichtung durch  eine  Reihe  von  Transversalen,  die 
durch  denselben  Punkt  gehen,  geschnitten  werden,  die  Pro- 
ducte der  Abschnitte,  welche  auf  diesen  Transversalen 
durch  die  eine  jener  Flächen  von  dem  gegebenen  Punkt  aus 
gemacht  werden,  sich  verhalten  wie  die  Producte  der  durch 
die  andere  Fläche  auf  denselben  Transversalen  gemachten 
Abschnitte. 

f)  Sind  fi^=^0  und  ff  =  0  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  so  ist  im  All- 
gemeinen 

f=^lf,+^r,=0  DigitizedbyGoOgle 
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die  Gleichung  einer  Fläche  desselben  Grades,  welche  durch  die  Schnitt- 
linie der  beiden  ersten  Flächen  geht.  Schneidet  man  nun  diese  drei  Fla* 
chen  durch  eine  in  der  Richtung  (a,  j8,  y)  gehende  Transversale,  so  hat 
man  für  die  Producte  der  durch  die  Flächen  auf  der  Transversalen  von 
einem  beliebigen  Funkt  n  derselben  aus  gemachten  Abschnitte ,  wenn  man 
selbe  mit  P^ ,  P^  und  P  bezeichnet ,  die  Gleichungen 

p_fS.v.i)    p_m.nA)     p_AA(l,iy,Ö  +  ft/;ai?,t) 

aus  welchen  sogleich 

folgt,  welche  Gleichung  für  einen  Punkt  der  dritten  der  gegebenen  Flä- 
chen ,  also  für  f  und  P  gleich  Null 

Pf  A 

giebt.  Da  sonach  das  Verhältniss  der  beiden  Producte  P^  und  P^  von  der 
Lage  des  Punktes  n  auf  der  Fläche  f=0  ebenso  als  von  der  Richtung  der 
Transversalen  unabhängig  ist ,  so  hat  man  den  Satz :  Wenn  drei  alge- 
braische Flächen  desselben  Grades  durch  eine  gemein- 
schaftliche Schnittlinie  gehen  und  durch  beliebige  Trans- 
versalen geschnitten  werden,  so  ist  das  Verhältniss  der 
Producte  der  Abschnitte,  welche  durch  zwei  jener  Flächen 
auf  einer  Transversalen  von  einem  der  Schnittpunkte  letz- 
terer mit  der  dritten  Fläche  ans  gemacht  werden,  constant 
und  gleich  dem  irgend  einem  anderen  Schnittpunkt  dersel- 
ben oder  irgend  einer  anderen  Transversalen  und  der  drit- 
ten Fläche  in  gleicher  Weise  entsprechenden  Verhältnisse. 
Wenn  daher  durch  irgend  zwei  Punkte  letzterer  Fläche  je 
zwei  einander  paarweise  parallele  Transversalen  gezogen 
werden,  welche  die  beiden  ersten  Flächen  in  der  ihrem 
Grade  zukommenden  Anzahl  von  Punkten  schneiden,  so  ver- 
halten sich  die  Producte  der  Abschnitte,  welche  durch  die 
eine  Fläche  auf  den  Transversalen  der  einen  Richtung  oder 
durch  den  einen  Punkt  der  dritten  Fläche  von  diesem  aus 
gemacht  werden,  wie  die  Producte  der  Abschnitte,  welche 
durch  die  andere  Fläche  auf  den  beiden  anderen  Transver- 
salen entstehen. 

g)  In  seinem  y,Aperfu  kisiorique"  (s.  Cap.  V,  No.  26)  theilt  Chasles 
ohne  Beweis  ein  Verfahren  mit ,  für  einen  gegebenen  Punkt  einer  ebenen 
algebraischen  Curve  die  Tangente ,  Normale  und  den  Krümmungskreis  zu 
construiren,  .welches  sich  auch  auf  die  algebraischen  Flächen  übertragen 
und  mittelst  des  Satzes  III.  leicht  begründen  lässt.  Soll  nämlich  vorerst 
an  eine  Fläche  n  ten  Grades  etwa  im  Punkte  p  derselben  eine  Bertihrungs- 
ebene  gelegt  werden ,  so  denke  man  sich  den  Punkt  p  mit^einem  beliebig 
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nahe  ausserhalb  der  Fläche  befindlichen  Punkt  n  durch  eine  Gerade  ver- 
bunden ,  welche  die  Fläche  noch  in  den  Punkten  Pt  ?  /'s  t  •  •  •  ?  P«  schneiden 
möge;  ferner  seien  durch  n  noch  zwei  andere  mit  der  erstercn  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  gezogen ,  welche  die  Fläche  zunächst  in  p' 
und  p\  dann  aber  noch  beziehungsweise  in  den  Punkten  p«,  p'3, .  •  .«P« 
und  p'\ ,  p'\ ,  • . . ,  p"n  schneiden.  Die  durch  die 
Punkte  p,  p'  und  p''  gehende  Ebene  ist  offenbar  be- 
stimmt durch  die  Lage  eines  ihrer  Punkte ,  also  des 
Punktes  p,  und  durch  die  Verhältnisse  der  drei  Ab- 
stände npy  np  und  np\  Um  letztere  zu  erhalten, 
ziehe  man  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt  q 
gleichfalls  drei  Gerade,  welche  den  durch  n  gehen- 
den bezüglich  parallel  sind  und  die  Fläche  in  den 
Punkten  r„  r„  . . .,  r^,  r\,  r'„  . . .,  r\  und  r\,  r '„ . . :, 
r\  schneiden;  die  Gleichungen 
np .  np^  •  • .  Tcpn      np  .  np  2  •  •  •  np  «      np  •  np  ^ . . .  np  n 


geben  dann  alsbald 

np  :  np^' 


gr  i.Qr  ^...gr  n 


np 
'Qrn,gr\> 


> 


gr  ,...^r  « 


npt.'-npn 


npt...npt 


np  f.^np  n 
Lässt  man  nun  den  Punkt  n  auf  der  Geraden  np ,  ohne  die  Richtun- 
gen von  np  und  np"  zu  ändern ,  dem  Punkt  p  näher  rücken ,  so  werden 
auch  die  Punkte  p  und  p"  dem  Berührungspunkte ,  die  Ebene  (p,  p\  p") 
also  der  Berührungsebene  der  Fläche  in  p  sich  immer  mehr  nähern  und 
mit  diesen  beziehungsweise  zusammenfallen ,  sobald  n  den  Punkt  p  erreicht 
hat.  Da  sodann  die  Abstände  np ,  np'  und  np"  verschwinden ,  so  erschei- 
nen ihre  die  Berührungseböne  mit  bestimmenden  Verhältnisse  für  sich  in 
der  unbestimmten  Form  ^  und  sind  dem  Werthe  nach  gemäss  dem  Obigen : 
gr^  .grj...  gr^      gr  j.gr  f'Q^n    gr\.gr\,,,  gr'n 


46) 


PPt'PPf'PPn   PPt'PPi'^PPn  PP  t'PP  t'"PP  n 

Um  folglich  die  Berührungsebene  einer  algebraischen 
Fläche  für  einen  gegebenen  Punkt  p  derselben  zu  erhalten, 
ziehe  man  durch  diesen  Punkt  nach  irgend  drei  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Richtungen  Transversalen  und  durch 
einen  beliebigen  nicht  auf  der  Fläche  befindlichen  Punkt 
g  Parallele  zu  jenen,  welche  sämmtlich  die  Fläche  in  der 
ihrem  Grad  zugehörigen  Anzahl  von  Punkten  schneiden. 
Trägt  man  dann  auf  jeder  der  durch  p  gehenden  Transver- 
salen eine  Strecke  auf,  welche  dem  Producte  der  auf  der 
Parallelen  durch  g  von  diesem  Punkt  aus  durch  die  Fläche 
gemachten  Abschnitte  direct,  und  dem  Producte  der  auf 
der  bezüglichen  Transversalen  selbst  von  p  aus  durch  die^ 
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Fläche  gemachten  Abschnitte  verkehrt  proportional  ist, 
so  liegen  die  Endpunkte  jener  Strecken  in  einer  Ebene,  wel- 
cher die  verlangte  Berübrungsebene  parallel  ist,  während 
die  von  p  aus  auf  die  Ebene  jener  Endpunkte  gefällte  Senk- 
rechte  die  Normale  der  Fläche  in  dem  Punkte  p  bildet. 

Zu  beachten  ist  noch,  dass,  je  nachdem  man  auf  den  drei  durch  p  ge- 
zogenen Geraden  die  angegebenen  drei  Längen  nach  der  einen  oder  an- 
deren Seite  von  p  aus  aufträgt,  ihre  Endpunkte  im  Ganzen  acht  verschie- 
dene Ebenen  bestimmen ,  die  sich  paarweise  parallel  sind ,  und  es  entsteht 
daher  die  Frage ,  welche  von  diesen  Ebenen  die  Richtung  der  Berübrungs- 
ebene angeben  wird.  Aus  dem  im  Eingange  dieses  Abschnittes  Gesagten 
ist  nun  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  durch  irgend  zwei  Punkte  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  parallele  Transversalen  gezogen  werden  und  die 
auf  zwei  solchen  Parallelen  von  beiden  Punkten  aus  durch  eine  algebrai- 
sche Fläche  nach  derselben  Seite  hin  gemachten  Abschnitte  zusammen  in 
gerader  oder  in  ungerader  Anzahl  auftreten ,  die  Anzahl  der  in  gleicher 
Weise  auf  den  anderen  Paaren  von  Parallelen  gebildeten  Abschnitte  eben- 
falls beziehungsweise  gerade  oder  ungerade  sein  wird.  Dies  gilt  offenbar 
auch  bezüglich  der  zur  Herleitung  obiger  Construction  benutzten  Punkte 
n  und  ^,  von  denen  man  ersteren  sich  bereits  so  nahe  an  p  befindlich  den- 
ken kann,  dass  die  Punkte  p,  p'  und  p"  die  n  am  nächsten  gelegenen 
Schnittpunkte  der  Fläche  mit  den  bezüglichen  Transversalen  sind.  Je 
nachdem  man  nun  die  durch  n  und  q  gezogenen  Transversalen  nach  der 
von  n  nach  p,  p'  und  p'  gehenden  Seite  nimmt,  oder  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite ,  wird  durch  das  Hereinrücken  von  n  nach  dem  Berührungs- 
punkte p  nach  allen  drei  Richtungen  je  ein  Abschnitt  verschwinden ,  oder 
nach  keiner  Richtung,  und  daher  auch  bezüglich  der  Punkte  p  und  q  die 
Gesammtzahl  der  nach  derselben  Seite  der  Berührungsebene  hin  gemach- 
ten Abschnitte  für  die  angenommenen  drei  Richtungen  gleichzeitig  gerade 
oder  ungerade ,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  also  ungerade  oder  ge- 
rade bleiben.  Man  wird  folglich  die  zur  Bestimmung  der  Berührungsebene 
dienenden  drei  Längen  vom  Berührungspunkte  p  aus  jede  nach  derjenigen 
Seite  ihrer  Richtung  auftragen,  auf  welcher  von  den  2n  —  1  Abschnitten, 
die  durch  die  Fläche  auf  den  beiden  durch  p  und  q  gezogenen  Parallelen 
gemacht  werden,  die  gerade  Anzahl  sich  befindet,  oder  alle  drei  Längen 
nach  der  jener  entgegengesetzten  Seite ;  den  in  beiden  Fällen  durch  die 
drei  Endpunkte  bestimmten  Parallelebenen  wird  auch  die  gesuchte  Berüh- 
rungsebene parallel  sein. 

Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden ,  dass ,  wenn  ein  Paar  der  zur 
bisher  betrachteten  Construction  gebrauchten  parallelen  Transversalen 
asjtnptotisch  gerichtet  ist,  der  sonst  ganz  beliebige  Punkt  q  auf  der  durch 
p  gezogenen  Transversalen  genommen  werden  muss ,  wodurch  jene  beiden 
Parallelen  in  eine  Gerade  zusammenfallen  und  das  Verhältniss  der  dem 
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unendlich  fernen  Schnittpunkt  p«  der  Transversalen  und  der  Fläche  ent- 
sprechenden Abschnitte  j9Pn  ^n<l  QPm  ^^s  ausserdem  unbestimmt  bleiben 
würde,  hier  der  Einheit  gleich  wird. 

Um  von  der  hier  gegebenen  constructiven  Bestimmung  der  Berüh- 
rnngsebene  einer  algebraischen  Flftche  f{x^y^  z)  oder  /'=:=0  die  Gleichung 
derselben  abzuleiten,  seien  x  ^y^  z  und  r,  i|,  3  die  Coordinaten  des  Berüh- 
rungspunktes p  und  eines  beliebigen  anderen  Punktes  der  Berührungs- 
ebene ;  ferner  |,  »/,  f  die  Coordinaten  des  Punktes  q  und  (a,  /J,  y),  («',  /J',  /) 
und  («",  /3",  y")  die  Richtungen  der  aur  Construction  verwendeten  Trans- 
versalen. Nimmt  man  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Endpunkte 
der  von  p  aus  aufgetragenen  Strecken  enthält,  in  der  Form  10)  an,  so  ist 
die  Gleichung  der  jener  parallelen  Berührungsebene 

L{x—t)  +  M{y—i)  +  N(z—i)  ==  0. 
Nun  sind  jene  Strecken  einerseits  ausgedrückt  durch 
Lx+My^Nz  +  P     Lx  +  My+Nz  +  P     Lx+My  +  NzfP 
La+Mß  +  Ny     '       La+Mß'+Ny     '      la^+Mß^'+Ny'' 
andererseits  gestalten  sich  die  in  46)  gegebenen  Verhältnisse  derselben 
wegen 

^r,  .^r,  ...^r„=  + ^ —  , 

und ,  wenn  man  noch  die  Coordinaten  ^es  Punktes  tc  durch  x\  y\  z  dar- 
stellt, 

PP%  'PP$"*  PPn  =  Itfn  I I 

\  np  /  7t  m  p 

den  Werthen ,  wie  den  Vorzeichen  nach  am  in : 


dx^^dy^^dz  *  dx^^  dy^^  dt        dx^*^   dy^^  dz 
Man  erhält  hierdurch : 
La  +  Mß+Ny    _    Ltt'+Mß^+Ny     _     La'+MßT'+Ny" 

dx^*^dy^^dz         dx^*^  dy^'  dz  dx^*^  dy^^   dz 

was  nnabhSngig  Ton  den  Sichtungen  (a,  j3,  y\.. .  nur  sein  kann ,  wenn 

dx  dy  dz 

genommen  wird.     Sonach  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Berührungsebene 
der  Fläche  f=0  im  Punkte  p:  oigitized  by  GoOqIc 
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f:('-)+^^»-.)+:-f(- 


-3)  =  0, 


in  Uebereinstimmting  mit  einer  bereits  früher  (II.0)  gemachten  Bemerkung- 
h)  Um  in  einem  Pnnkt  einer  algebraischen  Fläche  für  einen  durch 
denselben  gemachten  ebenen  Schnitt  den  Krümmungskreis  zn  bestimmen» 
ziehe  man  für  jenen  Punkt  p  die  Tangente  der  Schnittcurve ,  welche  beide 
sich  noch,  dem  Grade  der  Fläche  entsprechend,  in  den  Pnnkten  p„  p^, . . .,  p,, 
sodann  durch  den  auf  der  Tangente  beliebig  nahe  an  p  angenommenen 
Pnnkt  n  in  derselben  Ebene  eine  zweite  Gerade ,  welche  die  genannte 
Curve  zunächst  in^p',  dann  noch  in  den  Punkten  p'g,  p\^ . . .,  p'n  schneidet. 
Ein  durch  den  Punkt  p'  gehender  Kreis,  der  dfe  Gerade  p^r,  also  auch  die 
Schnittcurve  in  p  berührt,  wird  die  Gerade  p'n  noch  in  einem  zweiten 
Punkt  q  schneiden  und  dann  offenbar  auch  dadurch  bestimmt  sein,  dass  er, 
die  Gerade  p7r  in  p  berührend,  durch  den  Punkt  q  gehen  soll.  Zur  Be- 
stimmung letzteren  Punktes  hat  man 

oder,  wenn  man  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt  pr  und^^r  parallel  zn 
^  KP  und  itp'  zieht  und  die  Schnittpunkte  der- 

selben mit  der  gegebenen  Fläche  beziehungs- 


weise mit  r, ,  r, ,  .  . , , 
bezeichnet,  wegen 
np.np.np^,..  np„ 


und 


^ i^  ^ t^ ' 


np  .TCp  f..,np  n 
durch  Auflösung 


-Qfn 


nq- 


Q^t'Q^f'Qrn 


np^,np^...npu 


qr  ^.Qr\. .  .^r  «  wp,  .np^.,  .npn 
Lässt  man  nun  den  Punkt  n  auf  der  Ge- 
raden np ,  ohne  die  Richtung  von  np'  zu  än- 
dern ,  dem  Funkte  p  näher  zu  rücken ,  so  wird  auch  p'  demselben  Punkte, 
und  daher  der  durch  p'  gehende  Berührungskreis  für  p  dem  Krümmung«- 
kreis  des  gegebenen  Flä^henschnitts  für  denselben  Punkt  sich  immer  mehr 
nähern,  und  mit  diesen  beziehungsweise  zusammenfallen,  sobald  n  den 
Punkt  p  erreicht  hat.  Da  sodann  die  Strecken  np  und  np'  verschwinden, 
so  erscheint  die  neuentstandene  Sehne  p  q  nach  dem  ersten  der  dafür  ge- 
gegebenen Ausdrücke  in  der  unbestimmten  Form  §,  während  der  zweite: 
en.Q  r,  .  ..qrn     PPt*Pp\**.pPn 


47) 


pq  = 


^r,  .  ^r,..  .^r,  PP^-PPa*.  *ppn 
giebt.  Um  folglich  in  einem  ebenen  Schnitt  einer  algebrai- 
schen Fläche  für  einen  gegebenen  Punkt  p  desselben  den 
Krümmungskreis  zu  erhalten,  ziehe  man  in  diesem  Pnnkt 
die  Tangente  der  Schnittcurve  und  in  deren  Ebene  durch 
denselben   Pnnkt   eine    zweite    Gerade,    sowierdurch   einen 
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beliebigen  nicht  anf  der  Fläche  befindlichen  Punkt  q  Pa- 
rallele zu  jenen,  welche  sämmtlich  die  Fläche  in  der  ihrem 
Grade  entsprechendenAnzahl  von  Punkten  schneiden.  Trägt 
man  dann  .auf  der  zweiten  durch  p  gehenden  Geraden  eine 
Strecke  auf,  welche  den  Producten  der  Abschnitte,  welche 
durch  die  Fläche  auf  dieser  Geraden  selbst  und  auf  der 
durch  Q  parallel  zur  Tangente  gezogenen  in  Bezug  auf  p 
und  Q  gemacht  werden,  direct,  und  den  Producten  der  Ab- 
schnitte, welche  auf  der  Tangente  und  auf  der  anderen 
durch  Q  gehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  ent' 
stehen,  verkehrt  proportional  ist,  so  liegt  der  Endpunkt 
dieser  Strecke  auf  dem  verlangten  Krümmungskreis. 

Auch  hier  ist  noch  zu  entscheiden,  auf  welcher  Seite  der  zweiten  durch 
P  gezogeneu  Transversalen  die  angegebene  Strecke  aufzutragen  ist.  Denkt 
man  sich  letztere  Transversale  noch  durch  n  gehend,  so  wird  von  den 
2n  Abschnitten,  welche  auf  ihr  selbst  und  der  durch  g  gehenden  Parallelen 
durch  die  Fläche  gemacht  werden,  nach  derselben  Seite  von  n  und  g  zu- 
sammen eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  liegen,  je  nachdem  anf  der 
Tangente  {np  doppelt  gerechnet)  und  ihrer  Parallelen  durch  g  nach  der- 
selben Seite  von  n  und  g  hin  zusammen  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Abschnitten  enthalten  ist.  Lässt  man  nun  den  Punkt  n  wieder  anf  p 
hereinkommen,  so  werden  auf  der  Tangente  nach  der  einen  Seite  von  p  hin 
zwei  Abschnitte  zugleich  verschwinden,  auf  der  anderen  Transversalen 
blos  der  nach  dem  Krümmungskreis  zu  liegende  Abschnitt  np\  während 
auf  den  durch  g  gehenden  Transversalen  sich  hinsichtlich  der  Anzahl  der 
auf  verschiedenen  Seiten  von  g  befindlichen  Abschnitte  nichts  ändert.  Es 
werden  daher  die  Anzahl  der  Abschnitte  auf  der  Tangente  und  ihrer  Pa- 
rallelen durch  g  nach  beiden  Seiten  ihrer  Richtung  und  ebenso  auch  die 
Anzahl  der  Abschnitte  auf  den  beiden  anderen  Parallelen  nach  der  dem 
Krttmmungskreis  abgewendeten  Seite  immer  noch  gleichzeitig  gerade  oder 
ungerade  sein,  die  Anzahl  der  Abschnitte  aber,  welche  auf  letzteren  Pa- 
rallelen nach  der  dem  Krümmungskreise  zugekehrten  Seite  hin  sich  be- 
finden, ist  dann  beziehungsweise  angerade  oder  gerade.  Hiermit  ist^nun 
aach  umgekehrt  die  Entscheidung  gegeben,  nach  welcher  Seite  von  p  hin 
die  Sehne  pq  aufgetragen  werden  muss. 

Hat  die  Tangente  oder  die  andere  durch  p  gezogene  Transversale 
asymptotische  Richtung,  so  muss,  wie  bei  der  Bestimmung  der  Berührungs- 
ebene und  auch  ans  demselben  Grunde,  der  Punkt  g  anf  der  asymptotisch 
gerichteten  jener  beiden  Geraden  genommen  werden. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  des  gegebenen  ebenen  Schnittes  fürp 
gleich  unmittelbar  zu  erhalten,  hat  man  nur  die  Richtung  der  zweiten 
Transversalen  durch  p  senkrecht  zur  Tangente  zu  nehmen,  wodurch  die 
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Sehne  ein  Darchmesser  des  Krümmungskreises  und  der  gesuchte  Krüm- 
mungshalbmesser demnach 

^t^  1      P^i  *  Qf't «  "  e^n     yp\  ' PP\  > »  'PPn 

■    ^r,.^r,...^r„      PPi  .pp^  .  .  -  PPn 

wird.  Nimmt  mnn  den  Punkt  q  als  fest  an.,  so  ergiebt  sich  aus  diesem 
Wertliausdrucke  für  die  Krümmungshalbmesser  Ä'  und  /?",  welche  zwei 
verschiedenen  durch  dieselbe  Tangente  gehenden  Schnitten  für  den  Punkt 
p  angehören,  wenn  man  noch  die  auf  den  entsprechenden  Normalen  ausser 
p  entstehenden  Schnittpunkte  mit  p\ip\^  . . . ,  Pn  ^nd  p'\^  p",, . . . ,  p\y 
ebenso  die  auf  den  Parallelen  durch  q  befindlichen  mit  r',,  r'^, . .  .,  r\  und 
r\  n  ^"tj  •  •  •>  r'\t  bezeichnet,  die  Beziehung : 

pp\  .pp\  .  .  .  pp'n  >p't  •  PP  3  •  •  •  PPn 

Für  die  Krümmungshalbmesser  'Ä  und  "/?  dagegen,  welche  zwei  ver- 
schiedenen durch  j9  gelegten  Normalschnitten  der  gegebenen  Fläche  ange- 
hören, findet  man,  wenn  die  auf  den  zugehörigen  Tangenten  ausser  dem 
Berührungspunkte  p  noch  befindlichen  Schnittpunkte  Psi  V'4)  •  •  •«  Pn  ^^^ 
*P»j  ^Pi^  -'«i  P»f  ferner  die  auf  den  Parallelen  durch  q  entstandenen 
V, ,  Vj , . . . ,  V,  und  'V, ,  'V, , . . . ,  'V„  heissen 


ä':ä"  = 


pr,  .pr,...^r«        p  r,  .  p  r,  .  .  .  p  r„ 


PPz'PPi'-'PPn      PPt'P  Pa'-'P  Pu 

Um  endlich  noch  aus  der  Gleichung  f{xy  y,  z)  oder  f=  0  einer  alge- 
braischen Fläche  einen  Werthausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser 
oder  allgemeiner  für  eine  Sehne  irgend  eines  durch  den  Punkt  p  der  Fläche 
gelegten  ebenen  Schnittes  entsprechend  diesem  Punkte  abzuleiten,  seien 
j:,  y,  2  und  £,  17,  {;  die  Coordinaten  der  Punkte  p  und  p,  (a,  /J,  y)  die  Rich- 
tung der  Tangente  des  Schnittes  für  den  Punkt  p,  also  der  Bedingung 

49)  „^l+ßU+/J^o 

dx      ^  dy         dz 

unterworfen,  und  («',  jS*,  y)  die  Richtung  der  zweiten  Transversalen  durch 
p.  Während,  wie  bei  Bestimmung  der  Gleichung  der  Berührungsebene 
bereits  gefunden  wurde, 

^r,  .^r, .  .  .^r«==+ ,    ^r ,  .  ^r,  . . .  ^r.=  +  — ^ , 

,        dx^^  dy^^  dz 

PPt'PPt"  •PPn^=±  ^7 

ist,  wird,  wenn  man  noch  die  Coordinaten  des  in  der  Nähe  vonp  vorerst 
angenommenen  Punktes  n  mit  x\  y\  z  bezeichnet,  r^  t 
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„..„....,,.=.w[<'^>--"^,;;--^-],,„^ 

—  ±4  81 

werden ,  so  das»  man  unter  der  Bedingung  49)  für  er,  /},  y  erhält : 


["Tx  +  ^Ty'^yTjf 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  aeu  nehmen  ist,  je  nachdem /ig  in  der 
Richtung  (a ,  /f ,  /)  oder  gerade  entgegengesetzt  von  p  ans  gelegen  ist. 
Beachtet  man,  dass  a,  /}',  /  die  Cosinus  der  Winkel  der  Geraden  j9g  gegen 

die  Coordinatenachsen  und  -—,  -r-»  -r    den  Cosinus  der  Winkel   propor- 

dx    dy    dz  ^  ^ 

tional  sind,  welche  die  Normale  der  gegebenen  Fläche  im  Punkte/?  mit 

denselben  Achsen  macht,   so  erhält  man  auch,  wenn  ^  der  Winkel  der 

Richtung  {a\  ß\  y)  mit  jener  Normale  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


pqzss2co8  ^ . 


Da  fttr  O  =  0  die  Sehne  pg  in  der  Richtung  der  Normalen  selbst  fällt, 
und  dieselbe  dadurch  ein  Durchmesser  des  Krümmungskreises  wird ,  wel- 
cher dem  durch  die  gegebene  Tangente  gehenden  Normalschnitt  die  Fläche 
für  den  Punkt  p  angehört,  so  ergiebt  sich  für  den  Halbmesser  R  dieses 
Kreises : 


R  = 


Vi^ihm^m 


und  daher  für  obige  Sehne :  • 

pq  =  2cos  & .  R, 
Dieser  Ausdruck  führt  sogleich  auf  den  bekannten  Satz  von  Meus- 
nier,  dass  die  Krümmungskreise  aller  durch  dieselbe  Tan- 
gente einer  Fläche  gelegten  ebenen  Schnitte  für  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  auf  einer  Kugel  liegen,  von 
welcher  der  Krümmungskreis  des  durch  die  Normale  der 
Fläche  und  jene  Tangente  gehenden  Schnittes  ein  grösster 
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i)  Seien  tt,  p,  . .  .,  0,  t  beliebig  im  Raum  gelegene  Punkte,  etwa  k  in 
der  Anzahl,  und  dieselben  durch  die  Geraden  ;rp, .  .  .,  tfr,  xn^  welche  die 
Fläche  J)  in  den  Punkten  Pi ,  Po  •  •  mPh»  ^m  ''1»  •  •  •  j  '"«»  ••  «i  '1 1  '«»•••  t  A» 
bezüglich  schneiden,  zu  einem  Polygon  verbunden.  Wenn  man  nun  die 
Werthe,  welche  das  bisher  mit  %  abgekürzte  Polynom  für  die  Richtungen 
jener  Geraden  erhält,  mit  81',  31",..  .,  91^*^^  bezeichnet,  so  giebt  die  erste 
der  Gleichungen  42)  für  das  VerhäUniss  der  Abschnitte,  welche  auf  jedem 
Paar  aufeinander  folgender  Folygonsseiten  durch  die  Fläche  gemacht  wer* 
den,  nach  einander: 

;c/i  .ff/t  •  •  •  ^Ut,  51 

qPx  »QPt  '*•  QPn        "~  81' ' 
T<,  .r/t   .  .  .   xtn^  ^  «<^» 

T5i  .  T5t    .   .    .   XSfg       '  —     91^*^ 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  erhält  man  alsbald  sowohl 
dem  Werth,  als  dem  Vorzeichen  nach: 

nix  .  nt^  .  .  .  ntn'  QPi  •  QPt  •••  QPn Y^i  •  V^t  ••-  '^^n 

welche  Gleichung  folgende  Verallgemeinerung  eines  bekannten  Satzes  von 
Carnot  ausspricht:  Wenn  eine  algebraische  Fläche  und  ein 
beliebiges  ebenes  oder  nicht  ebenes  Poljgon  sich  so  schnei- 
den, dass  auf  jeder  Seite  des  Polygons  die  dem  Grad  der 
Fläche  zukommende  Anzahl  von  Schnittpunkten  entsteht, 
so  ist  das  Product  der  Abschnitte,  welche  auf  den  Seiten 
des  Polygons,  in  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  der  einen 
Richtung,  von  den  Fcken  des  Polygons  aus  gemacht  werden, 
gleich  dem  Product  der  Abschnitte  ist,  welche  der  ent- 
gegengesetzten.  Richtung  in  der  Seitenfolge  in  gleicher 
Weise  entsprechen. 

FUr  besondere  Lagen  der  Ecken  und  Seiten  des  Polygons  erleidet  die 
Gleichung  51)  und  damit  obiger  Satz  einige  Abänderung,  nämlich  wenn 
eine  oder  mehrere  Ecken  auf  der  Fläche  selbst  liegen,  und  dann  auch, 
wenn  überdies  eine  der  anstossenden  Seiten  die  Fläche  berührt.  Ist  vor- 
erst etwa  der  Punkt  n  auf  der  gegebenen  Fläche ,  so  enthält  er  zugleich 
auch  die  Punkte  Pi  und  /, ,  und  es  wird  nach  einer  Bemerkung  in  g)  dem 
Werthe  nach 

npt.np^. .,  npn  dx      ^  dy      '  dz  dx       ^      dy       '      dz 


Ttlt  »nlf .  ^  nlu  V  Ä^** 


jgle 
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sein,  welche  Gleichung,  wenn  n  nnd  tsj  die  Winkel  bedeuten,  welche  die 
Geraden  nq  und  nx  mit  der  Normale  der  Fläche  für  den  Punkt  n  ein- 
schliessen,  sich  umformt  in: 

npt  *  ?r/?8 . .  *  ygpn cosii    31^*) 

Ist  die  Gerade  nq  auch  noch  Tangente  der  Fläche  in  n^  so  fällt  ausser 
Pi  auch  noch  p,  mit  n  zusammen  und  es  wird  nach  einer  Bemerkung  in  h) 

iu    -: — TP-; — r  Y  T  1 1     a^"'  -r-  -r  i^*'  -: — r  r^"^ 
«Pa  •  «^4  •  •  •  ^Pn 


=  4 


\    dx^*^  di/^^  dzj'  dx^  ^     dy^^     dz 

sein ,  woraus  sich ,  wenn  11'  den  dem  Punkt  jc  zugehörigen  Krümmungs- 
halbmesser in  dem  durch  nq  und  die  Normale  dar  Fläche  in  «  gelegten 
ebenen  Schnitt  vorstellt,  noch  ergiebt: 

^P« .  np4 . . .  npn 1  W^ 

nU  •  ni^.  •  .nin        2co$ni.n"  31' 
Sind  aber  sowohl  W^  als  «t  Tangenten  der  Fläche  in  ts,  so  erhält  man : 

np,.np,...npn_,    \     dx^^  dy^  ^  dz) '       \       dx^^    dy^'    dz)' 
ni,.nU...nin  ~*'  31'  '*  Sl<*> 

_JTi   31W 

wo  77i  den  zur  Tangente  nt  gehörigen  Krümmungshalbmesser  bedeutet. 

Durch  diese  Andeutungen  ist  nun  die  Abänderung  der  Gleichung  51) 
bestimmt,  für  den  Fall,  dass  eine  oder  mehrere  der  Ecken  des  Poljgons 
auf  der  gegebenen  Fläche,  oder  dass  überdies  noch  eine  oder  mehrere  der 
an  diesen  Ecken  liegenden  Seiten  Tangenten  der  Fläche  in  diesen  Ecken 
sind.  Wenn  z.  B.  alle  Ecken  des  Polygons  auf  der  Fläche  liegen,  das 
Polygon  also  der  Fläche  einbeschrieben  ist,  so  erhält  man  die  merkwttr« 
dige  Gleichung: 

.    npt .  »pa  •  •  •  ^Pn  •  Q^z  •  ^r, . . .  ^r« r^  •  r/g . . .  t/» cos  it,  cos  q\  . .  cos  x 

nix .  nt^ . . .  nlu  •  ^Pt^  ^Pa  •  *  •  ^Pn ^^t  -  ^^a  *  *  •  ^^n       ^^'  ^i  *  ^^^  (i  •  •  •  ^^^  ^i 

in  welcher  li  und  n^  >  /  nnd  ^i ,  • .  •  die  Winkel  bezeichnen ,  welche  die 
Seiten  nf^  und  nx^  xn  und  xc  mit  den  Normalen  der  Fläche  in  den  Ecken 
9r, . . .,  T  einschliessen.  Wie  leicht  zu  sehen,  können  in  dieser  Gleichung 
statt  cos  n  und  cof  ^t , . . .  die  Projectionen  der  Seite  » ^  auf  die  Normalen 
in  n  und  ^ ,  •  • « ,  oder  statt  cos  n  und  co«  »| ,  . . .  die  Projectionen  eines 
Stückes  der  Normalen  in  n  auf  die  Seiten  «^  und  »t,  . . .  genommen  werden. 
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XXXY.  Zwei  Sätse  über  Determinanten.  Von  G.  Zehfuss.  — 
I.  Lässt  man  je  für  die  1.,  2., . . .  Reihe  oder  Colonne  einer  Determinante 
nten  Grades 

die  l.,  2., . . .  Reilie  oder  Colonne  einer  anderen  Determinante  nten  Grades 

eintreten,  so  erhält  man  n*  verschiedene  Determinanten 

-2;+ aiftys-'-Vni    -2:+  a,a,yj...v,,  ... -2;+ ofiÄ.../?, 
-2?±^fty8•••v«,    2;+  «,^ya...v„,  .  . .  -T  +  a,  ft  . . .  6„ 


welche  als  Elemente  einer  neuen  Determinante  R  betrachtet  werden  kön- 
nen, deren  Werth  nunmehr  ermittelt  werden  soll.  Zu  diesem  Bnde  suche 
man  den  Quotienten  () :  P  in  Gestalt  einer  Determinante 

darzustellen.  Die  Grössen  Ay  B^Cy  ...  bestimmen  sich  daraus,  dass 
0  =  PS,  oder 


a,  Ä,  C|  . 
fl,  ^  0, . 
«3  frj  c, . 


I  ^1  ^1  ^1  • ' 
I  ^f  /?,  ^, . 


«1 1^1  yi  • 
«t  A  yt  • 
«sfty«. 


Bildet  man  nach  der  Gauss 'sehen  Regel  das  Product  der  beiden  letz- 
teren Determinanten  rechter  Hand  und  vergleicht  die  dabei  entstehenden 
Elemente  mit  den  entsprechenden  der  Determinante  zur  Linken  des  Gleich- 
heitszeichens ,  so  entstehen  zur  Bestimmung  der  Grössen  ^^^i ,  ^1 ,  C, ,  • . .  zu- 
nächst die  Gleichungen 

^1«,  +  Btß,  +  t\y^  +  ...  +  L,  V,  =  a,  ' 

^,  a,  +  '^,  ft  -h  C,  y,  -h  . . .  -f-  i,  V,  =  ö. 


A,a^+B,ßn  +  C,y^  +  ' 


.  -)-  Z,  v«  =  a« ,    ^  T 
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woraus 

Aehnlicher  Weise  findet  man 


A  = 


B,: 


^t— iT— 


i>  '  ^'  i> 

Fährt  man  so  fort,  so  ergeben  sich  die  Elemente  der  Determinante  S 
genan  als  diejenigen  von  R ,  jedoch  sämmtlich  dividirt  durch  P.     Also  ist 

nnd  da 

0  =  P.S, 
so  ist  endlich 

1)  iB=rÖ.JP»"^- 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Determinante  S  auf  vier  der  Form  nach 
verschiedene  Arten  gebildet  werden  kann,  je  nachdem  man  vor  Anwen- 
dung der  Gauss 'sehen  Kegel  die  Reihen  oder  Colonnen  der  Factoren- 
determinanten  passend  wechselt,  welcher  n&mliche  Umstand  vier* verschie- 
dene Formen  von  E  veranlasst. 

Von  dem  Satze  No.  1)  lässt  sich  ein  einfacher  Beweis  des  von  Jacob i 
(Grelle  XXII,  11)  aufgestellten  Theorems  ableiten.  Setzt  man  nämlich, 
wenn  k  irgend  einen  Index ,  /  den  folgenden  bezeichnet, 


0  = 


0 

0 
0 


0     0     0... 

10     0... 

0 

^t  ßi  yi  '" 

711      kl     in     ... 

VI 

«m  ßm  ym  "' 

Xjh   Am   fim  •  •  • 

Vm 

f'n    ßn    yn 


kn   hn 


km  f  I» 


f«n 


Vm 


Vn 


dkP 


ddi  dßf...d%k 


SO  wird  die  Determinante  R.  wenn  - — ,  5-^, 
zeichnet  werden. 


durch  Af^  B^ 


be- 


R  = 


A^  B^   C, 


Ah  Bk  Ck 
Ai  Bi  d 

Am  Bm  Cgn 
^n    B^  Cn 


..  K^    0  0... 

..  K^  00... 
.  .  00  ... 
..  KkOh  ... 
..Kl  PO  ... 


KmOP...  0 


/r„oo  .../> 


A  By  c, 
A^  Bf  Cf 


Ak  BkCk  ...  Ki 


^  pn-^k  —  Q  pn^i^ 
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daher  ist  endlich 


i 


Il±A^B^...Ki  =  P^'^. 


a*p 


dtt|  dß^ ...  dxk 

IL  Jede  Determinante,  deren  Elemente,  nach  dem  gebr&achlichen 
Schema  eines  Quadrates  angeordnet,  symmetrisch  sind  in  Besng  auf  den 
Mittelpunkt  dieses  Quadrates ,  lässt  sich  in  ein  Product  zweier  anderer  De- 
terminanten zerlegen.  Hinsichtlich  des  Beweises  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden ,  nämlich  ^^rjonige  i  wo  die  Determinante  von  gerader ,  und  der- 
jenige ,  wo  sie  von  ungerader  Ordnung  ist. 

1.  Ist  die  Determinante  von  gerader  Ordnung ,  so  lässt  sie  sich  etwa 
folgendermassen  darstellen : 

«i  ft  yi  . . .  ttj  Vi  v/  fi/  ...  y/  ft'  ffi' 
«t  ft  yt  •  •  •  f*t  Vf  ^t  H    •  •  •  r/  ßt   ««' 


i>  = 


«•  fti  y«  •  •  •  f*»  v«  V«  p«'  . . .  y«  ßn  ««' 

On  ßnyn^  •  •  ^a'  V«'  V%  ^»  •  *  •  y»   /%i  «^n 


«t'  ft'  yt'  •  •  •  f*t'  n'  Vf  ^f  •  •  •  yt  A  «1 
«i'  ßi  Yi  '"  f*i' ^i  vi  1*1  •  •  •  yi  ft  «t 
In  dieser  Determinante  addire  man,  was  bekanntlich  ihren  Werth 
nicht  ändert,  die  Glieder  der  letzten  Reibe  der  Ordnung  nach  zu  den  ent- 
sprechenden der  ersten;  die  Glieder  der  vorletzten  Reihe  zu  denjenigen 
der  zweiten  u.  s.  f.,  wodurch  entsteht 

«1  +  «/  ft  +  ft'  •  •  •   Vi  +  Vi     Vi+Vi    ...  ßi  +  ßx    «1  +  «/ 

«1  +  «/  A  +  A'  •  •  •  «'t  +  vt    Vi  +  Vf'  •  •  •  A  +  A'  ««t  +  «t' 


P= 


««  +  ««    ßn+ßu    .  •  •  V»-hv«    V«+V„'  .  .  .  ßn+ßu    ««+««' 
ein  ßu  •  •  •  »'«'  V«  •  •  •  A  *» 


«t        A'        •  •  •  Vf'        Vi        •  •  •  A        «i 
«i'        A'        •  •  •  •'i'       ^1        •  •  •  A         A 

In  dieser  Determinante  subtrahire  man  nun  die  Glieder  der  ersten 
Colonne  von  den  entsprechenden  der  letzten,  die  Glieder  der  zweiten  Co- 
lonne  von  denjenigen  der  vorletzten  u.  s«  w. ,  wodurch  entsteht 
«1  +  «/  /5,  +  A'  •  •  •  vi  +  Vi'  ö  ...  0 

««  +  «/  A  +  A'  •  •  •  vj  +  Vt'  0  •  •  •  0 


P= 


««+««  A+ A'  •  •  •  vji+vii'*o 

««'  A'  •  •  •  •'«'     .      v„— V,', 


ßf 

ß: 


Vi 

V| 


Vi-v, 

V|  — V, 


.  .  .  «j  -  «4 
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Nach  einem  bekannten  Satze  zecflillt  nun  letztere  Determinante  in 
das  Product  jP  = 


«t  +  «/  ft+ A'  •  •  •  ^t  +  Vf 


ctt  —  nft  ßi  —  ßf  • . .  Vf—  W 


«»+«ii'  ßu  +  ßn  '**  •'«+V«'         «n— ««   ßn—ßu   •  •  •  Vii~-V»' 

2.  Wenn  die  Determinante  von  ungerader  Ordnung  ist,  also  von  der 


Form 


P= 


«1     A     •  •  •  f»i     Vi     f*/    • . .  ft'    «/ 
«t     ft     • . .  ^t     «^t     f*t'     •  •  •  Äl'     «/ 

««-.1  fti-1  .  •  .  fhi-1  V»-t  fl'n—l  •  •  •  ^»-1 «  ü-l 
Qn       ßn       •  •  •  fhi       Va       f»»'       •••/}»'       «»' 
a'«-l/fa-.l . . .  f*««i  v._i  f4««i  • . .  Ai^i  «,^-1 


«t       ßt        •••f4'       n        f«t        •••/?!  «1 

a/      j5,'      ...  fi/      Vi       fi«       . . .  A  «1 

so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  oben  unter  1), 

dass  sie  in  das  Product  P=s 


2» 


-1 


«1+«/     A+A'  •••  f»i+f»j'  »I 

«!+«•'        A+A'    •••    Fi+th     Vt 


«tt  A  •••         F»  Vn 

zerlegbar  ist« 


«1-«/     A-A'  •••  f»i-i»/ 


«ü-i-a'»-!  /Jfi.l-iJii-i  •••  f*«-i-f*'ii-i 


ZXXTL    Anwendungen  einer  besonderen  Determinante.    Von  G. 
Zebfusb. 

1.    Man  geräth  bei  verschiedenen  mathematischen  Untersuchungen 
auf  Determinanten  von  der  Form 

a        «1       Of       fl»  •  •  •  «n— 1 


A  = 


«Ji-l  «  «I         Äf  •  •  •  ^»-2 

««-l2  «a— 1  «         «1  .  .  .  Ä||-S 
<»ii-3  «11—2  fln-1  «...  Än-4 


A|,  Hf  O3  04  •  •  •  a 
welche  schon  mehrfach  betrachtet  worden  sind.  Herr  Professor  Hesse 
hatte  die  Güte,  mir  eine  aus  den  dreissiger  Jahren  herrührende  Corre- 
spondenz  mit  B esse  1  zu  zeigen,  in  welcher  bereits  eine  derartige  Deter- 
minante erwähnt  wird,  und  vor  einigen  Jahren  theilte  Spottiswoode 
in  dem  Anhange  seiner  in  Grelle 's  Journal  enthaltenen  Abhandlung:^ 
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y^Elemeniary  Theorems  relaiing  lo  Delerminanls'^  eine  ohne  Beweis  hingesetzte 
Formel  für  den  Werth  von  A  mit,  welcher  übrigens  noch  der  Factor 
( — 1)1  *»<«—*)  beizufügen  wäre,  da  sich  Spottiswoode  einer  anderen  An- 
ordnung der  Elemente  bedient.  Später  erschien  auch  in  Terquem^s 
„Nouvelles  annales^^  eine  richtige  Ableitung  des  Werthes  von  A;  der  Name 
des  Herrn  Verfassers  ist  mir  jedoch  gegenwärtig  nicht  im  Gedächtnisse. 
Ich  erlaube  mir  zunächst,  die  Werthbestimmung  von  A  noch  einmal  knrs 
anzugeben,  da  sie  vielleicht  nicht  allen  Lesern  gegenwärtig  sein  dürfte. 
Wir  multipliciren  deshalb  die  Reihen  sowohl ,  als  die  Colonnen  der  Ord- 
nung nach  beziehungsweise  mit  «",  o"*"^, . . .  a,  und  1 ,  a ,  a' . . .  a"~S  wobei, 
wenn  a  eine  beliebige  Wurzel  von  a"  =  1  vorstellt ,  der  Werth  der  Deter- 
minante nicht  geändert  wird,  indem  dies  nur  einen  Factor  (l.a.o'...a"~^)* 
z=  1  herbeiführt.    Man  erhält  so : 

,  «,  a  ,  flj  a*  .         /»-   -  «"— > 


A  = 


«•-2  a**-^ 

,11-3 


Zählt  man  nun  zu  jedem  Elemente  der  obersten  Reihe  der  letzten  De- 
terminante sämmtliche  in  derselben  Golonne  unter  ihm  stehenden  Ele- 
mente, was  bekanntlich  den  Werth  von  A  nicht  ändert,  so  werden \alle 
Elemente  der  obersten  Reihe  der  resultirenden  Determinante  einander 
gleich,  und  zwar  von  der  Form 

ö  +  öl «  +  «2«*+  •  • .+  On-ta"-*  =  9(a), 
mithin  wird  dieser  Ausdruck  stets  ein  Factor  von  A  sein ,  was ,  wenn  a  eine 
eigentliche  Wurzel  von  «"  =  1  vorstellt,  gleichfalls  stattfinden  wird,  wenn 
man  a  mit  «•,  a*, ,  .  .  a"  vertauscht.  Mithin  ist  A  durch  das  Product  A' 
der  unter  sich  theilerfremden  Factoren  9>(a),  <?(«*)>  (^o*)  •  •  -^C«*)  theil- 
bar,  und  da  dasselbe,  gleichwie  die  Determinante  A,  hinsichtlich  a  vom 
nten  Grade  ist,  so  muss  A  =  A  A'  sein,  wo  iL  einen  constanten  Factor  vor- 
stellt ,  den  man  durch  Vergleichung  der  höchsten  Glieder  von  a  in  A  und 
A'  gleich  1  findet.  Mithin  ist  A  =  ^  («)  .  (p  («*)  •  q>  («*) ...  9  (a"),  oder 
(a  +  ö,  «  +  ff,a*  +  . .  •  +  fln«i  a«-i) 


A= 


X  («  +  ^1       +  «1      +  .  .  .   +  «n~l) 

Wie  man  sieht,  ist  ein  wesentliches  Merkmal  der  Determinante  A, 
dass  jede  Reihe  sowohl ,  als  jede  Golonne  sämmtliche  Elemente  enthält. 
Mittelst  eines  ähnlichen  Verfahrens  lassen  sich  daher  auch  noch  manche 
andere  Determinanten  10  Factoren  zerlegen ,  z.  B.  ^  j 
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—  (a  +  b  +  c+d){a—b  —  c  +  d){a'^b  —  c  +  ä){a+b-^c—d). 


a  b  c  d 
bade 
c  d  a  b 
d  c  b  a 

Einige  einfache  Beispiele  für  den  Hauptsatz  sind  folgende : 


jr  0  0  0  y 

y  ar  0  0  0 

0  y  :»  0  0 

0  0  y  ap  0 

0  0  0  J?  y 


a:  +  l      1 

1        .       1 

1     x+l      1       .       1 

=  x»  +  y*, 

I          1     x+\ .       1 

1          1          1       .    aH 

a»     (^b  ab*  6" 

6»     0«     a*6  a6* 

=  {a^-bT 

an  ab*  ft»     a" 

=  ^»  +  na;' 


n— 1 


2.  Wir  wollen  in  der  Determinante  A  beispielsweise  n  =sZ  setzen, 
und  erhalten 

X  y  z 

z  X  y    =a;'  +  y*  +  z«  —  Zxyz. 

y  z  X 

Dies  ist  derselbe  Ausdruck,  auf  welchen  Euler  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  gerathen  ist  und  welchen  Eisenstein  (Grelle  XXVII)  zur 
Grundlage  einer  Untersuchung  über  cnbische  Formen  zu  machen  gesonnen 
war.     Die  von  Eisenstein  angenommene  Form 

a^  +  DD'y*  +  DD"z*  —  ZDxyz, 
wo  />,  D\  />"   ganze   complexe  Zahlen   sind  und  D  =  D'D"  ist,  geht  aus 

obiger  einfach  durch  Vertauschung  von  y  mit  y  y  DD*    und    von    z    mit 

z  y  DD"  hervor.     Eine  noch  allgemeinere  Form  erhält  man  übrigens  aus 


der    einfachsten,    wenn    man    darin    x^  y^z   bezüglich    mit   xY D"* D**\ 

y  t^l/DT*,    z  yW*D"  vertatischt,  n&mlich 

*  D':*D'"x*  +  D'''*Dy  +  D'*D"z*^SD'D"D'"xyz. 
Uebrigens  möchte  sich  die  Form  a*+y*  +  2' — Zxyz  sehr  wohl  zu  dem 
von  Eisenstein  vorgeschlagenen  Zwecke  eignen ,  indem  vor  allen  Din^ 
gen  der  Satz  bewiesen  werden  kann ,  dass  das  Product  zweier  solcher  For- 
men wieder  ein  Ausdruck  von  derselben  Form  ist.  Dies  ergiebt  sich  so- 
wohl,  wenn  man  unter  Benutzung  der  Gaus  Büschen  Regel  beide  Formen 
wie  die  ursprüngliche  multiplicirt,  als  auch  aus  dem  Umstände,  dass  das 
Product  der  entsprechenden  Grundfactoren  beider  Formen 

(x+ay  +  a»zj(|  +  «i;  +  «*0 
von  derselben  Form  ist,  wie  jeder  Grundfactor,  nämlich 

{^k+1fi+zv)  +  a{xv  +  yi  +  zt)  +  €f(xt+yv  +  z^). 
Wenn  daher  Eisenstein  am  angeführten  Orte  bemerkt y<^s  fehle 
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ein  allgemeines  Princip  znr  Auffindung  von  Formen ,  deren  Prodncte  For- 
men von  gleichartiger  Zusammensetzung  sind ,  so  möchte  ich  glauben,  das« 
die  Determinanten  ein,  wenn  auch  vielleicht  nicht  überall,  doch  in  vielen 
Fällen  zum  Ziele  führendes  Mittel  zur  Erreichung  jenes  Zweckes  dar- 
bieten. So  hat  z.  B.  Hermite  im  XL.  Bande  von  Grelle 's  Journal  den 
betreffenden  Eul  er 'sehen  Satz  über  die  Form  a^+f^+z*  +  l*  mittelst  De- 
terminanten bewiesen ,  und  einem  von  Eisenstein  1.  c.  angeführten  LitL- 
grange 'sehen  Ausdrucke  läset  sich  auf  demselben  Wege  eine  ganz  nene 
Seite  abgewinnen.     Nach  Lag  ränge  ist  nämlich,  wenn 

P  =  pp"—q\      P'  =  pp''^  q^,      P"  =pp'-  q'* 

0  =  qq  —pqy  Q  =qq  —pq,  0  —qq—pq 

gesetzt  wird, 

(P/>>"  +  2  y  qq"~p  ^  —pq*  —  P'V"*)* 
_  pp'p'j^  2QQ'Q"^PQ*  —  P'Q'^—P"ff\ 
Bemerkt  man  dagegen,  dass  der  ursprüngliche  Lagrange 'sehe  Aaa- 
druck  auf  die  Gestalt  der  symmetrischen  Determinante 

p  i  q 
i'  p  ^. 
q  q  p 

gebracht  werden  könne,  so  gelangt  man  unter  Anwendung  der  Gauss *- 
sehen  Multiplicationsregel  leicht  zu  dem  Satze,  dass  das  Lagrange* sehe 
Theorem  noch  gelte,  wenn 

/>=   p«  +  9'«  +  q'\      P  =  p'«  +  ^«  +  q\      P^p'^  +  9«  +  q\ 

0  =  qq'+qp  +  qp\  ö'=  qq'+  qp  +  qp\  Q"=  qq  +  qp  +  qp* 

Eine  Verallgemeinerung  des  oben  für  fi  ==  3  aufgestellten  Satses, 
welche  man  auf  ähnliche  Art  beweist,  ist  der,  dass  diejenigen  Formen 
nten  Grades  und  von  nVariabeln,  welche  durch  eine  Determinante  von 
der  Form  A  ausgedrückt  werden ,  überhaupt  die  Eigenschaft  haben ,  dass 
das  Product  zweier  derselben  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  bildet. 

3.  Eine  andere  Anwendung  der  Determinante  A  bot  sich  mir  dar, 
als  ich  einen  besonderen  Fall  einer  von  Jadobi  in  den  Berliner  Monats- 
berichten von  1837  und  im  XXX.  Bande  von  Grelle 's  Journal,  beidesmal 
ohne  Begründung  mitgetheiiten  Satzes  über  Kreistheilung  zu  beweisen 
suchte.     Setzt  maü  nämlich  den  bekannten  Ausdruck 

ar  +  aa-^  -I-  tt»a^  +  .  .  .  +  a'"*  x*^', 
für  welchen  Eisenstein  im  XX VIL  Bande  von  Grelle' s  Journal,  in- 
dem er  nach  Potenzen  von  x  ordnet,  die  dem  Aussehen  nach  verschiedene 
Keihe 

anwendet,  gleich  /*(«),  wobei  u  eine  Wurzel  von  ai*^*  =  1,  ar  eine  Wurzel 
von  ar''  =  1  ,  /?  eine  Primzahl,  g  eine  primitive  Wurzel  derselben  vorstellt, 
so  besteht  die  Jacobi'sche  Aufgabe  darin,  den  Werth  des  Products 


Kleinere  Mittheilungen« 


443 


A  =  F{a)  F{if)  F(«»)  .  • .  F{ä^^) 
%n  ermitteln.     Dasselbe  l&sst  sich  in  Gestalt  der  Determinante  A  folgen« 
dermassen  anschreiben: 

X         xff       x^"     .  .     x^ 

xf^^    X  X9        ,    ,      x^ 

A  ___    a/^  xf^  X  .  .  j?^'"* 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 
a#       xfr  x9  .  .  X 

Da  aber  die  Zahlen  1,  ^,  <;* .  •  •  g^^^  nach  dem  Modal  p  sämmtlich  ver- 
schieden sind  und,  yon  der  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  Zahlen  1,  2, 
3  .  •  .J9 — 1  übereinstimmen,  so  lässt  sich  diese  Determinante  sogleich  um- 
formen. Macht  man  deshalb  zunächst  das  erste  Element  der  untersten 
Reihe  zum  Anfangselement,  indem  man  die  Ordnung  der  Reihen  geradezu 
umstürzt,  was  einen  Factor  ( — l)  1  (P-^) <?-*)  herbeiführt,  so  entsteht 


A  =  (-l) 


(p~1)fp-2) 


X^     X^ 


xf    X9 

X9'    Xß' 


X9 


X       X^    Xil*     .   ,    X^r 

Es  fangen  nun  die  Reihen  bezüglich  mit  denselben  Elementen  an ,  als 
die  Colonnen ,  und  diese  Elemente  stimmen ,  abgesehen  von  der  Ordnung, 
mit  a-,  .r*, . , .  o:'*-*  überein.  Wenden  wir  also  eine  geeignete  Vertanschung 
der  Colonnen  ah,  welche  die  Anfangselemente  derselben  auf  jene  Ordnung 
zurückfuhrt,  wodurch  die  umgeänderte  Determinante  einen  von  der  Anzahl 
m  der  nöthigen  Derangements  abhängigen  Factor  ( —  1)"*  erlangt ,  so  lässt 
sich  nachher  eine  solche  Vertauschung  auch  auf  die  Reihen  anwenden. 
Wenn  nun  die  nach  Division  mit  p  auf  ihre  kleinsten  Werthe  reducirten 
Exponenten  der  ersten  Reihe,  g^  ^y  ^y  ••  9^^\  ^i  dio  mit  dem  kleinsten 
unter  ihnen,  1 ,  schliessen,  m  Derangements  darbieten,  so  sind  nach  vorge- 
nommenem Arrangement  die  Exponenten  der  ersten  Colonne  unverändert 
die  zuvor  schon  mit  1  beginnenden:  1 ,  ^i  j^)  •  •  •  g^^^y  welche,  da  1  zu  An- 
fang steht,  offenbar  p — 2  Derangements  woniger  zählt  als  die  vorige  im 
Uebrigen  übereinstimmende  Reihe.  Wenden  wir  also  nachher  dieselbe 
Vertanschung  auch  auf  die  Reihen  an ,  so  haben  wir  im  Ganzen  durch  die 
letzten  Umordnungen  einen  Factor  (— i)^"»— F-*"^=ss — l  eingeführt,  wonach 

X       x*  a^  a*   .  .   xP^^ 


A=-(-i) 


(p-t)  fj>-2) 


ar*  d;*  a^ 


arP-i 
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Diese  Formel  geht  naeb  einem  bekannten  Satz  von  Vandermonde 
über  die  Darstellung  des  Produotes  aller  Differensen  einer  Anzahl  von 
Grössen  durch  eine  Determinante  sogleich  in 

p*-3p 


X.(a^  —  x) 
über.     In    diesem  Producte  geben    nun  jedesmal  die  übereinander  ste- 
henden Binomialfactoren,  nach  Heranssetzung  einer  geeigneten  Potenz  von 
X  als  Factor,  dieselbe  Differenz,  welche  von  der  Form  j?"  —  1,  oder  nach 

n 

weiterer  Herausnahme  des  Factors  2ix  ^  von  der  Form 

m  H 

X^  X       ^  .     HTC 

stn 


2i  p 

ist,  wo  für  den  der  Wurzel  x  correspondirenden  Bogen  dessen  kleinster 

Werth  —  gesetzt  wurde,      unter    dieser  Voraussetzung  haben  wir,    da 

o: .  ar* .  x' . . .  arP""^  =  y x  ^  /  =  ^  '^*  >  ^*  ferner  die  zur  Herstellung  der 

Formen  a?""**  herausgesetzten  Factoren  x     ^'^-^       betragen,  und  das  Pro- 
duct  aller  zur  Herstellung  der  Sinusform  nöthigen 

=  2 1  i  tP-^> f/'-*) .  X  iP <J»-^)  (P-2) :  J  .3 
ist, 

wo  P  das  Product 

vorstellt     Kehren  wir  hier  die  Keihenfolge  der  Factoren  um ,  und  vertau- 
schen jeden  Bogen  mit  seiner  Ergänzung  zu  tc  ,  so  entsteht 

mithin  auch  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen : 

Lp  p  p    ,  pJ 

d.   h.    da   das   in    der   ParenthesQ^enthaltene   Sinusproduct   bekanntlich 
=  p:2i'-Mst: 

P=  +  pi(J»-2) :  2i(p-i)(j»-2)^ 
wobei  offenbar,  da  alle  Sinus  des  Productes  /'positiv  sind^^-nur  dasi obere 
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Zeichen   zulässig  ist.      Wir  haben  also,   da  a:^  =  1   nnd  ^^       V  ^^      *^ 

2 
eine  ganze  Zahl  ist: 

A  =  (—  1)  i  P  ^P-^^  I  *  ^^*>  fJ»-2)  ^  jj,  1  (p-2)  —  £  .  jp  Jf;»-2)^ 

wo  £  die  Werthe  1,  t,  —  1,  — t  hat,  jenachdem  p  von  der  Form  8n— -3, 
8n  +  3,  8n  +  l,  8n  — 1  ist.  Dieses  Resultat  präsentirt  sich  unter  einer 
etwas  anderen  Form,  als  das  des  allgemeineren  Jacobi'schen  Satzes, 
was  daher  rührt,  dass  Jacob i  denselben  vielleicht  mit  Zuziehung  des 
Theorems 

gefunden  und  bewiesen  hat,  wobei,  wenn  kein  unbestimmtes  Wurzel- 
zeichen eiufliessen  soll,  die  Unterscheidung  zweier  Fälle  nöthig  wird,  wo 
nämlich  jd,  welches  bei  Jacobi  keine  Primzahl  zu  sein  braucht,  gerade 
ist  oder  ungerade. 


XXX7IL    Einfache  Ableitung  zweier  bestimmten  Integrale.    Von 
G.  Zehfuss. 

Die  zur  Ermittelung  der  Integrale 


Ccosax  Csinx  ^ 


0  0 

angewandten  Methoden  sind  meist  mehr  oder  weniger  künstlich.  Wir  wol- 
len versuchen ,  sie  ganz  direct  zu  bestimmen.  Das  erstere  ist  die  Grenze 
des  Ausdruckes 


n 
^cos  a  X 


0 
für  unendlich  wachsendes  «.  Da  nun  für  alle  Werthe  von  x  die  Eeihe  gilt : 

so  hat  man 

j  Li+«»  2ii+*»'^4!r+p"*"6!rr?+--j''* 

0  T  J 

0  -1 

+  . . .    rfa? 

--(-+     )  + 
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In  diesem  Resultate  sind  die  CoefficientCD  der  verschiedenen  Poten- 
zen von  n  ans  der  Entwickelung  von  ^  («*  +  e~~  *)  entnommen ,  nur  dass  be- 
ziehungsweise 1,  3,  5, ...  Glieder  dieser  Entwickelung  fehlen,  d.  h.  sie  sind 
die  Reste  der  Entwickelung  vom  2. ,  4. , . . .  Gliede  an.     Nun  ist  überhaupt 

a 

F{a)==F{0)  +  ^  F\0)  +^  F'\0)  +  •  •  •  +  ^  FC^O)  +  J'(^i^(«+i)(c)  dz, 

0 
woraus  für  F{a)  =  ^(e«  -f  e-«)  und  n  =  0,  2,  4,  6, . . .  folgt 

a 


2-!  +  r!+6!  +  ---=j— ^^^' 
0 

«^       «•       fl«  ^   /  VlIlT   e'  -  c' 

4~!  "^  6!  "^  T!  "*■  •  •  •  " V  ~2r~  •  "~^        ^ - ' 


0 
a 


— .  H :  T :  +...==   I  ^^ -— ^ . d  z,  etc., 

61^81^10!^  J        4!  2  '         ' 


6 

0 

so  dass  L  auf  die  Form  kommt: 

a 


jc^-H-*^}  Jzi^^L""!         3! —  +  ~y! — •■•J'*' 

0 

a 

Setzt  man  hier  «(a  —  s)  =  <,  so  kommt 


1) 


na 
t 
di 
t 
0 


2) 


\  0  0 

Nehmen  wir  hier  die  Grenzwerthe  für  w  =  oo,  so  kommt 

+x-/%('^-')^'-?'';/%('-^-')« 
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a  n 

/c» I                             Pc~* 1 
sm  nx  dXy    lim   I ■ sin  n x  dx^ 


Die  Grenzwerthe   der  beiden  letzten  Integrale  sind  aber  Null,  denn 
für  <  =  n  o:  transformiren  sich  dieselben  in 
a  n 

lim 

0  0 

welche  durch  theilweise  Integration  beide  auf  die  Form 

a 

{  l  «1     {*dP  I 

3)  lim  \—[Pcosnx] 1  -—  cosnx  dx\ 

^  '  rt  "■  \      nj  dx  ' 

0 

gebracht  werden  können ,  in  welcher  man  aus  der  Endliclikeit  der  Integra- 

dP 
tionsgrenzeu  und  derjenigen  von  P  und  —  ,  cosnx  innerhalb  des  Integra- 

tionsintervalles  leicht  das  Verschwinden  fraglicher  Werthe  erkennt.     Aus 
2)  folgt  somit 

4>        ^=Kf-'^)+'-(f+i)- 

Da  nun  für  ö  =  oo,  J  verschwindet,  was  leicht  wie  unter  3)  nachge- 
wiesen wird,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  für  a  ==  cx),  dass 


,  Csin  X  ,  n 


0 
Dies  in  4)  eingesetzt,  ergiebt  weiter 


00 

^ Ccosa 

0 


'='?^'"=l- 


XXXVm  XTeber  die  Entstehung  des  Gewittert.  Von  Dr.  F.  Dellmann. 
—  Dass  das  Gewitter  eine  elektrische  Erscheinung  ist,  weiss  man  schon 
über  100  Jahre.  Wie  aber  die  Gewitterelektricität  entsteht,  dies  ist  bis 
jetzt  noch  nicht  ergründet  worden.  Indess  ist  man  in  neuerer  Zeit  dem  seit 
lange  angestrebten  Ziele,  eine  Theorie  des  Gewitters  aufstellen  zu  können, 
doch  von  zwei  Seiten  her  um  ein  Bedeutendes  näher  gerückt,  nämlich  von 
der  Theorie  der  Imponderabilien  aus  und  durch  ein  genaueres  Studium  der 
Erscheinungen  des  Gewitters. 

Wüsste  man,  was  Elektricität  ist,  so  würde  man  vielleicht  schon  sagen 
können,  woher  die  Gewitterelektricität  kommt.  So  lange  man  die  Im- 
ponderabilien für  Stoffe  hielt,  konnte  ihre  Theorie  nur  geringe  Fortschritte 
machen.  Seit  der  Zeit  man  sie  für  das  hält,  was  sie  sind,  für  Kräfte  näm- 
lich, ist  der  Forschritt  bedeutend.  Die  Theorie  des  Lichtes  ist  als  ge- 
sichert anzusehen.     Der  vielen  Analogien  wegen ,  welche  die  W^rme  mit 
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dem  Lichte  gemeinsam  hat,  insbesondere  aber  die  Beobachtungen  der 
Wärmeerscheinungen  des  Spectrams,  lassen  uns  den  Schluss  nicht  mehr 
als  gewagt  erscheinen,  dass  auch  die  Wärme  eine  Erscheinung  einer  Vibra- 
tion, entweder  des  Aethcrs,  oder  ier  Körper-MoleküIe  ist.  Ferner  lässt 
uns  die  Erfahrung,  dass  man  durch  jeden  dter  4  Imponderabilien  die  3  an- 
dern hervorrufen  kann,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  vermuthen,  dass 
sie  alle  4  desselben  Ursprungs,  dass  sie  nur  Modiiicationen  desselben  Grund- 
Phänomens  sind.*)  In  neuester  Zeit  hat  man  zu  ihrer  Erforschung  einen 
bedeutenden  Schritt  weiter  gethan.  Dieser  Fortschritt  ist  durch  ein  ein- 
ziges Wort  passend  bezeichnet  worden.  Man  spricht  nicht  mehr  von  einer 
Hervorrufung,  Erzeugung  eines  der  Imponderabilien  durch  einen  anderen, 
sondern  man  glaubt  sich  berechtigt,  von  einer  Umsetzung,  Verwandlung 
des  einen  in  einen  anderen  reden  zu  dürfen.  Diese  Berechtigungen  gründet 
man  auf  folgende  Untersuchungen. 

Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  von  welchem  hier  nur  bei- 
läufig die  Bede  sein  kann,  ist  zwar  ursprünglich  nicht  durch  Erfahrung 
gefunden,  sondern  durch  Speculation,  dann  aber  durch  Empirir  geprüft  und 
als  richig  befunden  worden.  Dr.  Mayer,  Arzt  in  Heilbronn,  hat  es  zuerst 
vollständig  ausgesprochen.**)  Er  sagt  etwa:  Imponderabilien  sind  Kräfte; 
Kräfte  sind  Ursachen,  und  es  muss  also  auf  sie  der  Grundsatz  Anwendung 
finden,  dass  die  Wirkung  der  Ursache  entspricht,  der  Ursache  gleich  ist. 
Heisst  die  Ursache  A  und  die  Wirkung  B^  so  ist  also  A  =  B,  Ist  ß  wieder 
die  Ursache  einer  anderen  Wirkung,  C,  so  ist  C=^B=^A»  Mit  der  Ab-  und 
Zunahme  eines  Gliedes  einer  solchen  Kette,  müssen  auch  die  anderen  ab- 
und  zunehmen;  und  wird  eines  zu  Null,  gehen  auch  die  anderen  in  Null 
über.  Das  wusste  man  längst,  aber  Mayer  ging  einen  Schritt  weiter,  in- 
dem er  behauptete,  dass  Kräfte  wandelbare  Objecto  sind;  das  war  ein 
wesentlicher  Fortschritt.  Darin  liegt  also,  wenn  eine  Kraft  eine  Wirkung 
hervorgerufen,  hört  die  Kraft  auf  zu  sein,  sie  hat  sich  in  die  Wirkung  ver- 
wandelt. Er  war  auch  nach  dem  vorigen  Satze  zu  dieser  Behauptung  voll- 
ständig berechtigt.  Denn  bringt  die  Kraft  A  die  Wirkung  B  hervor,  so  muss 


*)  Auch  was  Spiller  über  die  Vibrationstheorie  der  Elektricität  hat  drucken 
lassen,  habe  ich  ohne  sonderliche  Befriedigung  gelesen.  Der  Verf. 

^*)  Schon  öfter  hatte  ich,  z.  B.  in  der  Schrift  von  Helmholtz  über  das 
Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  und  im  13.  Briefe  der  neuen  Autlngo  der 
chemischen  Briefe  von  Licibig,  die  obige  Behauptung  gelesen,  ohne  irgendwo  das 
Citat  zu  finden,  bis  ich  vor  Kurzem  eins  meiner  Notizbücher  durchsah  und  es  hier 
eigenhändig  vor  20  Jahren  eingeschrieben  fand.  Damals  war  mir  der  kurze  Auf- 
satz von  Mayer,  was  mir  beim  Ansehen  der  Notiz  erst  wiedereinfiel,  so  wichtig 
erschienen,  dass  ich  sogar  ein  Paar  Sätze  abschrieb.  Der  Aufsatz  steht  im  42.  Bde. 
8.  2''i4  der  Annalen  von  Liebig  und  Wöhler.  Dort  sagt  Mayer  wörtlich:  Ur- 
sachen sind  (quantitativ)  unzerstörliche  und  (qualitativ)  wandelbare  Objecte.  Kräfte 
sind  unzerstörliche,  wandelbare,  imponderable  Objecte  (Ursachen).  Der  Gegensatz 
ist  die  Materie,  als  ein  unzerstörliches ,  wandelbares  und  ponderables  Object.  Es 
ist  Gegenstand  der  Chemie,  den  zwischen  den  Materien  stattfindenden  Causal* 
Zusammenhang  in  Gleichungen  zu  entwickeln.  Ursache  und  dazu  gehörige  Wirkung 
sind  gleichartig.  /^^^^Der  Verf. 
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Ä  aufhören  zu  sein ,  weil  sonst  Ä  wieder  zu  einer  zweiten  Erzeugung  ver- 
wandt werden  könnte  etc.,  so  dass  man  al;so  im  Stande  wäre,  eine  Kraft  be- 
liebige Mal  zu  vervielfältigen,  was  ziemlich  gleichbedeutend  mit  der  Er- 
schaffung einer  Kraft  sein  würde.  Aber  der. Mensch  kann  ebenso  wenig 
Etwas  erschaffen,  wie  vernichten.  An  das  Vernichten  der  Kraft  z.B.  durch 
Reibung  hat  man  lange  geglaubt,  und  so  lange  man  diess  glaubte,  musste 
nothwendig  auch  der  Gegensatz  geglaubt  werden,  man  musste  dhs  perpetuum 
mobile  für  möglich  hellten. 

Diese  Sätze,  welche  ursprünglich  Deukgesetze  sind,  haben  nun  in 
neuerer  Zeit  ein  Naturgesetz  erschlossen,  welches  an  Wichtigkeit  das  6ra- 
vationsgesetz  zu  überragen  verspricht;  es  ist  das  Gesetz  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  genannt  worden.*)  Die  Imponderabilien  sind  Kräfte,  denn  sie 
entsprechen  der  Definition,  welche  die  bedeutendesten  Mechaniker  von  der 
Kraft  gegeben  haben;  sie  sind  Ursachen  von  Bewegungen.  Der  Ver- 
brennungsprocess  ist  ein  chemischer  Process,  z.  B.  durch  welchen  Wärme 
entsteht;  der  chemische  Process  setzt  sich  in  Wärme  um.  Die  Wärme  ver- 
wandelt das  Wasser  in  Dampf;  die  Wärme  setzt  sich  in  Elasticität  um.  Die 
Expansivkraft  des  Dampfes  setzt  die  Maschine  in  Bewegung;  die  Elastici- 
tät setzt  sich  in  Bewegung  um.  Ein  Theil  dieser  Bewegung  geht  durch 
Beibung  verloren  und  setzt  sich  dabei  wieder  in  Wärme  um.  So  kann  ein 
ganzer  Kreislauf  durchgemacht  werden. 

Zu  diesen  logisch-metaphischen  Speculationen  ist  nun,  dieselben  be- 
fruchtend, die  Erfahrung  getreten  mit  der  Rechnung  im  Bunde.  Sie  haben 
die  Gültigkeit  und  Wichtigkeit  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft 
ausser  allen  Zweifel  gesetzt.  Je  weiter  man  dieses  wichtige  Feld  der 
Naturwissenschaften  bebaut,  desto  überraschendere  Aufschlüsse  erhalten 
wir.  Die  schönen  neueren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Wärme- 
lehre liegen  vor  als  ein  Ausfluss  dieses  Gesetzes.  Bereits  hat  Boscha'^*) 
eine  mechanische  Theorie  der  Elektrolyse  aufgestellt  und  nachgewiesen, 
dass  die  Kräfte,  welche  dabei  ins  Spiel  kommen,  jenem  Gesetze  gemäss  sich 
verhalten,  d.  h.  einen  Umwandlungsprocess  durchmachen  und  dabei  an 
Quantität  Nichts  einbüssen.  Die  vielen  Fälle,  in  denen  man  durch  Er- 
fahrung das  Gesetz  geprüft  hat,  geben  die  Bürgschaft,  dass  man  es  in  allen 
neuen  Fällen  bestätigt  finden  wird ,  wenn  man  sich  nur  vor  unabweisbaren 
Verlusten  zu  hüten  versteht. 

Strömende  Elektricität  setzt  sich  in  einen  chemischen  Process  und  in 
Wärme  um  durch  die  geschlossene  galvanische  Säule.  In  derThermosäule 
vermögen  wir  durch  Wärme  einen  elektrischen  Strom  zu  erzeugen;  wir 
müssen  nach  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  hier  eine  Um- 
setzung von  Wärme  in  Elektricität  annehmen.      Warum  sollte  nun  nicht 


*)  Helmholtz  nennt  es  Wechselwirkungen  der  Naturkräfte.         Der  Verf. 
**)  Pogg.  Ann.  CI.  S.  517  ff. ;  CHI.  Ö.  4ö7  ff. ;  CV.  S.  3«t)  ff. 
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auch  bei  einem  Gewitter  eine  Umsetzung  von  Wärme  in  Elektricitftt  ange- 
nommen werden  dürfen?  Zwei  bedeutende  Physiker,  Becqnerel  {ComU 
rend.  XLII,  S.  1101  /f.)  und  v.  Baumgartner  (Berichte  der  Wiener  Ak. 
XXIII.,  S.  277  ff.)  haben  bereits  den  Versuch  gemacht,  die  Erscheinungen 
der  athmosphärischen  Elektricität,  Letzterer  insbesondere  die  Gewitter- 
erscheinungen dadurch  zu  erklären;  aber  noch  fehlt  der  Nachweis  in  Zab» 
len,  der  hier  allerdings  besondere  Schwierigkeiten  herbeiführt.  Der  Ver- 
fasser selbst  hat  es  versucht,  sich  die  mit  einem  Gewitter  gewöhnlich 
verbundene  schnelle  Entwickelung  der  Gewitterelektricitlit  und  die  schnelle 
Abkühlung  der  Luft  bei  einem  Gewitter  auf  diese  Weise  zu  deuten  (Fort- 
schritte der  Physik,  Bd.  XII,  S.579).  Der  neue  Wog  ist  geöffnet,  aber  noch 
lange  nicht  geebnet. 

Madien  wir  nun  den  Versuch,  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Kraft  auf  die  Theorie  des  Gewitters  anzuwenden,  so  werden  wir  eingestehen 
müssen,  dass,  obgleich  der  Erfolg  beim  ersten  Betreten  dieses  Gebietes 
nur  noch  ein  geringer  sein  kann,  doch  durch  dasselbe  einige  Punkte,  welche 
die  bisherige  Wissenschaft  als  Räthsel  stehen  lassen  musste,  eine  ziemlich 
genügende  Erledigung  finden.  Die  Ausführung  des  Versuchs  mögen  in 
folgenden  kurzen  Andeutungen  bestehen. 

Die  blosse  Berührung  kann  keine  Elektricitätsquelle  sein,  da  sie  ein 
ganz  passiver  Zustand  ist.  Elektricität  ist  Kraft,  kann  desshalb  auch  nur 
durch  Umsetzung  einer  anderen  Kraft  oder  Entfesselung  einer  schlummern- 
den erzeugt  werden.  Die  Contacttheorie  der  Elektricität  ist  dem  Gesetze 
von  der  Erhaltung  der  Kraft  gegenüber  nicht  haltbar;  der  Volta'sche 
Fundamentalversuch  muss  also  anders  gedeutet  werden. 

Das  Gleichgewicht  der  Moleküle  kann  nicht  gestört  werden,  ohne  das 
elektrische  Gleichgewicht  aufzuheben,  und  umgekehrt.  Wo  die  Störung 
dieses  Gleichgewichts  mit  Elektricitätsentwickelung  geschieht,  wird  keine 
oder  weniger  Wärme  auftreten;  wo  sie  mit  überwiegender  Wärmeentwick- 
lung stattfindet,  wird  keine  oder  weniger  Elektricität  sich  zeigen. 

Betrachten  wir  nicht  bloss  die  Contacttheorie  in  der  Elektricität,  son- 
dern auch  den  Dualismus  in  derselben  als  überwunden,  so  muss  nach  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  ein  Auftreten  von  Wärme  oder  von 
Elektricität  als  verschiedener  Zustände  eines  und  desselben  Wesens  ein 
Zurücktreten  der  anderen  bedingen.  Wie  die  beiden  Zustände  von  Wärme 
und  Elektricität  sich  unterscheiden,  wissen  wir  noch  nicht.  Der  spccula- 
tive  W.  Thomson  sagt  {On  alhmospheric  elcctricUy,  p,  13):  „Whatever  elec- 
iricily  is,  il  seems  quite  certain  that  electricity  in  *molion  is  heaL''*  ^ 

Gegen  diese  allgemeinen  Sätze  sprechen  keine  Erfahrungen,  welche 
richtig  gedeutet  werden;  dafür  alle,  welche  dabei  concurriren.  Wir  sind 
also  berechtigt,  sie  zur  Erklärungen  der  Erscheinungen  der  Gewitterelek- 
tricitat  anzuwenden. 

Die  Wärme  hat  an  der  Erzeugung  der  Gewitter  den  allergrössten  Au- 
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theil ,  wie  nachher  näher  angedeutet  werden  soll ,  wenn  wir  die  Resultate 
des  genauem  Detailstudiums  der  Oewittererscheinungen  angehen.  Beim 
Gewitter  findet  eine  Zurückführung  des  Dampfes  in  Wasser  statt;  es  muss 
also  dabei  Wärme  frei  werden.  Und  dennoch  zeigt  sich  hei  Gewittern  eine 
starke  Abkühlung.  Wo  bleibt  die  frei  gewordene  Wärme  und  die  des  war- 
men Luftstromes ,  welcher  ebenfalls  zur  Erzeugung  eines  Gewitters  that- 
sächlich  nothwendig  ist?  Man  hat  zu  dem  schwachen  Erklärungsgrunde, 
welcher  kaum  der  Erwähnung  werth  ist,  seine  Zuflucht  genommen,  dass  die 
mit  dem  Gewitter  eintretende  stärkere  Verdunstung  sie  verzehre.  Aber 
zur  Zeit  des  Gewitters  ist  gerade  die  Verdunstung  sehr  schwach,  weil  die 
Feuchtigkeit  gross  ist,  und  jeder  Beobachter  weiss,  dass  die  Feuchtigkeit 
noch  Tage  lang  nach  einem  Gewitter  höher  ist,  als  vor  demselben,  also 
auch  die  Verdunstung  schwächer.  Dazu  kommt,  dass  die  Abkühlung  bei 
einem  Gewitter  fast  gleichzeitig  mit  der  Entladung  des  Gewitters  eintritt. 
Dieses  wichtige  Factum  musste  die  bisherige  Wissenschaft  unerklärt  lassen, 
wogegen  wir  mittelst  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  die  Er- 
klärung bei  der  Hand  haben,  indem  wir  die  Wärme  in  den  Zustand  der 
Elektricität  übertreten  lassen.  Die  Bedingungen  dieses  Uebertritts  können 
wir  allerdings  noch  nicht  durch  einen  solchen  Versuch  nachweisen,  welche 
eine  directe  Anwendung  auf  den  Vorgang  des  Gewitters  gestattete.  ludess 
ist  das  Factum,  um  dessen  Erklärung  es  sich  hier  handelt,  so  eklatant,  die 
bisherige  Wissenschaft  ihm  gegenüber  so  ohnmächtig,  und  die  Verwandt- 
schaft der  beiden  Kräfte,  welche  hier  concurriren,  in  dem  Sinne,  wie  er 
bei  der  Erklärung  in  Anwendung  kommt,  so  ausser  allen  Zweifel  gestellt, 
dass  diese  Erklärung  nicht  widerlegt  werden  kann  und  eine  bedeutende 
Lücke  in  der  bisherigen  Wissenschaft  ausfüllt.  Es  ist  im  bisherigen  Gange 
der  Forschung  sogar  die  Hoffnung  begründet,  dass  sie  als  Lückenbüsser 
nicht  nur  nicht  bald  bei  Seite  geschoben,  sondern  sogar  immer  neue  Stütze 
gewinnen  werde.  Nehmen  wir  noch  dazu  das  Factum,  dass  die  Abkühlung 
ohne  Zweifel  im  Sitze  der  Wolke  selbst,  und  zwar  in  ihrem  Centrum  vor 
sich  geht,  indem  gewöhnlich  nur  aus  diesem  Hagel  herabfällt,  dagegen  aus 
den  Rändern  Regen,  so  gewinnt  auch  von  der  Seite  des  Thatsächlichen  aus 
die  Erklärung  an  Wahrscheinlichkeit. 

Von  der  anderen  Seite  sind  wir  in  neuerer  Zeit  einer  Theorie  des  Ge- 
witters entgegen  gegangen  durch  ein  genaueres  Studium  des  Thatsächlichen 
der  Gewittererscheinungen. 

Zuerst  sind  die  Thatsachen  der  Verbreitung  der  Gewitter  ins  Auge  zu 
fassen,  und  zwar  zunächst  die  Verbreitung  im  Räume.  Hauptgesetze  sind : 
Die  Zahl  der  Gewitter  nimmt  ab,  wie  man  sich  vom  Aequator  entfernt,  und 
auf  dem  Meere  giebt  es  bedeutend  weniger  Gewitter,  als  auf  dem  Lande. 
In  Aethiopieri  hat  Ab  ad  in  in  6  Jahren  1909  Gewitter  beobachtet,  und 
Scoresby  hat  auf  seinen  vielen  Reisen  in  die  Polarraeere  jenseits  des 
65.  Grades  der  Breite  nur  zwei  Mal  ein  Gewitter  erlebt.    Er  glaubt  nicht, 
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dass  man  es  auf  Spitzbergen  jemals  habe  blitzen  sehen.  In  Gegenden,  wo 
der  Himmel  stets  heiter  ist,  wie  in  Lima,  kann  es  natürlich  auch  keine  Ge- 
witter geben.  In  den  Culturländern ,  besonders  in  Europa  hat  man  erst  in 
neuerer  Zeit  die  Verbreitung  der  Gewitter  genauer  studirt.  Nach  Kuhn 
giebt  es  vom  65.  bis  60.  Gr.  der  Breite  in  Europa  im  Durchschnitt  6,1,  vom 
60.  bis  55.  Gr.  der  Breite  13,0,  vom  55.  bis  50.  Gr.  18,0,  vom  50.  bis  45.  ör. 
21,5,  vom  45.  bis  40.  Gr.  30,1  und  unter  40.  Gr.  Br.  48,0  Gewitter  jährlich. 
Die  Verbreitung  der  Gewitter  in  der  Zeit  muss  der  im  Räume  entsprechen; 
desshalb  müssen  die  wärmste  Jahres-  und  Tageszeit  die  meisten  Gewitter 
aufzuweisen  haben.  Diess  wird  durch  Beobachtungen  bestätigt.  Das  öst- 
liche Europa  hat  1,2  Proc.  Winter-  und  98,8 Proc.  Sommer- Gewitter,  Mittel- 
und  Süd-Europa  von  ersteren  6,2  und  von  letzteren  93,8 Proc,  das  westliche 
Europa  19,2  Proc,  Winter-  und  80,8  Proc.  Sommer-Gewitter.  Nach  Frit  seh 
hat  der  Tag  2  Maxima  der  Gewitterzahl  und  2  Minima.  Das  Hauptmaxinanm 
muss  auf  die  wärmste  Tageszeit,  etwa  3  Uhr  Nachmittags,  das  Hauptmini- 
mum auf  die  kälteste  Tageszeit  von  Mitternacht  bis  Sonnenaufgang  fallen. 
Diess  wurde  durch  die  sorgfältigen  Beobachtungen  in  Kremsmünster,  Prag 
und  München  bestätigt.  Wir  sehen  daraus,  dass  Wärme  dieGewitterbildnng 
begünstigt.  In  welcher  Weise  diess  geschieht,  darüber  giebt  die  zweite 
Klasse  von  Erscheinungen,  welche  beim  Auftreten  der  Gewitter  in  neuerer 
Zeit  sorgfältiger  beobachtet  worden,  näheren  Aufschluss. 

Es  ist  von  Fritsch*),  Zollinger**),  Prestel***),  und  Kr  eck  ef) 
unwiderleglich  dargethan  worden,  dass  Luftströmungen,  und  zwar  der 
Kampf,  das  Zusammentreffen  zweier  in  der  Temperatur  bedeutend  ver- 
schiedener Luftmassen,  einen  wesentlichen  Antheil  an  der  Gewitterbildang 
haben.  Die  Wärme  bringt  aber  die  Lufströmungen  hervor,  und  dadurch 
vermittelt  die  Wärme  die  Entstehung  der  Gewitter. 

Es  i.st  eine  bekannte  Thatsache,  und  Zollinger  macht  besonders 
darauf  aufmerksam,  dass  zur  Zeit  des  Wechsels  der  beiden  Monsoons  in 
Ostindien  die  Gewitter  bei  Weitem  am  häufigsten  sind.  Eine  weitere 
Thatsache  ist  es,  dass  in  Süd-Europa,  wo  bekanntlich,  wie  z.  B.  in  Italien, 
im  Sommer  der  NO. ,  der  Tramontane  vorherrscht  und  dann  den  heitern 
Himmel  verursacht,  im  Winter  dagegen  der  SW.  oder  Sirocco,  dass  zur 
Zeit  des  Wechsels  dieser  beiden  Hauptluftströme  im  October  und  April  die 
Gewitter  vorherrschen.  Auch  im  Winter  sind  in  Süd-Europa  die  Gewitter 
häuüger  als  im  Sommer,  wenn  man  den  eigentlichen  Kern  beider  Jahres- 
zeiten ins  Auge  fasst,  weil  im  Winter  beide  Hauptwinde  öfter  wechseln. 


*)  Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturwissenschaftl.  Klasse  der  k.  k.  Ak. 
der  Wissenschaften  in  Wien.  IX.  8.  809  ff. 

•*)  Vierteljahrsschrit't  der  natiirforsch.  Gesellschaft  in  Zürich.    1858,  S.  309  ff. 
***}  Sitzungsbericht  der  math. -naturwisden.  Kl.  der  k.  k.  Ak.  in  Wien.  XX.IX. 
8.  533  ff. 

t)  Mcteorolog.  Waarnemingen  in  Nederland.    Alle  Bde. ,  besonders  Bd.  1859 
und  I8ü0. 
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im  Sommer  dagegen  fast  unausgesetzt  der  Tramontane  herrscht,  um  den  in 
der  Sahara  dann  aufsteigenden  starken  Strom  ersetzen  zu  helfen.  In  der 
gemässigten  Zone,  namentlich  in  Mittel-Europa,  sind  die  Gewitter  im  Som- 
mer und  Nachmittags  am  häufigsten,  weil  dann  der  aufsteigende  Lnftstrom 
am  stärksten  ist.  Die  aufgestiegene  warme  Luft  kommt  oben  mit  einem 
kalten  horizontalen  Strom  in  Conflict  und  erzeugt  durch  diesen  Kampf  die 
Gewitter.  Desshalb  ist  in  besonders  heissen  Thälern  oder  an  besonders 
heissen  Tagen  am  ersten  ein  Gewitter  zu  erwarten;  die  Wärme  ist  die  Ur- 
sache, nicht  die  Wirkung  des  Gewitters.  Auf  dem  Meere  sind  die  Gewitter 
seltener,  weil  sich  kein  aufsteigender  Strom  bilden  kann,  und  die  Zahl  der 
Gewitter  nimmt  mit  der  Entfernung  vom  Aequator  ab,  weil  die  günstigen 
Bedingungen  (die  Erwärmung  der  Erdoberfläche  und  der  trockene  Boden) 
zur  Bildung  eines  aufsteigenden  Stromes  immer  mehr  abnehmen.  Zur  Er- 
zeugung der  Gewitter  tragen  sowohl  die  verticalen ,  als  die  horizontalen 
Luftströmungen  bei;  es  ist  nur  eine  Mengung  in  der  Temperatur  sehr  ver- 
schiedener Luftmassen  erforderlich.  Nehmen  wir  zur  Erklärung  der  Ab- 
kühlung, welche  dabei  stattfindet,  eine  Umsetzung  von  Wärme  in  Elektrici- 
tät  an,  so  wird  durch  Entladung  des  Gewitters  der  Erde  in  Form  von 
Elektricität  das  zurückgegeben,  was  sie  an  Wärme  durch  den  aufsteigenden 
Strom  eingebüsst  hat. 

Ausser  den  allgemeinen  Thatsachen,  welche  auf  die  Entstehung  der 
Gewitter  durch  Mengung  kalter  und  warmer  Luftmassen  hindeuten  giebt 
es  auch  noch  eine  Menge  besonderer;  ja  es  ist  die  gegründete  Hoffnung 
vorhanden,  dass  wir  durch  genaues  Studium  des  Details  einer  Jeden  Ge- 
wittcrerscheinung  den  Einfluss  dieser  Mengung  nachweisen  können. 

Zuerst  hat  Prestel  die  Gewitter  des  Jahres  1856  im  mittlem  Europa 
in  ihrem  Verlaufe  genauer  studirt  und  gefunden,  dass  jenes  Jahr  im  April  4, 
im  Mai  7,  im  Juni,  Juli,  August  und  September  jedesmal  4  Witterungs- 
perioden hatte.  Er  zeigt,  dass  jedesmal  beim  Uebergange  aus  der  einen 
in  die  andere  Periode  Gewitter  vorkamen,  deren  Verbreitung  er  mit  be- 
sonderer Sorgfalt  verfolgt  hat.  Diese  Perioden  gehen  natürlich  von  einem 
Maximum  zu  einem  Minimum  des  Barometerstandes,  oder  umgekehrt.  Mit 
der  Umkehr  des  Barometerstandes  ist  ein  Umsetzen  des  Windes  verbunden 
und  eine  Haupttemperatnrveränderung.  Durch  Zusammenstellen  aller 
Thatsachen  folgt  dann  von  selbst,  dass  Gewitter,  welche  sich  über  grössere 
Gebiete  erstrecken,  durch  einen  Kampf  der  beiden  Hauptluftströme  entstehen, 
dass  sie  also  von  der  Grenze  dieser  Ströme  auftreten  nnd  bald  nach  dem 
Zeitpunkte  erscheinen,  in  welchem  das  Barometer  durch  das  Mittel  des 
Ortes  geht,  also  bei  steigendem  Barometer,  wenn  es  etwas  über  dem  Mittel 
ist,  bei  fallendem,  wenn  es  etwas  unter  demselben  steht.  Die  localen  Ge- 
witter gehen  nach  ihm  aus  dem  Kampfe  eines  aufsteigenden  Stromes  mit 
einem  horizontalen  hervor. 

Director  Dr.  Kr  ecke  in  Utrecht  hat  seit  einer  Reihe  von  Jähren  em 
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meteorologisches  Jahrbuch  herausgegeben,  dieKesuItate  der  Beobachtungen 
der  von  ihm  geleiteten  Anstalt,  des  königlichen  meteorologischen  Instituts 
der  Niederlande  enthaltend.  Ausser  den  Zahlentabellen  linden  sich  darin 
auch  sehr  schätzbare  Notizen  über  den  allgemeinen  Gang  der  Witterung 
jeden  Monats.  Diese  Noti;fien  enthalten  vielfache  Bestätigungen  des  Satzes, 
dass  die  Gewitter  aus  dem  Kampfe  zweier  Luftströme  hervorgehen.  Ins- 
besondere waren  in  dieser  Beziehung  interessant  der  Juni  1859  und  der  Juli 
1860.  Die  erörternde  Zusammenstellung  der  Thatsachen  ergiebt  Folgende». 
Während  des  Mai  1859  herrschte  im  ganzen  Königreich  der  Nieder- 
lande der  Polarstrom.  Am  1.  Juni  war  der  Barometerstand  tief  und  fiel 
bis  zum  2.  Nachmittags  noch  mehr,  ein  Beweis,  dass  der  Aequatorialstrom 
in  der  Höhe  war.  Dass  6s  diesem  schwer  wird,  besonders  wenn  er  von 
oben  kommt,  den  Sieg  über  seineu  Gegner  zu  erringen,  das  ist  in  seiner  ge- 
ringen Schwere  begründet.  So  sehen  wir  den  Kampf  beider  Ströme  denn 
auch  bis  zum  12.  fortgehen.  Leicht  wird  in  einem  solchen  Falle  Nach- 
mittags der  untere  Strom  durch  die  höhere  Wärme  des  Bodens  gehoben 
und  dadurch  der  Kampf  herbeigeführt,  dessen  Folgen  Gewitter  sind.  Diese 
zeigten  sich  dann  auch  schon  am  1.  Nachmittags  in  Nymwegen,  Delle, 
Oudega,  Slijk-Ewijk,  und  besonders  zu  Oosterhuisen,  wo  sehr  viel  Regen 
fiel,  ein  Beweis,  dass  hier  eine  grosse  Luftmasse  des  Aequatorialstromes 
mit  dem  Polarstrome  sich  gemengt  hatte.  Zu  Oudega  formten  sich  am  2. 
schon  Morgens  Gewitter,  die  von  O.  nach  W.  zogen,  also  eine  herabgesun- 
kene Masse  des  Aequorialstromes  waren.  Erst  nach  1  Uhr  brach  das  Ge- 
witter los  und  dauerte  bis  nach  3  Uhr.  Am  2.  trat  an  vielen  Orten  eine 
grosse  Veränderung  der  Windrichtung  ein;  mehr  und  mehr  gewinnt  der 
Aequatorialstrom  Terrain.  Abends  7  Uhr  formen  sich  über  das  ganze  Land 
Gewitterwolken.  An  vielen  Orten  treiben  die  Wolken  iii  sehr  verschiedener 
Richtungen,  während  der  Wind  an  der  Oberfläche  anfänglich  noch  seine 
Richtung  beibehält.  Am  3.  kommen  wieder  viele  Windrichtungen  gleich- 
zeitig vor,  der  Himmel  ist  getrübt  und  es  regnet  mannichfach ;  Nachmittags 
Avieder  viele  Gewitter  und  die  Wolken  treiben  wieder  nach  sehr  verschie- 
denen Richtungen;  der  SW.  mit  seiner  grössern  Stärke  wirkt  bedeutend 
modificirend  auf  die  Richtung  des  NO.  ein.  Den  4.  bekommt  der  NO.  wie- 
der mehr  die  Oberhand,  aber  auch  an  diesem  Tage  viele  Gewitter.  So  geht 
der  Kampf  fort  bis  zum  12.,  wo  der  NO.  beseitigt  wird.  Der  Schluss  stellt 
sich  ein  am  12.  Abends  mit  einem  interessanten  Ereigniss.  Zu  Oudega  war 
Morgens  7  Uhr  der  Wind  nochO.,  er  wird  bald  südlich  und  ist  bereits  9  Uhr 
bis  SW.  gegangen.  Morgens  kühl,  wird  es  Nachmittags  warm,  in  0.  und 
NO.  bilden  sich  Gewitterwolken,  aus  denen  es  seit  1  Uhr  donnert.  Gegen 
4V4  Uhr  wird's  in  NO.  drohender,  es  bildet  sich  ein  gewaltiges  Gewitter. 
Bis  5  Uhr  bleiben  Wind  und  Wolkenrichtung  SW.  Plötzlich  bricht  das 
Gewitter  los  und  der  schwache  SW.  wird  durch  einen  höchst  gewaltsamen 
NO.  verdrängt.  Zugleich  wird  es  aussergewöhnlieh  dunkel  und  ein  schreck- 
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lieber  Regen  mit  Hagel  vermengt  stürzt  nieder;  dabei  blitzt  und  donnert 
es  unaufhörlich.  Nach  10  Min.  ist  der  Sturm  zu  einem  massigen  Winde 
heruntergesunken.  Der  Regen  dauert  zwar  noch  fort,  aber  Hagel  fällt  nicht 
mehr.  Nach  20  Min.  ist  der  NO.  wieder  durch  den  SW.  verdrängt.  Der 
Beobachter  hat  eine  Karte  dieser  Verbreitung  entworfen,  aus  welcher  her- 
vorgeht, dass  der  Bezirk,  innerhalb  dessen  er  seine  grösste  Stärke  zeigte 
und  wo  meistens  die  Fensterscheiben  nach  NO.  zertrümmert  wurden,  eine 
Ellipse  zur  Form  hat,  deren  grosse  Achse  von  NO.  nach  SW.  gerichtet  ist. 
Die  Ellipse  war  so  klein,  dass  der  Sturm  sie  in  10  Min.  durchlief. 

Im  Juli  1860  kämpften  die  nebeneinander  hergehenden  Hauptströme 
in  Holland  mit  einander;  der  Kampf  wird  dann  ein  weniger  heftiger  sein. 
Auf  der  Grenze  werden  sich  die  Massen  beider  mischen  und  durch  diese 
Mischung  Gewitter  herbeiführen,  wenn  der  eine  gegen  den  anderen  heran- 
rückt.  In  der  ersten  Hälfte  des  Monats  ging  der  Polarstrom  über  das  Land  ; 
der  Gegner  ging  östlich  vorbei.  Die  Winde  waren  N.  und  NW.,  der  Him- 
mel war  meist  mit  schweren  Wolken  bedeckt,  aber  zur  Gewitterbildung 
war  die  Mengung  noch  nicht  stark  genug.  In  den  Tagen  vom  11.  bis  17. 
schob  sich  der  Aequatorialstrom  immer  mehr  nach  W.  vor,  in  diesen  Tagen 
herrschten  S.  und  W.,  und  die  Temperatur  stieg  zuerst  an  der  Ostgrenze 
des  Landes.  Am  16.  rückte  der  Polarstrom  dem  Gegner  zu  und  mischte 
sich  stärker  mit  ihm«  An  diesem  Tage  sind  Windrichtungen  aus  allen  vier 
Hauptrichtungen  verzeichnet,  desshalb  treten  an  diesem  Tage  auch  die 
ersten  Gewitter  in  diesem  Monat  auf.  Abends  sieht  man  Wetterleuchten 
an  mehreren  Orten  nach  NW.,  ein  Beweis,  dass  der  Polarstrom  wieder  zu- 
rückgeschoben ist.  Am  19.  und  20.  kommt  er  wieder  und  viele  Gewitter 
treten  ein.  Vom  21.  bis  25.  kommen  nur  einzelne  Gewitter  vor,  der  Aeqna- 
torialstrom  behauptet  sich.  Am  27.  niehren  sich  wieder  die  Gewitter,  am 
29.  zeigen  sie  sich  häufig,  und  endlich  gelingt  es  dem  Polarstrom,  wieder 
Platz  zu  greifen.  Es  kann  wohl  kaum  lehrreichere  Facta  über  die  Ent- 
stehung der  Gewitter  geben,  als  diese. 

Diese  Thatsachen  geben  zu  dem  Schlüsse  die  Berechtigung,  dass  ge- 
naue Beobachtungen  jedes  einzelne  Gewitter  ans  dem  Kampfe  zweier  Luft- 
ströme, welche  in  der  Temparatur  eine  bedeutende  Verschiedenheit  zeigen, 
hervorgegangen  darthun  werden.  Fliesseu  die  Hauptmassen  beider  Ströme 
auch  nebeneinander,  so  wird  am  gemeinsamen  Rande  doch  leicht  ein  Unter- 
schieben des  schwerern  unter  den  leichtern  stattfinden.  Wird  dann  dieser 
schwerere  Rand  durch  Erwärmung  des  Bodens  am  Nachmittage  gehoben, 
so  wird  dadurch  leicht  ein  Kampf,  ein  Mengen  beider  veranlasst,  wodurch 
Gewitter  entstehen.  Oder  es  wird  ein  selbständiger  aufsteigender  Strom 
Nachmittags  sich  bilden,  welcher  mit  dem  in  der  Höhe  wehenden  Strom 
in  Confiict  kommt.  Im  Winter  können  nur  zwei  horizontale  Ströme  den 
Kampf  zeugen,  wesshalb  im  Winter  die  Gewitter  weit  seltner  sind.  Dass 
in  der  Tropenzone  die  Gewitter  bo  häufig  sind,  hat  gewiss  zum  'rheil  darin 
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seinen  Grund,  dass  hier,  zu  beiden  Seiten  des  Gürtels  der  Calmen,  bestän- 
dig ein  Luftstrom,  der  gewöhnliche  Fassat,  unten  weht,  der  andere  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  darüber  weg,  nämlich  der  obere  Passat,  der  Aequa- 
torialstrom.  Ein  genaueres  Studium  der  Luftströmungen  der  Atmosphäre 
muss  nothwendig  auch  die  Theorie  des  Gewitters  fördern,  und  so  hat  man 
denn  auch  von  dieser  Seite  jener  Theorie  in  neuerer  Zeit  bedeutend  unter 
die  Arme  gegriffen.  Es  ist  bekannt,  dass  hier  Dorn  die  grössten  Ver- 
dienste hat* 


XXXTX,  XTeber  die  Bestimmiuig  des  absoluten  und  spedflsoheii  Oe- 
wiolites  von  in  Flüssigk^tjdn  snspendirten  HiedenchlAgen. 

Die  Vermuthung ,  dass  ein  Niederschlag  sofort  nach  seiner  Erzeugung 
inmitten  der  Flüssigkeit,  in  welcher  er  hervorgebracht  wurde,  ein  anderes 
specifisches  Gewicht  haben  möge,  als  nach  dem  Auswaschen  und  Trocknen 
längere  Zeit  nachher,  hat  zur  Aufsuchung  von  Methoden  geführt,  sein  spe-r 
cifisches  Gewicht  auf  indirectem  Wege  zu  finden ,  wobei  man  wegen  mög- 
licher Beschleunigung  der  nöthigen  Wägungen  eine  Dichtigkeitsänderung 
des  Niederschlages  zu  vermeiden  glaubte.  Ingleichen  erschien  es  als  eine 
Beschleunigung  der  quantitativen  Analyse,  wenn  man  nach  Ausfallung 
eines  Salzes  auf  kurzem,  indirectem  Wege  das  Gewicht  des  ausgefällten 
Niederschlags  bestimmen  konnte,  ohne  die  zeitraubenden  Operationen  des 
Filtrirens  und  Aussüssens  anwenden  zu  müssen.  Methoden  zur  Auffindung 
des  absoluten  oder  specifischen  Gewichtes  von,  Niederschlägen  auf  indirec- 
tem Wege  haben  neuerdings  gegeben :  M  ^ne  {Compies  retidus  vom  Juni  1858, 
i.  Ausz.  Dingl.  polyt.  II.  Bd.l49,  S.274),  Fleck  (Pogg.  Ann.  Bd.  113,  S.160), 
V.  Piotrowski  (Pogg.  Ann.  Bd.ll4,  S.501).  Eine  Kritik  der  Methode  von 
M^ne  hat  Mohr  in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  420  geliefert.  Alle  Methoden 
erfordern  mehrere  Versuche,  aus  deren  Resultaten  vermittelst  zwei  bis  drei 
Gleichungen  die  gesuchten  Grössen ,  das  absolute  oder  specifische  Gewicht 
zu  finden  sind.  Alle  drei  Methoden  kann  man,  ausgehend  von  folgenden 
drei  Gleichungen,  beschreiben. 

A.  Man  denke  sich  in  einem  Pyknometer  durch  Mischen  von  zwei 
Flüssigkeiten  einen  Niederschlag  hervorgebracht.  Es  sei  x  das  absolute 
Gewicht  des  Niederschlages,  y  sein  Volumen,  a  das  Volumen  der  den 
Niederschlag  umgebenden,  das  Pyknometer  bis  zu  einer  Marke  ausfüllen- 
den Flüssigkeit,  so  ist  (mit  g  das  Gewicht  des  Pikometerinhaltes  be- 
zeichnet) : 

1)  g=as  +  x, 

B.  V  sei  das  Volumen  des  Pyknometerinhaltes  bis  zur  Marke,  man 
kann  dann  schreiben : 

3)  v  =  a  +  y. 

C.  Hebt  man  nacli  dem  Absetzen  des  Niederschlages  die  Flüssigkeit 
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durch  einen  Heber  ab  und  füllt  destillirtes  Wasser  bis  zur  Marke  nach, 
findet  das  Gewicht  ^,  des  Pjknometerinhaltes  durch  directe  Wägung  und 
das  specifische  Gewicht  Si  der  Flüssigkeit  über  dem  Niederschlag  durch 
einen  besonderen  Versuch,  so  erhält  man  hieraus  die  neue  Gleichung: 

2)  g^=as^  +  x. 

I.    Fleck  bestimmt  durch  Versuche  ^,  ^i ,  s^  ^i  und  v^  und  berechnet 

SD 

nun  aus  den  drei  Gleichungen  x ,  y  und  die  Dichtigkeit  d  =  —  des  Nieder- 

9 

Schlages. 

IL  V.  Piotrowski  bestimmt  durch  Versuche  g,  s^  v  und  aus  der  zu- 
vor abgewogenen,  den  Niederschlag  liefernden  Salzmenge  mit  Hilfe  deren 
chemischer  Formel  und  bekannter  Zersetzungsart  das  Gewicht  x»  des 
Niederschlages.     Gleichung  l)  und  3)  dient  ihm  nun  zur  Berechnung  von 

y  und  ^  =  —  oder  er  setzt  d=  ^    als  bekannt  voraus  und  bestimmt  aus 

y  y 

den  Gleichungen  1)  und  3)  das  absolute  Gewicht  x. 

IIL  Mene  erzeugt  den  Niederschlag  im  Pyknometer  und  süsst  den- 
selben durch  Decanthiren  vollständig  aus,  bestimmt  dann  das  Gewicht^ 

des  Pyknometerinhaltes  und  hat  nun  bei  bekannt  vorausgesetztem  d  =  — 

die  Gleichungen,  die  aus  1)  und  3)  hervorgehen,  indem  man  5  =  1  setzt, 
zur  Bestimmung  von  x. 

Der  gegenwärtige  Aufsatz  hat  die  kritische  Beurtheilnng  der  drei  vor- 
geschlagenen Methoden  zum  Zweck. 

I.     Methode  von  Fleck. 
Aus  den  Gleichungen  l),  2)  und  3)  ergiebt  sich: 

4)  «  =  ^I1«^, 

^  S 5i 

5)  ;r  =  ?i^^^', 

'  S  —  5i 

6)  y  =  v      ^~^«^^(^""^')""^  +  ^^ 

•  S — 5,  S — Sx  * 

7)  ^_  9iS  —  9St 


Nehmen  wir  an,  dass  bei  den  Bestimmungen  der  Versnchsgrössen 
Fehler  begangen  wurden ,  welche  durch  Vorsetzung  eines  J  vor  die  Ver- 
suchszahlen bezeichnet  werden  mögen,  nämlich  /fg^  Jg^^  Jv^  Js  und  JSiy 
so  erscheinen  die  Totalfehler  Jx  und  Jd  in  folgender  Form: 

8)    Jx=——-jjg+- -Jg,  +  — Js—  ^S^, 
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^^_     {^-s,){g,—vs^)  (s—s,)(g-^vs)      ^_ 

^        ^  [K*-^i)-^+^.?        ■*■  lv{s-s,)^g  +  g,Y  ^'* 

(gts  —  gs,)(s—s^)  ^^ 

[v{^s  —  s,)  —  g  +  g,Y 
Die  Gleichung  8)  zeigt,   dass   der  Fehler  in  der  Bestimmung  von  x 
sehr  bedeutend  werden  kann,  da  nach  der  Methode  von  Fleck  5—  5,  ini- 
mer  nur  ein  sehr  kleiner  Bruch  sein  kann,   die  Gleichung  0)  erregt  kein 
besonderes  Bedenken. 

Fleck  hat  bekanntlich  zwei  Versuche  zur  Bestimmung  des  speci 
fiscl^n  Gewichts  von  Chlorsilber  gemacht  (Pogg.  Ann.  Bd.  113,  S.  160)  und 
merkwürdiger  Weise  für  dasselbe  1,1  und  1,08  gefunden.  Mohr  (Pogg. 
Ann.  Bd.  113,  S.  655)  hat  diese  unerwartet  niedrigen  Zahlen  durch  die  un- 
genaue Beobachtungsraethode  Fl  eck' s  erklären  wollen,  aus  welcher 
grosse  Elementarfehler  hervorgegangen  sein  können.  Folgende  Betrach- 
tungen haben  mich  bestimmt,  dieselbe  Meinung  zu  hegen,  als  Mohr. 
Nimmt  man  bei  Fleck 's  Versuchen  Werthe  für  die  Elementarfehler  an, 
wie  sie  bei  sorgfältigen  Versuchen  noch  vorkommen  können  und  erhält 
hierdurch  für  ^d  einen  massigen  Werth,  welcher  den  von  ihm  begangenen 
Fehler  lange  noch  nicht  erreicht,  so  darf  man  wohl  schliessen,  dass  die 
von  Fleck  gewählte  Beobachtungsmethode  zu  bedeutende  Elementar- 
fehler geliefert  hat,  als  dass  sie  anempfohlen  werden  könnte.  Dies  ist  nun 
wirklich  der  Fall  und  lässt  sich  aus  der  ersten  Bestimmung  des  speci- 
fischen  Gewichtes  von  Chlorsilber  durch  Fleck  nachweisen,  die  zweite  Be- 
stimmung muss  man  nämlich  ausschliessen.  Herr  Dr.  Fleck  hat  folgende 
Versüchszahlen  bei  Mittheilung  seiner  Versuche  angegeben : 

I.Versuch.     t;  =  53,822  Kbkcm.,    g  =  56,850  Gr.,   g^  =  54,842  Gr., 

s  =  1,0453 ,    ^1  =  1,0165 ; 
2.  V  e  r  8  u  c  h.     r  =  55,001  Kbkcm.,    g  =  62,505  Gr.,    g^  =  57,625  Gr., 
5=1,1392,    Si  =  1,10462; 
und  findet  hieraus  durch  Berechnung: 

I.Versuch,     a;  =  1,8063  Gr.,    (/=1,100,   a  =  52,180  Kbkcm.; 
2.  Versuch,     a:  =  2,7278  Gr.,    rf=l,08,     a  =  52,473  Kbkcm. ; 
während  ich  aus  den  Versuch^ahlen  des  Herrn  Di\  Fleck  berechnete: 
I.Versuch,     a:  =  1,80969  Gr.,        d=l,10198; 
2.  Versuch.     ir  =  —  98,262  Gr. ,    d  =  1,14097. 
Um  die  Rechnnngsresultate  des  Herrn  Dr.  Fleck  beim  zweiten  Ver- 
suche zu  bekommen,  hätten  die  Versachszahlen  etwa  folgende  sein  müssen: 
2.  Versuch.     »==  55,001  Kbkcm.,    g  =  62,505  Gr.,   gi  =  60,6905  Gr., 
*  =  1,0453,    5,  =  1,0164. 
Da  hiernach  beim  zweiten  Versuche  des  Herrn  Dr.  Fleck  wahrschein- 
lich irrthümlicher  Weise  eine  unrichtige  Versuchszahl  angegeben  worden 
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ist,  konnte  ich  bei  der  Berechnung  von  Jx  und  Ja  nur  die  Zahlen  des 
ersten  Versuches  berücksichtigen ;  ich  habe  bei  ihrer  Einführung  in  Glei- 
chung 8)  und  9)  erhalten: 

10)  Ja:=  —  35,1696  z/gf  +  36,1696  Jg  +  1835,14  Js  —  1887,33  ^*. 

11)  zirf  =  1,76162  z/(7— 1,15346  ^</i  —  0,67103  ^y  — 91,9214  ^5 +  60,1874  ^5,. 
Nimmt  man  nun  für  die  absoluten  Werthe  der  Elementarfehler  bei- 
spielsweise an: 

Jg  =  0,002  Gr.,         Jg^  =  0,002  Gr., 
-^17  =  0,002  Kbkcm.,   /i*  =0,001, 
^«1  =  0,001 
und  wählt  die  Vorzeichen  so,  dass   alle  Glieder  in  10)  und  11)  positives 
Vorzeichen  erhalten ,  so  wird : 

Jx  =  3,8652  Gr., 
Jd  =  0,1595. 
Der  Werth  von  Jd  zeigt,  dass  das  Resultat  1,1  für  das  specifische  Ge- 
wicht des  Chlorsilbers  jedenfalls  ein  Product  der  ungenauen  Ausführung 
der  Methode  ist.  Der  Werth  von  Jx  zeigt  die  Mangelhaftigkeit  der  Me- 
thode zur  Bestimmung  des  absoluten  Gewichtes  recht  auffällig.  Die  Me- 
thode von  Fleck  eignet  sich  zur  indirecten  Bestimmung  des  absoluten 
Gewichtes  gar  nicht  und  darf  zur  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes 
jedenfalls  nur  mit  der  grössten  Vorsicht  angewendet  werden. 

IL     Methode  von  v.  Piotrowski, 
Diese  Methode  bedarf  nur  der  Gleichungen  1)  und  3)  und  erhält  aus 
ihnen : 
entweder 

X  s 

12)  (/  = ; —  ,  wenn  x  bekannt  ist, 

^  vs  —  g  +  x 

oder 

13)  x  =  — — - — ^ ,  wenn  d  bekannt  ist. 

ds 

Die  Totalfehler  von  d  und  x  sind  dann : 

.._  s{g  —  vs) X5 

/Jd= -dX  +  y -r Zi^g 

{x  —  g  +  vsy  {x—g  +  vsy 

14)  <  — /jv  —  - — —.--^t  ^^ 

^  {x'-g  +  vsy  {x—g  +  vsy 

-  ^ — ^ —  Jx-i Jg z/v  —  - — ,  -  d^Js. 

X*S  XS  X  XV 


15) 


•  .'  d  ^'     ."        s{g—vs) 


(d-sy 

Diese  Fehlergleichungen  führen  zu  den  Schlüssen:  /^^^^T^ 
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Man  kann  nach  der  Methode  von  y.  Piotrowski  das  specifische  Ge- 
wicht nur  dann  günstig  bestimmen: 

1)  wenn  der  Niederschlag  kein  hohes  specifiscbes  Gewicht  hat; 

2)  wenn  man  das  absolute  Gewicht  x  des  Niederschlages  so  hoch  als 
möglich  wählt. 

Die  Methode  von  v.  Piotrowski  kann  nnr  dann  ein  genanes  Resul- 
tat bei  der  Bestimmung  des  absoluten  Gewichtes  ergeben,  wenn  der  Nieder- 
schlag selbst  ein  hohes  specifiscbes  Gewicht  besitzt. 

Dass  bei  Versäumung  der  angegebenen  Vorsichtsmassregeln  das  End- 
resultat mit  einem  bedeutenden  Fehler  behaftet  sein  kann,  ergiebt  die 
Fehlerschätzung  bei  einem  von  v.  Piotrowski  mitgetheiltcn  Versuche. 
Er  füllte  im  Pyknometer  so  viel  Chlorbarium  mit  schwefelsaurem  Natron, 
dass  der  Niederschlag  das  Gewicht  ir  =  0,6169  Gr.  haben  musste.  Der 
Inhalt  seines  Pyknometers  betrug  r  =  29,2725  Kbkcm.  Das  Gewicht  des 
Fällungsinhaltes  war  g  =  30,451  Gr. ,  das  specifische  Gewicht  der  Salz- 
lösung s  =  1,0236.  Hieraus  ergiebt  sich  £f=  4,8875  und: 
/Id::^  —  290,06  /ix  +  37,8286  Jg 
—  38,7213  Jv  —  1102,56  J8. 

Nimmt  man  nun  für  die  absoluten  Werthe  der  Elementarfehler  an: 
Jx  =  0,002  Gr.,  dg  =  0,002  Gr.,  /iv==  0,002  Kbkcm.,  /Is  =  0,001,  so  erhält 
man  für  den  Totalfehler  von  d,  wenn  man  die  Vorzeichen  der  Fehler  so 
wählt,  dass  alle  Summanden  im  Ausdruck  von  /Id  positives  Vorzeichen 
bekommen : 

z/rf  =  1,855. 

III.  Methode  von  M^ne. 
Derselbe  schreibt  in  den  ,^Comptes  rendus^^,  Juni  1858  (i.  Ausz.  Dingl. 
polyt.  U.  Bd.  149,  S.  274)  vor,  den  Niederschlag  erst  durch  Decanthiren  mit 
Wasser  auszusüssen  und  dann  in  eine  Dichtigkeitsflasche  von  bekanntem 
Volumen  zu  spülen  und  deren  Inhalt  zu  wägen.  Die  Methode  von  M&ne 
unterscheidet  sich  von  der  später  aufgestellten  von  v.  Piotrowski  in  der 
Ausführung  nur  dadurch,  dass  sie  unbequemer  ist.  Die  Gleichungen  1),  3), 
12),  13),  14),  15)  gehen  in  diejenigen  zur  Beurtheilung  der  Min  ersehen 
Methode  über,  wenn  man  in  ihnen  5  =  1  setzt.  Die  Vorsichtsmassregeln, 
welche  bei  Anwendung  der  Methode  von  v.  Piotrowski  anempfohlen 
werden  mussten,  gelten  daher  auch  für  die  M i n e ' sehe  Methode.  Mohr 
hat  diese  Vorsichtsmassregeln  bereits  speciell  für  die  Min  ersehe  Methode 
in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  420  ausgesprochen  und  an  Beispielen  erläutert. 

•  Dr.  Kahl. 
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Recensionen* 

Theorie  der  elliptisohen  Fimotionen.  Versnoh  einer  elementaren  Dar- 
stellung, von  Dr.  H.  DüBEGE,  Docent  am  eidgenössischen  Poly- 
technikum u.  a.  d.  Univers.  zu  Zürich.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1861. 

Trotz  der  hohen  Bedeutung,  welche  die  elliptischen  Functionen  für 
die  gesammte  Analjsis,  für  die  analytische  Mechanik  und  selbst  ftir  die 
Zahlentheorie  gewonnen  haben,  existirte  doch  bisher  kein  Elementarlehr- 
bach derselben,  and  der  Jünger  der  Wissenschaft  blieb,  wie  vor  25  Jahren, 
darauf  angewiesc^i,  seine  Belehrung  aus  den  Quellen  {Legendre,  Traiid 
des  fonciions  eüiptiques  und  Jacobi,  Fundamenla  nova  funcL  ellipU  nebst  einer 
grossen  Zahl  einzelner  Abhandlungen  in  Creüe^s  Journal)  zu  schöpfen. 
Die  Heransgabe  des  vorliegenden  Werkes  darf  daher  als  ein  glücklicher 
Gedanke  bezeichnet  werden,  und  es  ist  .jedenfalls  damit  eine  fühlbare 
Lücke  der  Literatur  zum  Besten  der  Studirenden  ausgeftillt  worden.  Dass 
der  Verfasser  hierbei  wenig  Gelegenheit  zur  Mittheilung  eigener  neuer 
Untersuchungen  hatte,  liegt  in  der  Natur  des  Gegenstandes  und  kann, 
namentlich  dem  übrigen  Verdienste  des  Werkes  gegenüber,  nicht  in  Be- 
tracht kommen;  ebendesswegen  muss  sich  auch  eine  Besprechung  desselben 
mehr  referirend  als  kritisirend  verhalten. 

In  Abschnitt  L  werden  die  hauptsächlichsten  Definitionen,  Bezeich- 
nungen und  einige  Grandeigenschaften  der  elliptischen  Functionen  fest- 
gestellt; als  Erläuterungen  und  Anwendungen  dienen  theils  geometrische 
Betrachtungen  theils  die  bekannten  Formeln  für  die  Pendelbewegung. 
Abschnitt  II.  handelt  von  der  reellen  und  imaginären  Periodicität  der 
elliptischen  Functionen.  Das  Vorhandensein  der  beiden  Perioden  be- 
weist der  Verfasser  auf  die  Jacobi*sche  Weise,  obschon  diese  gegründeten 
Zweifeln  unterliegt;  indessen  ist  dem  Verfasser  hieraus  kein  Vorwurf  zu 
machen,  da  sich  Jacobi's  Ableitung  durch  ihre  Einfachheit  besonders  für 
das  erste  Studium  empfiehlt  und  überdies  im  lezten  Abschnitte  die  ge- 
nauere Theorie  von  Briot  und  Bouquet  nachgeliefert  wird.  Die  Ab- 
schnitte III  und  IV  handeln  von  der  Rcduction  der  elliptischen  fTttesmXa^ 
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auf  die  Normalform  und  deren  Theilung  in  drei  verschiedene  Arten. 
Besser  wäre  es  vielleicht  gewesen,  mit  diesen  Untersuchungen  den  An- 
fang zu  machen,  wie  es  Legendre  gethan#hat;  die  Theorie  der  eigent- 
lichen elliptischen  Functionen  würde  dann  keine  Unterbrechung  erlitten 
haben.  Die  Wahl  der  Buchstaben  o,  p^  cd,  x  für  die  vier  Wurzeln  der 
Gleichung  Ax^  +  Ba^  +  Cx^  +  Dx  +  E=0  erscheint  dem  Ref.  sehr  un- 
glücklich, einmal,  weil  7C  schon  eine  feststehende  Bedeutung  hat,  anderer- 
seits, weil  im  ganzen  Buche  statt  der  Ziffer  0  der  Buchstabe  o  gesetzt 
worden  ist,  was  mit  dem  vorigen  o  zusammen  Missverständnisse  geben 
kann.  In  Abschn.  V  findet  sich  die  Quadratur  der  Ellipse  und  Hyperbel 
jedoch  ohne  weitere  Angabe  der  Mittel  zur  numerischen  Berechnung  der 
betreffenden  Intregale.  Wahrscheinlich  hat  der  Verf.  dies  für  überflüssig 
gehalten,  weil  in  den  Lehrbüchern  der  Analysis  die  nöthigen  Reihen  zu 
finden  sind,  dagegen  ist  aber  zu  erinnern,  dass  die  gewöhnlichen  Formeln 
der  Art  nur  bei  kleinen  k  Vortheil  gewähren.  Mittelst  der  Landen'schen 
Substitution  kann  man  allerdings  die  elliptischen  Ii^egrale  leicht  berech- 
nen, aber  dieselbe  eignet  sich  auch  wieder  nicht  zum  analytischen  Ge- 
brauche, und  es  wäre  daher  im  Interesse  der  Vollatändigkeit  gewesen, 
die  unendlichen  Reihen  für  F^  (/r),*  jP(/r,  <p)  etc.  aufzunehmen.  Abschn.  VI 
beschäftigt  sich  mit  einer  Substitution  zweiter  Ordnung  zur  Reduction  der 
elliptischen  Integrale  auf  ihre  Normalform  ^  und  welche  nachher  dient,  um 
die  elliptischen  Functionen  mit  einem  die  Einheit  .übersteigenden  Modulas 
oder  mit  einem  imaginären  Modulus  auf  die  normalen  Functionen  zurück- 
zuführen. In  Abschn.  VII  wird  nach  einer  vorbereitenden  trigonometrischen 
Betrachtung  das  Additionstheorem  entwickelt  und  zwar  durch  Integration 
der  Differentialgleichung 

</y ,  dip        _ 

^1— Ä2««>  "*■  yi-k^  Hin  «^  "~ 
mittelst  der  Methode  von  Lagrange.  Dieser  Abschnitt  hätte  an  Kürze  ge- 
wonnen und  die  Analogie  zwischen  den  trigonometrischen  und  den  ellip- 
tischen Functionen  wäre  sowohl  in  der  Ableitung  als  in  der  Form  der  ' 
Endresultate  besser  hervorgetreten,  wenn  sich  der  Verf.  des  weit  ein- 
facheren Verfahrens  von  K.  Sturm  bedient  hätte  (s.  Zeitschr.  f.  Math-. 
u.  Phys.  Jahrg.  I  S.  372);  selbst  eine  blosse  Verification  nach  Legendre 
würde  für  das  erste  Studium  ausreichend  und  gewiss  kürzer  gewesen  sein. 
Als  Illustration  zu  diesem  Abschnitte  dient  der  Nachweis  des  Zusammen- 
hanges der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Trigonometrie 
(Abschn.  VIII).  Der  nächste  Abschnitt  enthält  die  Additionstheoreme  für 
die  Functionen  zweiter  und  dritter  Gattung.  In  Abschn.  7^  kommt  der 
Verf.  noch  einmal  auf  die  Differentialgleichung  der  elliptischen  Functionen 
zurück,  giebt  ihr  die  Form 

d^^ ,      _         (ly 
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und  integrirt  sie  nach  den  beiden  Methoden  von  Lagrange  and  Eni  er. 
Für  ein  Elementarlebrbach  dürfte  dies  überflüssig  gewesen  sein,  nament- 
lich dann,  wenn  der  Verfafcser  Sturm's  Verfahren  und  Legendre's  Veri- 
fication  benutzt  hätte.  Mit  besonderer  Ausführlichkeit  ist  die  Jacobi^sche 
Construction  des  Additionstheoremes  behandelt  (Abschn.  XI) ,  welche  durch 
Bichelot  einige  bemerkenswerthe  Zusätze  erhalten  hat;  auch  die  Unter- 
suchung Jacobi's  über  Vielecke,  welche  Sohnenvielecke  und  Tangenten- 
Vielecke  zugleich  sind,  findet  man  nebst  Eichelot's  Erweiterungen  voll- 
ständig dargestellt.  Abschn.  XII  enthält  die  Landen'sche  Substitution, 
geometrisch  aus  dem  Vorigen  abgeleitet,  und  deren  Anwendungen  zur 
numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Integrale.  Die  nächsten  vier 
Capitel  beschäftigen  sich  mit  der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen 
in  Factorenfolgen  und  Reihen.  Auch  diese  Untersuchungen  hätten  sich 
vielleicht  kürzer  erledigen  lassen,  wenn  der  Verf.-  eine  Arbeit  des  Ref. 
benutzt  hätte.  Da  nämlich  jede  Function  innerhalb  gegebener  Grenzen 
u  =  0  und  u  =  M  In  die  Reihen 

/^(")  =  i  «o   +    «1  C05  -^    +    flTj  CO«  —   + , 

M    • 

«n=  J     /VOO    COS    ''^  du, 

0 
f{ti)  =  b^  sm  -^-  +  ftj  $w  -^    +  h^  sm  -^    +  ... 
M 

verwandelbar  ist,  so  giebt  es  zur  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen 
ofifenbar  keinen  directeren  Weg,  als  den  durch  die  vorstehenden  Formeln 
bezeichneten ,  und  es  kommt  nur  darauf  an ,  die  nöthigen  Integrationen  für 
den  Fall  auszuführen,  dass  f(u)  eine  elliptische  Function  ist.  Hierzu  kann 
man  sich  der  folgenden  vier  Sätze  bedienen ,  worin  ^  (c'+e — *)  mit  es  hp  x 
und  ^  (e* — «""*)  mit  sn  hpoc  bezeichnet  ist. 
•Wenn  die  Functionen 

f{M+iv)^riM-iv)  ^^^^  fiu.)-n-iv) 

2i  2t 

für  alle   zwischen  0  und  N  liegende  v  verschwinden,    so    gelton   die 
beiden  Formeln 

M  M 

7(«  +  liV)  +  f{u  —  iN)  WKU     , 

*^    ^ — '\'^ i-CQS—--  du 

2  m 


'^  —  sm  —:=-  dui 

/IT  ' 


.     ,  2      •  M 

snhp 
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verschwinden  dagegen 

f(M  +  iv)  +  nM^if,)        .  f(iv)  +  f(^^iv) 
2  2 

•für  alle  zwischen  0  und  N  liegende  v,  ßo  ist 

M  M 


du 


—       ,    «,rN    I 2 «n-j^du, 

wobei  noch   zu   bemerken  ist,   dass  sowohl  f{u+^iN)  und  f{u)  von 
u  =  0  bis  u  =1=:  ^  als  f{M  +  iv)  und  /*(w)  von  t;  =  0  bis  v  srr:  iV  continuir- 
lich  bleiben  müssen."^) 
Den  Bedingungen  der  lezten  Formel  genügt  z.  B. 

/'(M)  =  amM— — 

wenn  il/=Ä^,  JV=  jfif^  genommen  wird,  gleichzeitig  ist  ^  [/*(« +iA'')  +  f{u  —  lA'*)] 
ein  algebraischer  Ausdruck ,  und  so  erhält  man 

am  u  —  —  =E=  &j  stn  --  +  b^  sm  -^  +...., 


2  1  r«  A  ^\     .     nnt 

cshp—.—  ^         \  / 


du 


K     0 
1  1 


1  z        9« 


Für  die  übrigen  elliptischen  Functionen  wird  die  Sache  ebenso  ein- 
fach. —  Die  Abschnitte  XVII,  XVIII  u.  XIX  sind  der  Jacobrschen  Trans- 
cendenten  ®  gewidmet  und  zeigen  hauptsächlich,  wie  alle  elliptischen 
Functionen  durch  jene  Transcendente  ausgedrückt  werden  können. 
Abschnitt  XX  giebt  die  Theorie  des  sphärischen  Pendels,  in  Abschnitt  XXI 
sind  endlich  die  genaueren  Untersuchungen  über  Functionen  complexer 
Variabelen  nach  Gauchy,  Riemann,  Briot  und  Bouquet  mitgetheilt 

Wie  man  aus  dieser  Inhaltsanzeige  ersehen  wird;  bietet  das  Werk 
genug,  ja  hie  und  da  vielleicht  mehr  als  genug,  für  das  erste  Studium 
der  genialen  Schöpfungen  von  Legen dre,  Abel  und  Jacobi,  und 
wenn  sich  Ref.  auch  mit  der  A^^^^i^ung  <^^s  Materials  nicht  durchgängig 
befreunden  kann,  so  verkennt  er  auch  die  Schwierigkeit  nicht,  welche 
gerade  hierin  gelegen  haben  mag;   zum    Glücke  ist   dieser  Punkt   von 


*)   Abhandlunj^cn   clor  matliom.   phys.   Cl.   d.   K.  S.   Gesollsclj^.   tl.   Wissenscli. 
•L  H(l.,  Leipzig,  Hirzcl   1855.  S.  395.  Digitized  byGoOgl. 
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keinem  Einflass  auf  den  Gebrauch  des  Werkes.  Die  Darstellung  muss  als 
sehr  deutlich  bezeichnet  werden  und  scheint  das  für  ein  Lehrbuch  nöthige 
Maass  der  Ausführlichkeit  nirgends  zu  überschreiten;  die  typographische 
Ausstattung  zeigt  die  bekannte  Eleganz  der  Teubner'schen  Verlagsartikel. 

SCHLOBMILCH. 


Analytische  Geometrie  des  Baumes,  enthaltend  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen,  der  gewundenen  Curven  und  der  Linien  auf  den 
Flächen;  die  Eigenschaften  der  (homofocalen)  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  der  Linien  auf  denselben,  von  Dr.  Otto  Boeklen.  Stutt- 
gart,. A.  Becher's  Verlag.  1861. 
Der  Titel  des  vorliegenden  kleinen  Werkes  bezeichnet  zwar  hinreichend 
dessen  Inhalt,  ist  aber  nichts  desto  weniger  etwas  ungeschickt  gewählt;  von 
eigentlicher  analytischer  Geometrie  findet  sich  nämlich ,  §.  1  ausgenommen, 
keine  Spur,  vielmehr  setzt  der  Verf.  eine  völlige  Bekanntschaft  mit  den  Glei- 
chungen der  Geraden,  Ebenen,  Flächen  zweiten  Grades  u.  s.  w.  voraus  und 
beschäftigt  sich  vorzugsweis  mit  den  Anwendungen  der  höheren  Analysis 
auf  die  analytische  Geometrie  des  Raumes.  So 'Enthält  schon  §.  2  die  Glei- 
chungen der  Berührungsebene  und  der  Normale  einer  Fläche,  woran  sich  in 
den  nächsten  Paragraphen  die  Untersuchungen  über  Krümmungslinien  und 
die  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  anschliessen.  Dem  entspre- 
chend sind  in  den  §§.  12 — 14  die  Tangenten,  Normalebenen  und  Krümmungs- 
halbmesser der  gewundenen  Curven  behandelt.  Die  §§.  15 — 17  beschäftigen 
sich  mit  Curven  auf  Flächen,  namentlich  mit  geodätischen  Linien.  Das  Bis- 
herige zusammengenommen  kann  man  als  den  ersten  und  allgemeinen  Theil 
der  Schrift  bezeichnen,  denn  es  kommen  darin  nur  allgemeine  Formeln  und 
Xehrsätze  vor,  ohne  irgendwelche  Anwendungen  auf  individuelle  Flächen 
oder  Curven.  Mit  §.  18  beginnt  der  zweite  und  specielle  Theil,  worin  jene 
allgemeinen  Formeln  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  angewendet  werden. 
Den  Beschluss  macht  ein  Anhang ,  der  ein  volles  Hundert  Sätze  über  die 
Flächen  zweiten  Grades  ohne  Beweis  und  nur  mit  Angabe  der  Quellen  auf- 
führt. 

Nach  dieser  Inhaltsangabe  bedarf  es  kaum  der  Bemerkung,  dass  die  ge- 
nannte Schrift  auf  kleinem  Eaume  ein  reichhaltiges  Material  bietet,  welches 
man  anderwärts  nicht  so  leicht  beisammen  finden  wird.  Diesem  Lobe  des 
Inhalts  muss  freilich  Ref.  den  Tadel  der  Form  gegenüber  stellen;  die  Dar- 
stellung ist  nämlich  ebenso  unbeholfen  in  Beziehung  auf  den  Gegenstand  als 
nachlässig  in  stylistischer  Hinsicht,  auch  fehlt  es  den  meisten  Figuren  ah 
stereometrischer  Anschaulichkeit,  die  mit  ein  wenig  Perspective  doch  so  leicht 
zu  erreichen  ist. 

Da  keine  Vorrede  zum  Buche  existirt,  so  weiss  man%fi^ht|^\ 
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serkreiB  sich  der  Verf.  gedacht  hat ;  soviel  aber  ist  gewiss,  dass  es  zum  Selbst- 
studium für  Studirende,  ja  selbst  als  Grundlage  für  Vorlesungen  an  Universi- 
täten nicht  gerade  Empfehlung  verdient,  jedoch  kann  es  Lehrern  als  Reper- 
torium  und  Beispielsammlung  recht  gute  Dienste  leisten. 

SCULOEMILCU. 


Handbuch  der  rationellen  Mechanik.  Von  Dr.  Deoher,  Professor  an  der 
Kdnigl.  polytechnischen  Schule  in  Augsburg.  Vier  Bände.  Augs- 
burg, Verlag  der  Rieger'schen  Buchhandlung.    1851 — 1861. 

Wer  Bücher  nach  ihren  Vorreden  beurtheilen  wollte  (was  nicht  so  sel- 
ten geschehen  mag),  der  würde  das  vorliegende  Werk  höchst  wahrscheinlich 
angelesen  bei  Seite  legen,  denn  die  Vorreden  zu  den  vier  Bänden  sind 
nichts  weiter  als  ein  buntes  Gemisch  von  absprechenden  Urtheilen  und 
reichlichem  Selbstlob.  Mit  einer  Selbstüberhebung  sondergleichen  erklärt 
der  Verfasser,  dass  fast  alle  bisherigen  Begriffe  der  höheren  Analysis  sowie 
der  analytischen  Mechanik  höchst  confuser  Natur  sind  und  durch  an- 
dere ersetzt  werden  müssen ;  das  Unendlichkleine  z.  B.  ist  eine  „dehnbare 
Nuir*  folglich  Unsinn,  die  Grenzenmethode  „balancirt  auf  einer  Nadelspitze" 
und  ist  gleichfalls  Unsinn ,  der  Begriff  der  Dichtigkeit  ist  unlogisch  also 
Unsinn,  über  die  Reibung  herrschen  unklare  Begriffe  u.  s.  w.,  kurzum 
es  ist  alles  Unsinn.  Ref.  könnte  darauf  sehr  einfach  antworten :  „wenn 
Leute  wie  Gauss,  Jacobi,  Dirichlet,  Laplace,  Oauchy  etc.  vom 
Unendlichkleinen  u.  dergl.  reden,  so  wissen  sie  recht  gut,  was  sie  darun- 
ter verstehen,  und  wenn  Herr  De  eher,  wie  jedes  Wort  der  Vorreden 
zeigt,  dies  nicht  weiss,  so  folgt  daraus  keineswegs  die  Berechtigung  zu  ab- 
sprechenden Urtheilen,  sondern  vielmehr  die  Verpflichtung,  sich  durch  wei- 
teres Studium  jene  Begriffe  erst  anzueignen^'  —  aus  Achtung  aber  vor  dem 
grossen  Fleisse,  den  der  Verf.  auf  seine  Arbeit  verwendet  hat,  wollen  wir 
Herrn  Decher  weiter  nachgehen  und  ihm  namentlich  auf  dem  Gebiete  d^r 
Analysis  zeigen ,  dass  er  Splitter  in  den  Augen  Anderer  zu  sehen  glaubt 
während  ihm  der  Balken  im  eigenen  Auge  verborgen  bleibt. 

Den  Begriff  des  Grenzwerthes  nimmt  cter  Verf.  zu  eng;  die  Grenze  kann 
eine  erreichbare  sein,  wenn  ^x  den  genauen  Werth  Null  erlangt  (wie  bei 
der  Ta^ngente),  sie  kann  aber  auch  als  unerreichbar  nur  in  der  Idee  existiren 

wie  z.  B.  wenn  /Ix  =  —  ist,  wo  k  eine  Constante  und  n  eine  unendlich 

wachsende  Zahl  bedeutet.  Der  letzte  Fall  kommt  u.  A.  bei  einhüllenden  Cur- 
ven*)  und  in  der  Integralrechung  fast  immer  vor;  kein  Wunder  also,  wenn 


*)  Gerade  die  Theorie  der  eiiihüllendcii  Curven  macht  den  Begriff  des  Differen- 
tiales  als  eines  gegen  die  Null  convergirendcn  Incrementes  ausserordentlich  klar; 
vergl.  des  Ref.  Compendium  der  höheren  Analysis,  zweite  Aufl.  8.  132.  o 
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mau  neuerdings  viel  Gewicht  darauf  gelegt  bat.  Der  Verf.  übersieht  den 
letaten  Fall  ganz  und  gar  (was  übrigens  wenig  Bekanntschaft  mit  der  Ana- 
lysis  verräth)  und  gelangt  dadurch  zu  folgender  ebenso  einseitigen  als  un- 
richtigen Darstellung. 

Zuerst  wird  aus  dem  umstände,  dass  f{x  +  jdx)  —  f{x)  für  z/a;  =  0 
rersch windet,  geschlossen,  dass  jene  Di£Perenz  die  Form  f' (x  +  a/Jx).  ^x 
haben  müsse,  wo  f  irgend  eine  andere  Function  und  a  „irgend  eine 
VerhältnisszahV'  bedeutet.  Das  ist  schon  eine  aus  der  Luft  gegriffene  Hypo- 
these; wo  kommt  denn  die  Verhältnisszahl  a  her,  warum  muss  denn  der  letzte 
Factor  =  ^x  sein,  könnte  er  nicht  ebenso  gut  yjx^  ^^  (l  +  ^^)  u.  dergl. 
heissen?  Allerdings  gilt  die  Gleichung 

f{x  +  ^x)  —  A^)  =  f{x  +  «  ^^)  •  ^^ 
aber  nur,  wenn  erstens  u  zwischen  0  und  1  liegt  und  wenn  zweitens  f{x)  und 
die  derivirte  Function /''(o:)  endlich  und  stetig  bleiben,  während  x  um  Jx 
zunimmt.*)   Damit  will  nun  der  Verf.  beweisen,  dass  der  Quotient 

.      f(x  +  Jx)  —  f(x) 
Ax 
für  /ix  =  0  einen  bestimmten  „ Anfangs werth^^  erhält;  in  der  That  ein  schö- 
ner Anfang  zur  „strengen  Begründung*'  einer  Wissenschaft!  Da  der  Verf. 
die  Differentiale  nicht  entbehren  kann,  so  führt  er  ausser  der  Bezeichnung 

f(x)  noch  die  zweite     ^'    ■  ein  und  erklärt  dar,  dy  etc.  für,  „blosse  Form- 

grössen  ohne  irgend  denkbare  Werthe."  Dieser  Definition  fehlt  aller  ver- 
nünftige Sinn.  In  derr  Analysis  haben  Buchstaben  die  Bedeutung  willkürli- 
cher Zahlen,  Zahlen  sind  reine  Quantitäten  ohne  besondere  Form ;  sublimirt 
man  aus  dem  Begriffe  der  Zahl  auch  noch  den  Begriff  der  Quantität  d.h.  ihres 
Werthes  heraus,  so  bleibt  dieselbe  Barität  übrig,  die  im  Lichtenberg'schen 
Auctionskataloge  als  Messer  ohne  Griff  und  Klinge  aufgeführt  ist.  Dieser 
Consequenz  könnte  Hr.  De  eher  nur  die  Behauptung  entgegenstellen,  dass 
seine  Formgrössen  zwar  Grössen  aber  keine  Zahlen  seien,  dann  hat  es  aber 
keinen  Sinn,  damit  zu  multipliciren  u.  zu  dividiren,  wenigstens  begreift  Ref. 
nicht,  wie  z.  B.  ein  Spiegel  ohne  Glas  und  Rahmen  durch  einen  Tisch  ohne 
Platte  und  Beine  getheilt  werden  kann.  Wer  dächte  hier  nicht  an  den  nur 
allzuwahren  Ausspruch  „und  wo  uns  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein 
Wort  zu  rechter  Zeit  sich  ein.'* 

Fast  noch  verwirrter  ist  der  Abschnitt  über  die  Integralrechnung.  Un- 
ter Integration  versteht  der  Verf.  den  Rückgang  vom  Differentialquotienten 
zum  Differenzenquotienten,  nämlich 

—j^-^{fi=')   mithin    /if[x)  =   Axif^x), 

wonach /bei  Herrn  Decher  etwas  ganz  Anderes  bedeutet,  als  in  der  übrigen 


*)  Die  geometrische  Bedeutungfund  besonders  die  Ausnahmefalle  des  obigen  Satzes 
hat  Ref.  in  seinem  Compendium  ausführlich  erläutert.   S.  44.      Digitized  by  v_    _   _      _C 
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mathomatiscfaen  Welt.  Darauf  si^  der  Verf.:  „es  dürfte  das  Zweckmäs- 
8  lg  st  e  sein,  den  Factor  /ix  in  die  Formgrösse  dx*2xx  verwandeln  und 
diese  als  blosses  Zeichen  zur  Andeutung  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen unmittelbar  hinter. das  Integralzeichen  zu  setzen,  so  dass/cfa:  zusam- 
men eineinzigesZeichen  (der  Integration)  darstellt."  Also  mit  anderen 
Worten,  aus  dem  jdx^  welches  einen  beliebig  grossen  Werth  haben  kann, 
wird  jeder  „irgend  denkbare  Werth'^  heransgeblasen ,  das  Übrig  bleibende 
gespensterartige  Wesen  wird  mit  einem  blossen  Zeichen  zu  einem  neuen 
einzigen  Zeichen  copulirt,  (obschon  im  Widerspruche  hiermit  bei  wirklicher 
Rechnung /(fa:  =  x  also  gleich  einem  Werthe  ist),  die  Stellung  von  d«m 
in  dx  verwandelten  /ix  wird  ganz  willkürlich  geändert  —  und  das  Alles  ge- 
schieht nicht  etwa  aus  mathematischer  Nothwendigkeit,  sondern  bloss  aus 
Zweckmässigkeitsrücksichten.  Und  von  solchen  ungeheuerlichen  Hypothesen 
ist  Herr  Decher  „fest  überzeugt,  dass  sie  in  nicht  langer  Zeit  allgemein  als 
Grundlage  für  die  Differential-  und  Integralrechnung  werden  angenommen 
werden."    (Bd.  2,  X.). 

Es  wird  vielleicht  den  Verf.  überraschen,  wenn  wir  ihm  sagen ,  wie  er 
zu  seinen  „neuen  Ansichten"  gekommen  ist.  Fast  jedem  Studirenden  der 
Mathematik  drängt  sich  der  Gedanke  auf,  *)  dass  man  die  Differentiale  ganz 
entbehren  könnte,  wenn  man  nur  mit  f{x)  und  f  {x)  rechnete,  und  weil  das 
in  der  Differentialrechnung  leidlich  geht,  so  meint  der  Anfänger  eine  schöne 
Entdeckung  gemacht  zu  haben.  Die  Enttäuschung  kommt  jedoch  beim  Inte- 
gral hinterdrein.     Man  kann  nur  entweder    j  f'{x)=f(x)  oäet   f  f  {x) 

=     J      setzen,  in  beiden  Fällen  aber  ist  es  ganz  unmöglich ,  statt  x  eine 

neue  Variabele  einzuführen ,  und  daran  scheitert  das  Project.  Dies  ist  der 
Standpunkt  unseres  Verfassers ,  es  ist  ein^  längst  von  jedem  Einzelnen  im 
Stillen  überwundener  Standpunkt,  und  Herr  Decher  irrt  sich  sehr^  wenn  er 
seine  Ansichten  deshalb  für  neu  hält,  weil  er  sie  nirgends  gedruckt  findet; 
diese  Experimente  haben  wir  alle  schon  gemacht,  aber  wir  sahen  auch,  dass 
ohne  Hypothesen  und  Willkürlichkeiten  nichts  dabei  herauskommt  und  dess- 
halb  waren  wir  so  klug,  unsere  Schülerarbeiten  in  Fidibus  zu  verwandeln. 
—  Die  Unklarheit  über  die  Bedeutung  des  Integrales  rächt  sich  übrigens  in 
der  Mechanik  durch  den  Mangel  an  Anschaulichkeit.  Da  nämlich  die  Diffe- 
rentiation durch  Subtraction  und  Division  vermittelt  wird ,  so  muss  die  um- 
gekehrte Operation  des  Integrirens  direct  durch  Multiplication  und  Addition 
ausführbar  sein,  und  daraus  folgt  bekanntlich  die  summatorische  Bedeutung 
des  bestimmten  Integrales.  Von  dieser  will  Herr  Decher  gar  nichts  wissen, 
er  erklärt  sie  für  die  beschränktere,  nur  bei  angenäherter  (!)  Berechnung  zu- 
lässige, or  decretirt ,  dass  es  sogut  wie  Unsinn  sei ,  wenn  Jemand  z.  B.  die 


*)  Es  ist  dem  Ref.  und  mehreren  seiner  wissenschaftlichen  i^anoe^sa^d^ngeD, 
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Dichtigkeit  mit  6  bezeichnet  and  sagt:  die  Masse  M  ist  die  Summe  aller 
Massenelemente  6  dxdydz  nämlich 

M=    rrCedx  dydz, 

er  belehrt  uns  vielmehr,  dass  es  heissen  mnss :  die  Masse  M  ist  diejenige 
Function,  von  welcher  das  Aendernngsgesetz  des  Aenderungsgesetzes  des 
Aendernngsgesetzes  gleich  der  Dichtigkeit  ist  Dazu  kann  man  nichts  weiter 
sagen,  als :  Gott  stehe  den  armen  Jungen  bei,  die  das  Unglück  haben,  Herrn 
Decher's  Schüler  zu  sein.  — 

Gelegentlich  möge  an  dieser  Stelle  eine  Berichtigung  erfolgen.  In  ir- 
gend einer  Abhandlung  hat  Ref.  bemerkt,  dass  der  Ausdruck 

für  d=0  nicht  verschwindet,  sondern  unendlich  wird;  das  geht  Herrn  Decher 
über  alle  Begriffe,  er  ruft  verwundert  aus  (S.  109):  „Unendlich  fär  den 
Unterschied  zweier  identischen  Werthe  derselben  Function!^' 

und  meint  wahrscheinlich,  —ttr r-rir  müsse  doch  =  o  sein.  Also  hält 

'  «in*  0  «««  0 

unser  Analytiker  -r ,  V  für  dieselbe  Function  wie     .  ,»^  und  die  Werthe 

beider  für  identisch,  obschon  bei  kleinen  d  die  erste  Function  ziemlich  genau 
das  Vierfache  der  zweiten  bildet.  Herr  Decher  begleitet  seine  schülerhafte 
Verwunderung  mit  einigen  Ausfallen,  spricht  von  den  beschränkten  Vorstel- 
lungen des  Ref.,  von  Absurditäten  und  spitzfindigen  Theorieen  —  Ref.  kann 
darauf  nur  erwidern,  dass  die  Theorieen  des  Verf.,  den  obigen  Proben  zu- 
folge, als  äusserst  stumpfsinnig  zu  bezeichnen  sind. 

Die  Grundlegung  der  Mechanik  ist  nicht  besser  gerathen ,  als  jene  der 
Analjsis.  So  wird  z.  B.  das  Parallelogramm  der  Kräfte  auf  die  Functional- 
gleichung 


[^W]'  •+   [9P(i7r-4>)]'=l 


zurückgeführt  und  dann  heisst  es :  „Nun  kann  es  aber  für  zwei  gegebene  Kräfte 
nur  eine  einzige  Resultirende  geben ,'  also  auch  nur  einen  einzigen  Werth 
von  9(^)  und  man  hat  deshalb  noth wendig  ftir  alle  Fälle  9  ifi)  =  cos  9.^^ 
Dieser  Schlnss  entbehrt  aller  Logik,  denn  die  physische  Frage  nach  der  Re- 
sultante hat  nicht  das  Geringste  mit  der  analytischen  Frage  nach  der  Anzahl 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  zu  schaffen.  Mit  demselben  Rechte  könnte  man 
schliessen  wollen :  da  ein  gegebener  Winkel  o  nur  ein  einziges  und  nicht 
mehrere  verschiedene  Drittheile  haben  kann,  so  darf  auch  die  zur  Be- 
stimmung von  m^o)  =  a;  dienende  Gleichung  x^  —  ^x  -f-  ^  =  0  nur 
eine  reelle  Wurzel  besitzen.  Uebrigens  genügen  der  obigen  Functionalglei- 
ohuog  unendlich  viele  Functionen  z.  B. 

sin  {\n  cos^  <^). 
Nach  so  vielem  Tadel  erfüllt  Ref.  gern  die  Pflicht,  anph  dij^  guten  Seie 
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ten  des  Baches  hervorsubehen.  Dahin  geh()rt  vor  Allem  eine  grosse  Voll- 
ständigkeit und  Ausführlichkeit,  die  sich  schon  im  engten  Bande  (Mechanik 
des  materiellen  Punktes)  zeigt;  so  ist  z.  B.  die  relative  Bewegung  eines  Punk- 
tes mit  vieler  Sorgfalt  behandelt,  wie  dies  bisher  in  keinem  Lehrbuche  ge- 
schehen sein  dürA:e.  Der  zweite  Band  enthält  die  Mechanik  fester  Systeme 
namentlich  Schwerpunkte  ^  Reduction  der  Kräftesysteme ,  Theorie  der  An 
Ziehung,  "*")  Trägheitsmomente,  fortschreitende  und  drehende  Bewegungen,.  Im 
dritten  Bande,  Mechanik  veränderlicher  Systeme,  findet  sich  ein  sehr  reicher 
Inhalt,  wobei  äussere  und  innere  Zustände  solcher  Systeme,  die  ebensowohl 
nichtstetige  (Seilpolygon ,  Waage,  Knie  etc.)  als  stetige  (Faden,  biegsame 
Fläche  etc.)  sein  können ,  unterschieden  werden.  Auch  den  Formverände- 
rungen und  Schwingungen  elastischer  Körper  widmet  der  Verf.  grössere  Auf- 
merksamkeit. Mit  gleicher  Ausführlichkeit  ist  der  letzte  Band  bearbeitet, 
welcher  die  Mechanik  der  Flüssigkeiten  umfasst.  Den  principiellen  Erör- 
terungen des  Verf.  kann  Ref.  nicht  überall  beistimmen,  doch  würde  ein  genaue- 
res Hervorheben  der  zweifelhaften  Punkte  zu  wahren  Abhandlungen  fuhren, 
da  die  betreffenden  Formeln  und  Herleitungen  ohne  grössere  Excerpte  un- 
verständlich bleiben  würden.  Hoffentlich  findet  sich  Gelegenheit,  darauf  zu- 
rückzukommen. 

Geübten  Lesern  wird  es  leicht  sein,  sich  über  die  kritischen  Expectora- 
tionen,  über  die  nicht  immer  glückliche  Bezeichnung  und  über  das  Gerede 
von  Formgrössen,  Aenderungsgesetzen  etc.  hinwegzusetzen ;  solchen  Lesern 
können  wir  das  Buch  bestens  empfehlen^  denn  es  enthält  viel  des  Anregenden 
und  ist  namentlich  reioh.an  Beispielen,  die  den  Lehrern  der  Mechanik  immer 
willkommen  sein  werden. 

"  ScULOEHILCHt 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  Dr  Edmund  Kuelp  ,  Professor  der 
Physik  und  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darm- 
stadt. In  vier  Bänden.  Erster  Band,  die  Statik  und  Dynamik 
fester  und  flüssiger  Körper.  Mit  166  Abbildungen  im  Text.  Darm- 
stadt 1860.  Verlag  von  Johann  Philipp  Diehl. 
Wir   würden  uns   eine  literarische  Unterlassungssünde  zu  Schulden 

haben  kommen  lassen,  hätten  wir  das  Erscheinen  des  ersten  Bandes  dieses 


*)  Für  das  Potential  V  gilt  bekanntlich  der  Satz 
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wenn  der  Punkt  xyz  im  Innern  der  anziehenden  Masse  liegt.  Da  der  Gauss'sche  Be- 
weis dieser  Gleichung  auf  dem  Gebrauche  des  Unendlichkleinen  beruht,  so  ist  natürlich 
Herr  Decher  a  priori  überzeugt,  dass  sich  Gauss  gründlich  geirrt  hat,  und  da  ihmselber 
kein  allgemeiner  Beweis  gelingt,  so  schliesst  er  mit  gewöhnlicher  Logik,  dass  der  Satz 
nur  unter  sehr  beschränkenden  Voraussetzungen  richtig  sei.   (Bd.  2,  8.  266^ 
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urnfHugliclien' Werkes,  von  dem  bereits' 1857  der  zweite  Band  erschien  und 
im  Jahrgang  1858  dieser  Zeitschrift  von  Dr.  Witzschel  besprochen  wurde, 
mit  Stillschweigen  übergehen  wollen.  Das  späte  Erscheinen  dieser  Zeilen 
möge  durch  iLrankheit  und  Abhaltung  anderer  Art  gütigst  entschuldigt  wer- 
den. —  Ist  schon  im  Bericht  über  den  zweiten  Band  von  Dr.  Witzschel 
hervorgehoben  worden,  dass  der  experimentelle  Theil  ebenso  ausführlich 
behandelt  worden  sei,  als  im  grösseren  Pouillet-  Müller' sehen  Werke, 
so  gilt  dies  umsomehr  vom  ersten  Bände;  dies  zeigen  besonders  die  Ab- 
schnitte vom  Messen,  von  der  Wage,  von  den  Wirkungen  der  CohSsions- 
kräfte,  von  der  Wurfbewegung ,  von  der  Rotationsbewegung,  vom  Flüssig- 
keitsausfluss ,  von  der  Luftpumpe  und  vom  Luftwiderstand.  Ausserdem 
zeichnet  sich  das  Werk  vor  Pouillet-Müller  durch  eine  geschicktere 
Anwendung  der  elementaren  Mathematik  aus.  Als  vorzüglich  sind  in 
dieser  Hinsicht  die  Herleitung  des  Kräfteparallelogrammes  mit  Hülfe  der 
Grundsätze  von  der  Verlegung  der  Kräfte  und  der  Unveränderlichkeit  des 
Systemes  bei  Einführung  gleicher  und  entgegengesetzter  Kräfte,  die  Sätze 
über  die  Momente  paralleler  Kräfte  u.  s.  w.  zu  nennen.  Einen  wohlthuenden 
Eindruck  macht  es  bei  Durchlesung  des  Buches,  jiaas  die  mechanischen 
Lehrsätze  von  der  Beduction  von  Kräften,  die  an  einem  Körper  wirken, 
auf  eine  resultirende  Kraft  und  ein  resultirendes  Paar  die  gehörige  Berück- 
sichtigung gefunden  haben  und  erkennt  man  hieraus  ebensowohl,  wie  aus 
vielen  andern  Abschnitten  des  Buches  die  tiefe  Kenntniss,  sowie  das 
didaktisch«  Geschick  des  Herrn  Verfassers.  Den  bisher  genannten  Vor- 
zügen, welche  zu  einer  warmen  Empfehlung  des  Werkes  auffordern,  ge- 
sellt sich  noch  die  vorzügliche  Eleganz  in  Papier,  Druck  und  Holzschnitt 
bei.  Wer  nach  gründlichen  Kenntnissen  in  di9r  Physik  strebt,  den  wird 
die  Benutzung  des  genannten  Werkes  sicher  zum  gewünschten  Ziele  führen, 
und  er  wird  den  angenehmen  Eindruck  mit  sich  fortnehmen,  dass  ihm  die 
Mathematik,  wo  sich  der  Herr  Verfasser  ihrer  bedient  hat,  immer  in  einem 
würdigen,  einfachen  und  schönen  Gewände  entgegengetreten  ist. 

Dr.  Kahl, 


Digitized  by  VjOOQIC 


Bibliographie 

vom  15.  October  1861  bis  1.  Januar  1862. 


Periodkohe  Schriften. 

Amtlicher  Bericht  über  die  35.  Naturforscherversammlang  zu 
Königsberg,  im  September  1860.  Herausgegeben  von  Wittich  nnd 
Wagner.    Königsberg,  Bon.  5  Thlr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1864.  Herausgegeben  von 
Encke,  unter  Mitwirkung  von  Wolfers.    Berlin,  Düromler.  3  Thlr. 

Annalen  der  k.  k,  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  von  C-  von 
Littrow.   Jahrg.  1860.  Wien,  Wallishauser.  3V3  Thlr. 

Jahrbücher  der  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteore logieund  Erd- 
magnetismus. Herausgegeben  von  Kreil.  Jahrgang  1856.  Wien, 
Gerold's  Sohn.  8  Thlr- 

Abhandlungen  der  mathematisch-phy6ikalisch''en  Classeder 
königl.  bayr.  Akademie  der  Wissenschaften.  9.  Bd.  1.  Abthlg. 
München,  Franz.  2V3  Thlr. 

Journal  für  reine  und  angewandteMathematik,  begründet  von 
Grelle,  fortgesetzt  von  Borchardt.  Bd.  Berlin,  Beimer. 
pr.  compl.  4  Thhr. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Herausgegeben  von  Grunert 
37.  Tbl.    1.  Hft.    Greifswald,  Koch.   pr.  compl.  3  Thlr. 

Annales  de  V observaioire  imperial  de  Paris;publiee$  par  Le  Ver- 
rier.    Tome  15^  1859,  PariSy  Mallei- Bachelier. 

Melanges  maihemaiiques  ei  aslronomiqiies  tires  duhulletin  de  f  aca- 
demie  des  sciences  de  SU  Petersbourg,  Tome  III^  Uvr.  5,  Leipzig* 
Voss,  17.  Ngr. 

Annales  de  Vobvervatoire  physique  central  de  Eussie,  publiees  par 
A.  Kupffer.    2  nrs.  et  compterendu  annuel  1859 ei  1860.  Ebendas.  7  Thlr. 

Correspondancemeteorologique,  publicaiion  anniielle  de  V admini- 

straiion  des  mines  de  Rtissie,  redigee  par  A.  Kupffer.  1S59,  Eben- 

'      das.  Digitized  by  CiOOQI  5  Thlr. 


Literatnrzeitimg.  1 3 


Eeine  Kathematik. 

ScHLOEMiiicH,  O.,  Handbuch  der  algebraischen  Analysis.  3. 
verbesserte  und  vermehrte  Auflage.   Jena,  Frommann.  2Vs  Thlr. 

DüREGE,  H.,  Theorie  der  elliptischen  Functionen;  Versuch  ei- 
ner elementaren  Darstellung.   Leipzig,  Teubner.        2V3  Thlr. 

Hänkel,  H.,  üeber  eine  besondere  Classe  der  symmetrischen 
Determinanten.    Inaug. -Dissert.   Leipzig,  Voss.  1 2  Ngr. 

ScHROEN,L.,  Logarithmische  Tafeln.  2. Stereotypausg.  Braimschweig, 
Vieweg.  1%  Thlr. 

Fischer,  E.,  Briot  und  Bouquet's  Theorie  der  doppeltperiodi- 
schen, insbesondere  elliptischen  Functionen.  Halle, 
Schmidt.  2V2  Thlr: 

Kramer,  Ph.,  Elementarmathematik  für  Gymnasien.  1.  Abtblg. 
Arithmetik.  2.  Auflage.  Augsburg,  Rieger.  24  Ngr. 

Poppe,  A.,  Lehrbuch  der  Elementaralgebra.  Frankfurt  a.  M.,  Auf- 
farth.  1  Thlr.  16  Ngr. 

Hesse,  0.,  Vorlesungen  über  analytisch e Geometrie  desRaumes, 
insbesondere  Über  die  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Leipzig,  Teubner.  2  Thlr.  12  Ngr. 

Grassmann,H.,  Die  Ausdehnungslehre,  vollständigund  in  stren- 
ger Form  bearbeitet.  Berlin,  Enslin.  ,  2  Thlr. 

Wenck,  L,  Die  Geometrie  enth.  Planimetrie,  Stereometrie  und 
ebeneTrigonometrie.    Leipzig,  RSinkhardt.  ^/2  Thlr. 

BoTMANN,  L  R.,  Lehrbuch  der  Mathematik.  1.  Tbl.  Ebene  Geometrie. 
2.  Aufl.    Göln  und  Neuss,  Schwann.  17V2  ^S^- 

MoQNiK,  F.,  Geometrische  Anschauungslehre.  2.Abth.  4.Aufl.  Wien, 
Gerold's  Sohn.  12  Ngr. 

HuG,J.C.,Die  Mathematik  insystematischerBehandlungsweise. 
1.  Bd.  enth.  A'bgebra,  abgebraische  Analysis,  synthetische  und  analyti- 
sche Geometrie.   Zürich,  Zürcher  &  Furrer.  2V2  ^^^i'- 

Angewandte  Mathematik. 

Wild,  A.,  Die  Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
München,  Fleischmann.  lY^  Thlr. 

Die  öffentlichen  Glücksspiele  mit  Einschluss  derLot- 

terieanlehen  u.  8.  w.   Ebend.  %  Thlr. 

Das  Roulettespiel,  nach  den  Grundsätzen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnungbeleuchtet.  Ebend.  9  Ngr. 

Zeoh,  Ueber  das  Risiko  der  Lebensversicherungen.  Tübingen, 
Fues.  '    VaThlr. 

Gaertner,  C,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geogj^|^|^i^3^(mit  An^ 


14  Literaturzeitung. 


leitnng  zu  SchatteDconstructionen  n.  s.  w.  Wien,  Sallmajer 
&  Comp.  1  Thlr 

HiESER,  J.,  Lehrbuch  der  beschreibenden  Geometrie,  Schatten- 
lehre u.  s.  w.    Wien,  Branmüller.  1V3  Thlr. 

Largiader,  Vorlagen  zum  Planzeichnen,  Frauenfeld,  Huber.  16Ngr. 

colorirt  1V3  Thlr. 

,  Schlieben,  A.  V.,  Vollständiges  Handbuch  der   Feldmesskunst, 

herausgegeben  von  J.   B.  Montag.    5.  Auflage.    Quedlinburg ,  Ernst. 

1V3  Thlr. 

Heussi,  J.,.  Lehrbuch  der  Geodäsie.    2.  Hälfte.    Leipzig,  Brockhans. 

2  Thlr. 

Schneitler,  C.F.,  Lehrbuch  der  gesammten  Messkunst.  3.  Auflage. 
Leipzig,  Teubner.  v  2  Thlr. 

Die  Instrumente  und  Werkzeuge  der  Messkunst  u.  s.  w. 

4.  Auflage.  Leipzig,  Teubner.  1V2  Thlr. 

KuuK,  J.  P.,  Tafeln  zur  leichten  Bestimmung  des  Inhalts  cylin- 
drischer  und  conischer  Gefässe.    Prag,  Ehrlich.  1V3  Thlr. 

Bruhns,  C.)  Geschichte  und  Beschreibung  der  Leipziger  Stern- 
warte. Leipzig,  Voigt  &  Günther.  2V3  Thlr. 

Beckmann,  F.,  Zur  Geschichte  desKopernikanischen  Systems. 
Braunschweig,  Peter.  8  Ngr. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  deutsch,  heraus- 
geben von  Schlömilch.  2.  Auflage.  Neue  Ausgabe.   Leipzig,  Teubner. 

2  Thlr. 

Weisbach,  J.,  Lehrbuch  deringenieur-  undMaschinenmechanik. 
1.  Theil.  Theoretische  Mechanik.  4.  Auflage.  Lieferung  1  und  2.  Braun- 
schweig, Vieweg.  ,  1  Thb. 

Buehlmann,  M.,  Allgemeine  Maschinenlehre.  I.Band.  I.Hälfte. 
Braunschweig,  Schwetsohke  &  Sohn.  I  Thlr. 

Wolf,  B.,  Taschenbuch  für  Mathematik,  Physik,  Geodäsie  und 
Astronomie.  Bern,  Dalp.  1  Thlr. 

Bet£,Th.,  Die  mechanische  Wärmetheorie  und  das  Spannungs- 
gesetz derGase.  Inaug. - Dissert.  Göttingen,  Vandenhoeck  &  Bn- 
precht.  8  Ngr. 

Physik. 

KuELP,  E.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  3.  Band.  Elek 
tricität  und  Magnetismus.    Darmstadt^  Diehf.  2  Thlr. 

ZoELLNER,F.,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Photometrie  des 
Himmels.   Berlin,  Mitscher  &  Bössell.  3V2  Thlr. 

Kirchhoff,  G.,  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und 
die  Spectra  der  chemischen  Elemente.  Berlin,  Diimmler's  Ver- 
lag- Digitized  by  GoOgl^  '^^^^^ 


Literatürzeitung.  1 5 


Peclet,  Vollständiges  Handbuch  über  die  Wärme  und  deren 
Anwendungen,  deutsch  bearbeitet  von  Hartmann.  3  Bände.  Leipzig, 
Gerhard.  2  Thlr.  18  Ngr. 

Zernikow,  Grandzüge  der  atomistischen  Wärmetheorie.  Erfurt, 
Villaret.  iVe  Thlr. 

Harless,  £.,  Maassbestimmung  der  Polarisation  durch  das  phy- 
siologische Rheoscop.-  München,  Franz.  18  Ngr. 

Davt,  M.,  Recherches  ihSoriques  ei experimentales  sur  f  electricite 
consideree  au  poini  de  vue  mScanique.   Paris,  Masson  &  Pils. 

BuYS-BALLOT,  G. ,  Sur  la  marche  ännuelle  du  thermotneire  ei  du  ba. 
romeire  en  Neerlande  ei  en  divers  lieux  en  Europe,  deduiie 
d^observaiions  simulianees  de  1849  ä  1859.  Amsterdam,  van  der 
Post.  3  Frcs. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Literatnrzeitnng. 


Recensionen. 

Yorlaiuig«!!  tbvt  analytiidhe  Oeometrie  dei  Baunet»  insbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentlicher 
Professor  an  der  Universität  sa  Heidelberg.  Leipzig,  Drack 
und  Verlag  Ton  B.  O.  Teabner.  1861. 
Ungeachtet  des  bedeutenden  Anfschwnnges,  welchen  die  analytische 
Oeometrie  namentlich  im  Verlaufe  des  letzten  Vierteljahrhnnderts  einer- 
seits durch  die  Erweiterung  des  Coordinatenbegriffes ,  andererseits  durch 
die  Fortschritte  der  algebraischen  Methoden,  besonders  in  der  Theorie  der 
Determinanten  und  der  homogenen  Functionen,  genommen  hat,  fehlte  es 
doch  noch  bis  Tor  Kurzem  an  einem  Lehrbuehe,  welches  geeignet  gewesen 
wäre ,  den  Studirenden  der  Mathematik  zur  Einführung  in  diese  neueren 
Disciplinen  zu  dienen.  Für  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  ist  zu 
diesem  Zwecke  den  deutschen  Jüngern  der  Wissenschaft  ein  wichtiges 
Hilfsmittel  in  der  im  yorigen  Jahrgange  der  Literaturzeitung  (S.  44)  be- 
sprochenen Fiedler^schen  Uebertragung  des  Salmon^schen  Werkes  in  die 
Hand  gegeben  worden;  für  die  des  Raumes  wird  die  erwähnte  Lücke  un- 
serer mathematischen  Literatur  auf  eine  ausgezieichnete  Weise  durch  das 
Torliegende  Lehrbuch  ausgefüllt.  Dass  der  Verfasser  desselben  vor  Allen 
berechtigt  war^  in  diese  Lücke  einzutreten,  dazu  hat  er  sich  den  Anspruch 
durch  seine  rüstige  Mitwirkung  am  Ausbau  sowohl  der  analytisch  -  geome- 
trischen Methoden ,  als  der  hiermit  im  Zusammenhange  stehenden  Theile 
der  Algebra  erworben;  ein  Blick  in  die  letzten  zwanzig  Jahrgänge  von 
Crelle*s  Journal  wird  genügen,  ihm  diese  Berechtigung  zuzuerkennen. 
Gegenüber  der  Stellung  des  Verfassers  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft 
muss  Eeferent  von  einer  kritischen  Besprechung  des  vorliegendes  Werkes 
absehen,  umsomehr,  als  dieselbe  nur  auf  Anerkennung  des  darin  darge- 
legten Talentes  und  der  Meisterschaft  in  der  Darstellungsweise  hinaus- 
laufen könnte;  er  glaubt  aber  den  Lesern  dieser  Zeitschrift,  welchen  das 
Buch  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  sein  sollte ,  einen  nützlichen  Dienst 
zu  erweisen,  indem  er  sie  durch  eine  gedrängte  Inhaltsangabe  auf  das 
reiche  darin  enthaltene  Material  aufmerksam  macht.         ^.  .^.^^^  ^  GoOqIc 

Lileraturzt^r.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  q.  Phys.  VII,  2.  2  ^ 
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Nach  Inhalt  der  Vorrede  verdankt  das  Lehrbuch  seine  Entstehung 
den  UniversitätsvortrXgen,  welche  der  Verfasser  in  Königsberg,  Halle  and 
Heidelberg  über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  gehalten  hat,  um 
seine  Zuhörer  in  die  analytisch  -  geometrischen  Theorien  einzuführen  und 
sie  zu  selbstständigen  Untersuchungen  in  diesem  Gebiete  zu  veranlassen. 
Entsprechend  dieser  Entstehung  ist  dasselbe  in  dreissig  Vorlesungen  ein- 
getheilt. 

An  die  in  der  Vorlesung  I.  enthaltene  Einleitung ,  welche  sich  mit 
der  Aufgabe  der  analytischen  Geometrie,  dem  Begriffe  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  und  einigen  sich  hieran  knüpfenden  Fundamentalauf- 
gaben beschäftigt,  schliesst  sich  in  den  Vorlesungen  IL  bis  IV.  die  Theorie 
der  Ebene  im  rechtwinkligen  Punktcoordinaten -System,  wobei  unter  An- 
derem das  anharmonische  und  harmonische  Verhältniss  zweier  Ebenen- 
paare, die  Involution  von  drei  Ebenenpaaren  und  die  Pascal'sche  Pyramide 
zur  Untersuchung- gelangen.  Durch  Besprechung  der  Polarfiguren  auf  der 
Kageloberfläche  wird  hierbei  das  Princip  der  Reciprooitfit  vorbereitet.  — 
In  der  Vorlesung  V.  wird  der  Begriff  der  Ebenencoordinaten  mittelst  Be- 
stimmung einer  Ebene  durch  die  Constanten  t/,  v,  m  in  der  Gleichungsform 

eingeführt.  Die  doppelte  Deutung,  welche  diese  Gleichung  als  die  einer 
Ebene  in  Punktcoordinaten  oder  eines  Punktes  in  Ebenencoordinaten  ge- 
winnt, je  nachdem  man  darin  Xy  y^  z  oder  u^  v  und  tv  als  Variabele  an- 
sieht, bildet  die  Grundlage  für  die  Dualität  der  Behandlungsweise,  welche 
sich  durch  alle  übrigen  Theile  des  Werkes  hindurchzieht.  Nachdem  in 
der  folgenden  Vorlesung  noch  die  Homogeneität  der  Gleichungsformen 

durch  Einführung  der  Verhältnisse  — ,   — ,  —  für  die  Punktcoordinaten 

P      P      P 
U       V      w 

Xj  y,  I,  sowie  der  Verhältnisse  — ,  — ,  —  für  die  Ebenencoordinaten  i/,  p,  w 

V      r      r 

hergestellt  ist,  knüpft  sich  hieran  in  den  Vorlesungen  VII.  und  VIIL  die 
Darlegung  der  Fundamente  der  zur  Untersuchung  solcher  Gleichuogs- 
formen  wichtigen  Theorie  der  Determinanten ,  namentlich  in  ihrer  beson- 
deren Anwendung  auf  ganze  homogene  Functionen. 

Die  Vorlesungen  IX.  bis  XII.  beschäftigen  sich  mit  den  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  und  zwar  die  beiden 
ersteren  bei  hauptsächlicher  Anwendung  der  Punktcoordinaten ,  während 
in  den  beiden  letzteren  die  Ebenencoordinaten  in  den  Vordergrund  treten. 
Nächst  der  analytischen  Bestimmung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
einerseits  durch  Punkte,  andererseits  durch  Tangentenebenen,  mit  den 
sich  hieran  knüpfenden  Sätzen  über  gemeinschaftliche  Punkte  und  gemein- 
schaftliche Tangentenebenen  koinmt  in  diesen  Abschnitten  hauptsächlich 
die  Theorie  der  Pole  und  Polarebenen  zur  Untersuchung  und  dabei  das 
Princip  der  Reciprocität  zur  vollen  Entwickelung.     Der  Fall,  dass  die 
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Polarebene  eines  Poles  im  Unendlichen  Hegt,  führt  in  der  dreizehnten 
Vorlesung  ssu  dem  Begriffe  des  Mittelpunktes,  woran  in  den  Vorlesungen 
XIV.  und  XVI.  zunächst  die  Untersuchung  der  Kegel  zweiter  Orduang 
geknüpft  wird,  als  derjenigen  Oberflächen,  deren  Mittelpunkt  auf  der 
Fläche  selbst  gelegen  ist.  Die  hieraus  folgende  Eigenthümlichkeit,  dass 
in  Ebenencoordinaten  eine  solche  Oberfläche  nicht  durch  eine  Gleichung 
ausgedrückt  werden  kann,  sondern  zu  ihrem  Ausdrucke  zweier  Gleichun- 
gen bedarf,  der  Gleichung  der  Spitze  und  der  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  für  welche  der  Kegel  Tangentenkegel  ist,  begründet  den  in  den 
Vorlesungen  XV.  und  XVIL  behairoelten  analogen  Fall ,  dass  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  nicht  in  Punktcoordiuaten  durch  eine  Gleichung 
darstellbar  ist,  weil,  wie  dort  alle  Polarebenen  durch  einen  Punkt  gehen, 
hier  alle  Pole  in  einer  £bene  gelegen  siud.  Der  Kegelschnitt  wird  hier* 
durch  als  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  eingeführt.  Ferner  leitet  die  Be* 
Stimmung  der  Spitzen  der  vier  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die 
Schnittcurve  zweier  Oberflächen  dieser  Ordnung  geht,  zu  dem  Begriffe 
des  Poltetraöders,  welches  die  Eigenthümlichkeit  besitzt,  dass  die  Ebene 
je  dreier  seiner  Eckpunkte  den  vierten  zum  Pole  hat.  Naturgemäss 
schliesst  sich  hieran  die  Theorie  der  conjugirten  Durchmesser  als  Kanten 
eines  Poltetraeders,  dessen  eine  Ebene  im  Unendlichen  gelegen  ist.  Für 
die  hierdurch  vorbereitete  Theorie  der  Hauptachsen  geben  die  Vorlesun- 
gen XIX.  und  XX.  die  analytischen  Hilfsmittel  an  die  Hand  in  der  Lehre 
von  der  Transformation  homogener  Functionen  zweiter  Ordnung  durch 
lineare  homogene  Substitutionen  und  deren  specieller  Anwendung  auf  die 
lineare  Coordhiaten  •  Transformation. 

Die  Theorie  der  Hauptachsen  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  so- 
wie das  hiermit  analoge  Problem  für  die  Curven  derselben  Ordnung  nebst 
einer  Beih»  hiermit  im  engen  Zusammenhange  stehender  Untersuchungen 
bildet  den  Inhalt  der  Vorlesungen  XX.  bis  XXVI.  Nachdem  der  Ver^ 
fasser  zunächst  die  Kealität  des  Vorhandenseiiis  der  Hauptachsen  geome- 
trisch durch  das  System  harmonischer  Pole  begründet  hat ,  welches  die  zu 
untersuchende  Oberfläche  mit  einer  ■  concentrischen  Kugel  gemeinsam  be* 
sitzt,  wendet  er  sich  zur  analytischen  Untersuchung  der  Aufgabe  durch 
Ausflndigmachung  derjenigen  linearen  Substitutionen,  durcji, welche  die 
Gleichung  der  Oberfläche  auf  ein  zu  den  Hauptachsen  paralleles  Coordi- 
natensy Stern  zu  transformiren  ist.  Der  algebraische  Beweis  für  die  Realität 
der  drei  Wurzeln  der  sich  hierbei  ergebenden  cu bischen  Gleichung  wird 
sowohl  nack  Cauchy,  als  nach  Jacob i  geführt.  Eine  weitere  Unter- 
suchung ist  den  Kelationen  gewidmet ,  welche  zwischen  dem  Problem  der 
Hauptachsen,  sowohl  bei  den  Linien  als  bei  den  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung, und  der  Lehre  einerseits  von  den  confocalen  Kegelschnitten,  an- 
dererseits von  den  confocalen  Oberflächen  dieser  Ordnung  stattfinden.  Es 
schliesst  sich  hieran  die  Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  nach  Lam^,^ 
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d.  i.  die  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  durch  den 
rechtwinkligen  Durchschnitt  zweier  confocaler  Kegelschnitte,  und  eines 
Punktes  im  Kaume  durch  den  rechtwinkligen  Durchschnitt  dreier  confoca- 
ler Oberflächen  zweiter  Ordnung,  wobei  insbesondere  der  Gebrauch  dieser 
Theorie  in  der  Integralrechnung  dargelegt  wird.  —  Die  in  der  Vorlesung 
XXIU.  enthaltene  Theorie  der  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid  findet 
wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  den  Durchschnittscnrven  confocaler 
Oberflächen  (den  Krümuiungscurven)  hier  ihre  geeignete  Stelle.  Ebenso 
reiht  sich  in  der  folgenden  Vorlesung  die  Theorie  der  Focalcurren  in 
naturgemässer  Weise  an  durch  Ableitung  aus  den  Grenzflächen  der  con- 
focalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  —  Die  Vorlesung  XXVI.  enthält 
einige  höchst  interessante  algebraische  Untersuchungen,  die  sich  an  das 
aus  der  Hauptachsenbestimmung  hervorgehende  analytische  Kennzeichen 
der  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  anknüpfen. 

Nachdem  in  der  Vorlesung  XXVII.  noch  die  ebenen  Schnitte  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Kreis- 
schnitte, einer  tiefer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen  sind,  wendet 
sich  der  Verfasser  in  den  letzten  Vorlesungen  zu  einigen  allgemeinen  Be- 
trachtungen über  die  Krümmungsradien  der  ebenen  Schnitte  beliebiger 
Oberflächen,  nebst  der  sich  hieran  anlehnenden  Theorie  der  Krümmungs- 
curven.  Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  zweifacher  Beweis  eines  auf 
drei  Systeme  von  Oberflächen,  die  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  be- 
züglichen allgemeine]!  Theoremes  von  Dupin,  von  welchem  der  Satz, 
dass  die  drei  Systeme  confocaler  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
ihren  KrQmmungcurven  schneiden ,  einen  speciellen  Fall  bildet. 

Was  den  Leserkreis  betrifl't,  für  welchen  das  vorliegende  Werk  be- 
stimmt ist,  so  ist  derselbe  durch  die  Vorkenntnisse,  auf  welche  der  Ver- 
fasser seine  Untersuchungen  gründet,  beschränkt.  Die  Bekanntschaft  mit 
der  Differentialrechnung  wird  durchgängig  vorausgesetzt;  an  einigen  Orten 
ist  von  Integralformeln  Gebrauch  gemacht,  ja  an  einer  Stelle  ist  ein  Sats 
benutzt,  der  in  der  Variationsrechnung  seine  Begründung  findet  Wenn 
auch  der  letztere  Satz  an  dem  betreffenden  Orte  nur  die  Stelle  einer  De- 
finition vertritt  und  daher  von  seiner  Begründung  vorläufig  abgesehen 
werden  kann,  wenn  ferner  die  im  Lehrbuche  aufgenommenen  Integral- 
formeln überschlagen  werden  können ,  ohne  dass  dadurch  der  Zusammen- 
hang des  Ganzen  eine  wesentliche  Beeinträchtigung  erleidet,  so  dürfte 
doch  das  Angeführte  genügen,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  das  Hesse'- 
sehe  Werk  nicht  bestimmt  sein  kann ,  zu  einer  ersten  Einführung  in  die 
analytische  Geometrie  des  Baumes  überhaupt  benutzt  zu  werden.  Wie- 
wohl der  Verfasser  von  den  ersten  Elementen  dieser  Wissenschaft  ans  in 
consequentem  Fortschreiten  zu  den  Kesul taten  seiner  Untersuchungen  ge- 
langt, so  widerstrebt  einer  solchen  Anwendung  schon  der  Umstand,  dass 
in  dem  ganzen  Buche  auf  das  Hilfsmittel  der  Anschauung  Verzicht  geleistet 


Literaturzeitung.  ^   '         31 

ist.  Figuren  sind  nirgends  vorhanden ;  die  Gleichung  vertritt  überall  die 
Stelle  der  geometrischen  Form.  —  Fttr  Leser  dagegen ,  welche ,  mit  den 
nöthigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  Zugang  zu  den  neueren  analytisch- 
geometrischen Theorien  erhalten  wollen ,  kann  das  vorliegende  Werk  als 
eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  bezeichnet  werden.  Nicht  allein  dem 
Studirenden  der  Mathematik  bietet  es  eine  reiche  Fundgrube  des  Wissens 
dar ;  auch  der  vorgerücktere  Leser  wird  darin  vielfache  Anregung  zu  wei- 
ter gehenden  Untersuchungen  finden.  Beferent  bekennt  gern,  aus  der 
Durchsicht  des  Buches,  sowohl  was  seine  Form  als  seinen  Inhalt  betrifft, 
vielfache  Belehrung  geschöpft  zu  haben ,  und  steht  nicht  an ,  dasselbe  den 
vorzüglichsten  Erscheinungen  der  neueren  mathematischen  Literatur  zu- 
zuz&hlen.  O.  Fort. 


Lehrbnoli  dar  Physik  ftr  Ober-Oyinnasiai  und  Ober-BMdiohulen.    Von 

8.  SuBic,  Professor  der  Physik  an  der  Communal  -  Oberreal- 
schule in  Pesth.  (Mit  Vorbehalt  des  üebersetzungsrechtes.) 
Pesth  1861.  Verlag  von  Gustav  Heckenast. 
Wie  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  erwähnt ,  will  er  den  Schülern 
von  Gymnasien  und  Realschulen  durch  den  physikalischen  Unterricht  nicht 
nur  die  wissenswerthen  Resultate  der  Physik  überliefert  wissen,  sondern 
er  beabsichtigt  auch ,  ihre  geistige  Entwickelung  zu  befordern  und  dieselbe 
allseitiger  und  harmonischer  zu  machen.  Wenn  nun  auch  der  im  Titel  des 
Buches  genannte  Schülerkreis  nicht  zu  dem  Bedenken  Anlass  gtebt ,  als 
könne  die  vom  Herrn  Verfasser  durchgängig  beabsichtigte  mathematische 
Beweismethode  bei  der  grösseren  Zuträglichkeit  des  sprachlichen  Studiums 
für  junge  Leute  weniger  erfolgreich  wirken ,  so  erscheint  es  doch  bedenk- 
lich ,  dass  der  Herr  Verfasser  die  mechanische  Natnrlehre  aus  dem  Prin- 
cipe der  Virtuellen  Geschwindigkeit  entwickelt,  aus  einem  Principe,  wel- 
ches in  der  Hand  des  Schülers,  dem  die  Methode  der  Differentialrechnung 
noch  nicht  geläufig  ist ,  immer  ein  unbequemes  und  unsicheres  Instrument 
bleiben  wird.  Kef.  will  es  scheinen ,  als  wenn  die  Deduction  der  mechani- 
schen Naturlehre  aus  dem  Kräfteparallelogramm ,  wie  sie  in  unseren  besten 
Lehrbüchern  der  Physik  zu  finden  ist,  dem  Schüler  diese  Wissenschaft 
auch  als  harmonisches  Ganze  erscheinen  liesse  und  ihm  Gelegenheit  genug 
gäbe,  die  Regeln  der  Logik  praktisch  zu  erlernen.  Lagrange  hat  sich 
ein  unleugbares  Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben,  indem  er  in 
seiner  Mecaniqne  analytique  die  gesammte  Mechanik  aus  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  entwickelt  hat,  allein  für  ein  Schulbuch  kann 
ein  solches  Verfahren  unmöglich  gut  geheissen  werden.  Der  Herr  Ver- 
fasser hat  sich  natürlich  darauf  beschränken  müssen,  die  mechanische 
Natnrlehre  aus  einem  einzigen  Princip  abzuleiten;  hätte  er  z.  B.  die  Optik 
aus  der  mechanischen  Undulationstheorie  entwickeln  wollen,  so  würden 
die  mathematischen  Schwierigkeiten  unübersteiglich  geworden  @^qqIp 
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Was  die  Menge  des  durch  das  Buch  gebotenen  Lehrstoffes  anbelangt 
so  ist  namentlich  hervorzuheben,  dass  sich  dasselbe  vor  anderen  Lehr- 
büchern vortheilhaft  durch  die  Vollständigkeit  in  der  mechanischen  Natur- 
lehre  unterscheidet.  Aach  die  übrigen  Abschnitte  zeichnen  sich  durch  eine 
lobenswerthe  Vollständigkeit  aus ;  das  Streben  des  Verfassers  nach  Präcision 
und  Kürze  ist  nirgends  zu  verkennen ,  hat  aber  leider  mehrmals  zu  lieber* 
eilungen  geführt,  die  der  Deutlichkeit  schaden.  So  z.  B.  muss  den  Schüler 
die  flüchtige  Definition  vom  magnetischen  Meridian  S.  221 ,  14«  Zeile  v.  a. 
irre  machen,  desgleichen  die  Definition  von  Einheit  des  Magnetismus 
S.  223,  0.  Zeile  v.  u.  etc.  etc.  Da  nun  dergleichen  Mangelhaftigkeiten  nur 
einzeln  auftreten,  so  lässt  sich  von  der  Benutzung  des  Buches  im  Allge- 
meinen immer  noch  Erfolg  versprechen.  Sehr  willkommen  werden  dem 
lernbegierigen  Leser  der  am  Schlüsse  angefügte  Abriss  der  Astronomie 
und  die  physikalischen  Aufgaben  sein,  welche  der  Herr  Verfasser  im  Aa- 
hange  gegeben  hat. 

Die  äussere  Ausstattung  anlangend ,  ist  das  Buch  in  der  jetzt  üblichen 
Weise  durch  zahlreiche  in  den  Text  eingedruckte  Holzschnitte  für  den  be- 
quemen Gebrauch  eingerichtet;   Papier  und  Lettemdruck  sind  vorzüglich« 

Dr.  Kahl. 

Lehre  von  der  Thermometrie,  der  Pjrrometrie,  Hygrometrie,  Fsycliro- 
metrie  und  Barometrie,   in   ihrer  Gesammtbeit  dargestellt  und 
nach  den  Quellen,  namentlich  auch  zum  Gebrauch  für  Techniker 
bearbeitet.   Nebst  einem  Anhange  mit  praktischen  Erläuterungen 
von  Dr.  Hermann  Gieswald,   Oberlehrer  an  der  St.  Johannis- 
Realschule  in  Danzig.  Mit  14  Quarttafeln.    Weimar  1801.   Verlag, 
Druck  und  Lithographie  von  Bernh.  Friedr.  Voigt. 
Das  genannte  Werkchen  bildet  den  71.  Band  von  den  bis  jetzt  er* 
schienenen  250  Bänden   des   „Neuen  Schauplatzes  der  Künste  und  Hand« 
werke^^   Es  sind  die  in  dem  Titel  erwähnten  Tbeile  der  Ph7sik  sehr  ein- 
gehend behandelt  und  jedem  Abschnitt  ein  für  die  praktischen  Bedürfnisse 
ausgewähltes  Literatnrverzeichniss  beigegeben  worden.      Seiner  ganzen 
Einrichtung  nach  ist  das  Buch  bestimmt,  dem  praktischen  Mechaniker  und 
angehenden  Physiker  als  Leitfaden  bei  der  Anfertigung  und  Prüfung  der 
aus  dem  Titel  hervorgehenden  Instrumente  und  bei  mit  ihrer  Hilfe  ange- 
stellten Messungen  zu  dienen;  wir  zweifeln  nicht,   dass  es  als  solcher  sich 
bewähren  wird,  umsomebr,  als  durch  Beispiele  im  Text  und  im  Anhange, 
am  Ende  des  Buches  eine  wünschenswerthe  Deutlichkeit  hervorgebracht 
wird.     Wir  wünschen  dem  Schriftchen  eine  recht  ausgedehnte  Benutzung. 

Dr.  Kahl. 
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Recensionen, 

Analytisidie  Oeometrie  der  Ebene.    Von  Dr.  Fb.  Grelle,  Lehrer  an  der 
polytechnischen  Schule  za  Hannover.  Hannover,  Fr.  Bracke,  1861« 

Die  vorliegende  Schrift  besteht  aus  zwei  getrennten  Theilen  von  un- 
gefähr gleichem  Umfange;  die  1.  Hälfte  (134  S.)  enthält  die  gewöhnliche 
analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  2.  Hälfte  (122  8.)  beschäftigt  sich 
mit  den  Anwendungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  die 
Curvenlehre;  dem  Ganzen  liegt  also  eine  ähnliche  Disposition  zu  Grunde, 
wie  den  bekannten  „Aufgaben  etc.  von  Magnus'^  Ob  eine  solche  Anordt 
nung  des  Materials  für  ein  Lehrbuch  passt,  wollen  wir  bei  der  Besprechung 
des  zweiten  Theiles  erörtern;  zunächst  fassen  wir  den  ersten  Theil  ins 
Auge« 

Dass  entgegengesetzte  Lagen  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  aus- 
gedrückt werden,  scheint  der  Verfasser  entweder  als  etwas  sich  von  selbst 
Verstehendes  oder  als  etwas  Conventionelles  anzusehen,  denn  er  sagt 
hierüber  nichts  weiter  als :  „man  wird  sich,  um  den  Gegensatz  in  den  Rich- 
tungen darzustellen,  derjenigen  Zeichen  bedienen  müssen,  welche  den 
etwaigen  Gegensatz  zweier  Zahlen  anzeigen ,  4.  h.  etc/'  Damit  ist  freilich 
die  Nothwendigkeit  jener  Bezeichnung  nicht  bewiesen,  und  dies  bleibt 
immer  ein  Fehler,  denn  gerade  solche  Principien  müssen  mit  aller  Ge- 
nauigkeit erörtert  werden  (vergl.  Magnus  S.  3;  Fort,  Analjt  Geom.  S.  4 
und  5).  Weiter  heisst  es:  „Substituirt  man  in  eine  Function  einer  Varia- 
belen,  etwa  in  y  =  f{x)j  statt  x  irgend  welche  reelle  Gonstaüte,  so  werden 
die  Substitutionresultate  ebenfalls  constant  sein  müssen ;  man  erhält  z.  B. 
für  a:  =  a,  y  =  f{a)  =  a,  für  a:  =  /J,  y  =r  f{ß)  =  b  etc.**  und  daraus  wii^ 
nun  der  Satz  abgeleitet,  dass  die  Gleichung  y  = /*(«)  graphisch  als  Curve 
dargestellt  werden  kann.  Beferent  hält  diesen  Anfang  für  wenig  geschickt 
in  didactischer  Beziehung;  die  analytische  Geometrie  ist  nämlich  das  erste 
Collegium,  welches  Studenten  und  Techniker  hören,  und  von  so  jungen 
Leuten  darf  man  noch  keine  Bekanntschaft  mit  dem  sehr  allgemeinen ,  und 
gerade   wegen   seiner  Allgemeinheit  gar  nicht  so  leichten  Begriffe   ^xC 
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Function  verlangen*).  Im  Gegentheil  dient  die  analytische  Geometrie 
daza,  um  dieae  Abstraction  nach  und  nach  zu  bilden,  und  es  dürfte  daher 
viel  zweckmässiger  sein,  die  geometrische  Bedeutung  von  y  =  f{x)  am 
Ende  statt  am  Anfange  zu  erörtern.  Will  man  aber  einige  einleitende 
Worte  über  Zweck  und  Mittel  der  analytischen  Geometrie  sagen ,  so  reicht 
es  vollkommen  aus,  nur  von  Gleichungen  zwischen  x  und  y  zu  reden 
(vergl.  Fort,  Analjt.  Geom.  S.  2).  Für  eben  so  unpassend  h&lt  es  Referent, 
dass  auf  Seite  4  die  Continuität  und  Discontinuit&t  der  Functionen  herein- 
gezogen und  dabei  von  unendlich  kleinen  Grössen  gesprochen  wird.  Ob 
eine  Curve  stetig  oder  unstetig  verläuft,  zeigt  sich  bei  ihrer  Construction 
ganz  von  selber;  die  Continuität  oder  Discontinuität  einer  Function  da- 
gegen gehört  nicht  in  die  analytische  Geometrie.  Uebrigens  ist  das  vom 
Verfasser  angegebene  Criteriura  für  die  Continuität,  nämlich 

nicht  einmal  ausreichend,  wie  schon  das  Beispiel 

(a — xy      '^ 
seigt;  es  muss  heissen 

Lim[np+i)-np+i)]^o, 

wo  i  und  t  zwei  von  einander  verschiedene  verschwindende  Grössen  be- 
zeichnen. 

Die  Lehren  von  der  Geraden,  dem  Kreise  und  den  übrigen  Curven 
zweiten  Grades*  sind  sehr  ausführlich  und  mit  grosser  Deutlichkeit  behan- 
delt; dem  Calcül  fehlt  es  indessen  an  Eleganz,  Manches  ist  sogar  ziemlich 
ungeschickt.    So  z.  B.  schreibt  der  Verfasser 


l.  +  2>  +  3»  +  4»+...  =  Zim(0, 


was  gar  keinen  rechten  Sinn  hat  und  höchstens  auf  das  triviale  Resultat 
l*+2'-f-d*+  •••  =  00 «tc.  führen  könnte;  wesentlich  anders  ist  die  Sache, 
wenn  man  correct  schreibt 

x«,ll±^±^:^ii±(üz:ir=j, 

denn  hier  kommt  man  auf  einen  bestimmten  endlichen  asymptotischen 
Werth  (^).     Nicht  minder  unglücklich  sind  die  für  obige  Formeln  gege- 

*)  Wie  grou  das  BedÜrfniss  ist,  sich  das  Allgemeine  durch  Specielles  su  ver- 
anschaulichen,  sieht  man  bei  Repetitioneil.  Trotz  aller  sorgfältigen  Auseinander- 
setzang  und  trotz  vieler  Beispiele  aas  den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathematik 
und  Physik ,  welche  für  die  Allgemeinheit  des  Funotionsbegriffes  gegeben  wurden, 
denkt  sich  doch  der  Eine  die  Function  immer  als  algebraische,  der  Andere  als  trigo- 
nometrische etc.;  erst  nach  einiger  Zeit  vollendet  sich  der  Rl&rangsprpcess ,  der  som 
reinen  Begri«,  fahrt.  ^.g.,.^^,  .^  GoOgl 
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benen  Beweise;  aie  beruhen  anf  den  weitlSnfigen  Snmmenfonneln  für 
2^(n*)^  JS{n')  etc.,  wobei  es  immer  fraglich  bleibt,  ob  auch  allgemein 

l*  +  2*  +  3*+...+  (ii  — 1)*  1 

71*  k  +  1 

sein  wird ;  die  letztere  Gleichung  lässt  sich  aber  sehr  einfach  ans  dem  be- 
kannten Divisionsexempel  («••— 6*")  :{a — b)  herleiten  (siehe  des  Eeferenten 
Geometrie  des  Maasses,  Theil  I,  3.  Aufl.  S.  244,  oder  Algebraische  Analysis, 
3.  Aufl.  S.  57).  Bei  den  Asymptoten  (nicht  Assymptoten)  der  Hyperbel 
S.  87  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Grenze ,  gegen  welche 


a  a^ 

für  unendliche  wachsende  x  convergirt;  der  Verfasser  benutzt  dazu  eine 
Reihenentwickelung,  obschon  der  allgemeine  binomische  Satz  doch  erst 
im  nächsten  Cursus  gelehrt  wird ;  warum  nicht  einfacher 

woraus  das  Nöthige  augenblicklich  folgt.  Einem  ähnlichen  Mangel  an 
Geschick  begegnet  man  auf  S.  106,  wo  der  Grenzwerih  von 


y/a«— 6« 

für  den  Fall  bestimmt  werden  soll,  dass  a  unendlich  wächst  und  —  =p 

a 

constant  bleibt;   auch  hier  weiss  sich  der  Verfasser  nur  mit  einer  Reihen- 
entwickelung zu  helfen,  während  die  identische  Gleichung 

sofort  zum  gesuchten  Grenzwerthe  {\p)  führt. 

Die  Linien  höherer  Grade  sind  äusserst  dürftig  (auf  4  Seiten)  behan- 
delt; die  transcendenten  Curven  fehlen  ganz.  Dieser  Mangel  ist  um  so 
schärfer  zu  rügen,  als  gerade  mehrere  dieser  Ourven  (z.  B.  die  Kreis- 
evolvente und  die  Cycloiden)  für  den  Techniker  Wichtigkeit  haben. 

Der  zweite  Theil  des  Werkes  enthält  Beispiele  für  die  Regeln ,  nach 
welchen  Tangenten,  Normalen,  Krümmungshalbmesser,  Evoluten,  Curven- 
flächen,  Bogenlängen  etc.  bestimmt  werden,  wobei  die  Bekanntschaft  mit 
den  nöthigen  Formeln,  z.  E.  ^ 

dy        .  (1  +  y')« 

Sssjydx,    s=Jj/i+y*  ds  etc., 

fast  durchgängig  vorausgesetzt  ist.    Dies  Alles  findet  man  besser  und  aus-^ 
führlicher  bei  Magnus,  ja  fast  in  jedem  grösseren  Lehrbacbe  der  Analysis,- 

3» 
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denn  jene  Beispiele  sind  meiBtens  die  gewöhnlichen  (Cissoide ,  Lemniscate, 
Kettenlinie,  Cycloide,  Spiralen  etc.),  und  der  ganze  Unterschied  betrifft 
nur  die  Eintheilung.  In  den  Lehrbüchen  stehen  nämlich  die  Eigenschaf- 
ten der  genannten  Cnrven  zerstreut  anter  den  verschiedenen  Rubriken: 
Tangenten,  Quadratur,  Rectification  etc.;  hier  sind  die  auf  jede  einzelne 
Curve  bezüglichen  Formeln  zusammengestellt.  Da  man  Toraussetzen  muss, 
dass  Jeder,  der  höhere  Analysis  gehört  und  verstanden  hat,  die  obigen 
Formeln  der  Reihe  nach  auf  eine  gegebene  Curve  anzuwenden  wissen 
wird,  so  kann  Referent  dem  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Schrift  weder 
ein  wissenschaftliches,  noch  ein  didactisches  Verdienst  zuzuerkennen. 
Uebrigens  finden  sich  auch  hier  wieder  unnütze  Weitläufigkeiten  und  Un- 
genauigkeiten.     Z.  B.  braucht  man  zum  Beweise  des  Satzes 

Ltm — ^5 =  1 

keine  unendliche  Reihe ;  dass  femer  eine  Curve  convex  oder  concav  ge- 
krümmt ist,  je  nachdem  y"  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat,  kann 
viel  einfacher  als  auf  S.  171 ,  und  zwar  ohne  Tajior'schen  Satz ,  nachge- 
wiesen werden.  Will  man  aber  letzteren  anwenden ,  so  darf  man  wenig- 
stens den  Rest  nicht  vernachlässigen,  wie  es  der  Verfasser  regelmässig 
thut.    Ganz  verunglückt  ist  endlich  die  auf  S.  185  gegebene  Ableitung  von 

OD 

2fe'"^dx=zj/^. 
0 

Der  Verfasser  betrachtet  nämlich  c^  als  Grenzwerth  von  (l L 

setzt  ferner 

!  —  -  =  <« 
n 


und  schliesst 

OD 

y 


/('-3-='^/^' 


0 
^    /—        2.4.6...2n 

=2  2^/«, 


'3.5.7,,. (2n-hl)' 
woraus  dann  für  n  =  oo  die  obige  Gleichung  folgen  soll.    Dagegen  ist  er- 
Mens  zu  erinnern,  dass  die  Formel 

'--=-l('-D"! 

nur  so  lange  gilt,  als  x  einen  endlichen  bestimmten  Werth  hat,  dass  sie 
aber  ihre  Bedeutung  verliert ,  wenn  x  selber  unendliche  Werthe  annehmen, 
also  z.  B.  >n  werden  kann,  was  bei  den  Integrationsgrenzen  d?  =  0  und 
j?  SS  00  sicher  eintreten  musa.    Ferner  sind  die  für  i  angegebenen  Grenzen 
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unrichtig ;  für  a?=  oo  folgt  nÄmlich  /•=  —  oo,  also  t=  oo  JCTI  (statt  r=0), 
und  selbst  wenn  man  sich  x  und  n  gleichseitig  unendlich  wachsend  denkt, 
so  erhält  man  doch  nur  f*=  1  —  ^,  also  eine  unbestimmte  Integrations* 
grenze.  Das  richtige  Verfahren  ist  folgendes.  Beaeichnet  m  irgend  eine 
ganae  positiye  Zahl ,  so  hat  man  bei  positiven  z 

mithin 


OD  OD 


die  Integration  rechter  Hand  Iftsst  sich  mittelst  der  Substitution   . 

1-1 —  =  —  oder  X  =  ym  ^ 

m       tr  ^  u 

ausführen  und  giebt,  wenn  m  =  n  +  l  gesetzt  wird, 

OD 

4\  /*  -*«j      ^  ,>r-T-7  l-3.5...(2ll — 1)      n 


0 
Zweitens  ist 


OD  Vn 

fe-^  dx  >/«■"**  ^^^ 


0  0 

und  da  für  jedes  echt  gebrochene  positive  z  die  Ungleichung 

'-■>{'-ir 

besteht,  so  hat  man  «nch 

/.-»da:>/(l-^)'d.; 
0  0 

mit  Hilfe  der  Substitution 


1 =  »•  oder  xs=^ynj/i  —  i^ 

lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausftlhren  und  giebt 

OD 

o\  /*      *i  j     ^     •-     2. 4. 6,. .(2«) 

Die  Ungleichungen  l)  und  2)  liefern,  wenn  aur  Abkürzung 
2.4.6.,. (2«)  1       _       . 

1.3.6...(2ii— i)y^^~''^'*^ 
gesetzt  wird,  oigitized  by  Google 
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.^^^>/'-*^->-w/^' 


00 


U 

bei  unendlich  wachsenden  n  ist  nach  der  Wallis'schen  Formel  Lim  fp{n) 
=  j/j«;  die  Grössen,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  werden  gleich 
und  es  bleibt 

0 

Nach  diesen  Erörterungen  dürfte  kein  Zweifel  sein,  dass  es  dem 
Verfasser  noch  sehr  an  derjenigen  Gewandtheit  und  Sicherheit  in  der  Füh- 
rung des  strengen  Calcüls  fehlt,  welche  heut  zu  Tage  von  einem  Schrift- 
steller des  analytischen  Faches  gefordert  werden.  Auf  der  anderen  Seite 
will  Referent  auch  nicht  verhehlen,  da^s  ein  Theil  d^s  Buches,  namentlich 
die  ersten  acht  Capitel ,  durch  ihre  klare  Darstellung  Nutzen  stiften  kön- 
nen. Vorzüglich  gut  sind  die  Figuren  gezeichnet  und  in  Holz  geschnitten^ 
überhaupt  ist  die  typographische  Ausstattung  eine  sehr  elegante. 

SCHLÖMILCH. 


^ 


Der  Elektromagnetismiii.  Von  Dr.  Julius  Dub.  Mit  120  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin,  Verlag  von  Julius  Sprin- 
ger, 1861. 
Die  physikalische  Literatur ,  insofern  sie  dem  Fortschritt  der  Wissen- 
schaft dient,  ist  in  Deutsehlatid  besser  orgaaisirt,  als  in  irgend  einem  an- 
deren Lande.  Zuerst  haben  wir  Zeitschriften  für  einzelne  Origin al abband- 
lungen.  Ferner  besitzen  wir  eine  Jahresschrift,  welche  eine  Uebersicht 
liefert  über  Alles,  was  die  Gesammtliteratnr  aller  Viilkei:  in  einem  Jahre 
Neues  bringt,  „die  Fortschritte  der  Physik,"  herausgegeben  von  der  Ber- 
liner physikalischen  Gesellschaft.  Eine  solehe  Zeitschrift  besitzt  keine 
andere  Nation;  sie  ist  für  den  Physiker  der  Gegenwart  unentbehrlich. 
Denn  es  erscheinen  jährlich  gegen  1500  physikalische  Abhandlungen, 
welche  Keiner  alle  lesen,  noch  weniger  studiren  kann.  Es  ist  deshalb 
Bedürfniss,  die  Quintessenz  aus  Allem  wissenschaftlich  zusammengestellt 
und  gesichtet  zu  haben;  dies  Bedürfniss  sucht  genannte  Zeitschrift  zu  be- 
friedigen. Nun  bleibt  noch  eine  dritte  Classe  von  Schriften  übrig,  welche 
die  Aufgabe  haben,  irgend  einen  Theil  der  Physik  nach  dem  gegenw&r* 
tigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  nmfassend  und  gründlich  dargestellt 
zu  liefern.  Diese  Aufgabe  soll  die  Encyclopädie  von  Karsten  lösen;  sie 
wird  es  aber  wohl  schwerlich  ia  dem  Maasse,  wie  es  einzelne  Werke  thun. 
Denn  Werke,  wie  das  von  Eieas  über  Reibungselektricität ,  der  Galvanis- 
mus  etc.  von  Wiedemann  und  der  Elektromagnetismus  von  Dub  sind  Pro- 
ducte  nicht  blos  langer  Studien  und  gründlicher  eigener  Forschungen,  son- 
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dern  auch  der  liebevollen  Hingabe  an  ein  einzelnes  Fach;  die  Bearbeiter 
der  Encyclopädie  aber  werden  gewählt  und  ausgesucht,  und  es  ist  die 
Frage,  ob  immer  der  Rechte  gefunden  wird.  Diese  schreiben  aus  Auftrag, 
jene  aus  innerem  Drange, 

Wenn  Referent  es  unternimmt,  über  das  Werk  von  Dnb  zu  be- 
richten, so  soll  darin  keine  Anmaassung  liegen;  vielmehr  fühlt  er  sich  ge- 
drungen, Andere  an  der  Freude  Theil  nehmen  zu  lassen,  welche  ihm  das 
Studium  des  genannten  Buches  gewährt  hat.  Wer  eine  solche  Schrift 
gründlich  beurtheilen  will,  muss  selbst  bedeutende  Studien  und  eigene 
Forschungen  in  dem  betreffenden  Fache  gemacht  haben ,  und  dem  Refe- 
renten kam,  um  seinen  Mangel  in  diesem  Punkte  wenigstens  einiger- 
maassen  zu  decken,  das  zu  Gute,  dass  fast  gleichzeitig  zwei  Schriften 
ähnlichen  Inhalts  und  fast  gleichen  Werthes  erschienen,  welche  er  nun 
mit  einander  vergleichen  konnte,  um  so  sein  Urtheil  zu  schärfen.  Der 
2.  Band  nämlich  des  Werkes  von  Wiedemann  handelt  auch  über  den  Elek- 
tromagnetismus,  in  welcher  Disciplin  bekanntlich  Wiedemann  ebenfalls 
bedeutend  gearbeitet  hat. 

Herr  Dub  hat  seine  Aufgabe  vortrefflich  gelöst  Er  behandelt  den 
Elektromagnetismus  mit  Ausschluss  seiner  praktischen  Anwendung  und 
der  elektromagnetischen  Rotationen,  um  so  ein  scharf  abgerundetes  Gebiet 
zu  haben ,  auf  welchem  er  sich  mit  voller  Freiheit  bewegt,  weshalb  auch 
die  Darstellung  eine  ganz  präcise  und  höchst  klare  ist.  Das  Werk  ist  des- 
halb Allen,  welche  sich  für  diesen  Zweig  der  Physik  aus  irgend  einem 
Grunde  interessiren  und  Freude  an  einer  wahrhaft  exacten  Darstellung 
haben ,  sehr  zu  empfehlen.  Es  hat  noch  einen  besonderen  Reiz  für  den 
Physiker,  insofern  es  zeigt,  dass  auf  diesem  Gebiete  in  den  letzten  40  Jah- 
ren wohl  mehr  Fortschritte  gemacht  worden  sind ,  als  in  irgend  einem  an- 
deren Theile  der  Physik;  denn  in  dieser  Zeit  ist  die  ganze  Disciplin  ent- 
standen, und  die  Menge  des  sicher  Erforschten,  namentlich  so  weit  es  von 
diesem  Gebiete  au«  zu  erreichen  war,  ist  gewiss  grösser,  wie  die  des  noch 
Ungewissen.  Dem  grossen  Eifer  der  Gelehrten  kam  freilich  auch  das  Zu- 
sammentreffen vieler  glücklicher  Umstände  zu  Hilfe.  Alle  Verfasser  phy- 
sikalischer Lehrbücher  können  nach  dem  Erscheinen  der  Werke  von  Dub 
und  Wiedemann  vieles,  die  meisten  wohl  das  Meiste  ihres  Capitels  über 
Elektromagnetismus  streichen.  Referent  hat  sich  dies  Capitel  nach  dem 
Studium  beider  Werke  in  einigen  der  besseren  Lehrbücher  angesehen  und 
entschuldigt  die  Verfasser  gern  wegen  der  vielen  Schwachheiten ,  welche 
sich  da  vorfinden,  wenn  sie  aus  den  Originalabhandlungen  die  Verbesse- 
rungen für  neue  Auflagen  zusammensuchen;  aber  nicht,  insofern  ihnen 
„die  Fortschritte  der  Physik*'  ein  passendes  Mittel  dazu  bieten. 

Herr  Dub  berücksichtigt  zwar  die  Literatur  nicht  in  dem  ausgedehn- 
ten Maasse,  wie  Herr  Wiedemann;  aber  keine  Hauptarbeit  scheint  ihm 
entgangen  zu  sein.     Auch  die  mathematische  Begründung  ist  bei  Wiede^^ 
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mann  umfassender  und  tiefer  gehend;  aber  die  Darstellung  ist  bei  Dnb 
weit  klarer  und  correcter*).  Dub  vermeidet  fast  ganz  den  höheren  Cnicfil, 
und  das  war  gewiss  passend,  um  dem  Werke  eine  möglichst  weite  Ver* 
breitung  zu  sichern ,  welche  es  so  sehr  verdient. 

Die  Eintheilung  des  Werkes  ist  eine  ganz  naturgemässe.  Im  1.  Ab- 
schnitte handelt  es  von  der  Nadelablenkung  durch  den  Strom  und  den  Ap- 
paraten zur  Messung  derselben;  im  2.  Abschnitte  von  den  Elektromagneten 
im  Allgemeinen  und  einigen  Sätzen  der  Indnction;  im  3.  vom  magnetischen 
Sättigungszustande  des  weichens  Eisens ;  diese  Abschnitte  bilden  die  Ein- 
leitung. In  den  vier  folgenden  Abschnitten  wird  der  Einflusa  der  Strom- 
stärke, der  galvanischen  Spirale,  des  Durchmessers  und  der  Länge  der 
Elektromagneten  auf  die  Kraft  derselben  behandelt;  diese  bilden  den 
eigentlichen  Kern  des  Werkes.  Im  8.  Abschnitte  wird  die  Form  der  Elek- 
tromagneten und  Anker,  im  9.  der  remanente  Magnetismus  und  im  10.  der 
Einflass  der  Zeit  auf  die  elektromagnetische  Kraft  besprochen;  sie  ent- 
halten Ergänzungen  zu  den  drei  vorigen,  welche  hier  unter  besonderen 
Ueberschriften  behandelt  sind,  um  den  Vortrag  dort  nicht  zu  stören.  Im 
11,  werden  die  Gesetze  der  Anwendung  des  Elektromagnetismus  festge- 
stellt und  der  12.  Abschnitt  enthält  eine  Becapitulation  des  Ganzen. 

Jeder  Abschnitt  des  Buches  ist  eine  gründliche  Abhandlung  historisch- 
kritischen Inhalts  in  echt  wissenschaftlicher  Darstellung.  An  den  ge- 
eigneten Stellen  finden  sich  die  mathematischen  Entwickelungen  und  theo- 
retischen Betrachtungen  eingeflochten.  Letztere  sind  auch  öfter  von  Au« 
deren  entlehnt  und  werden  dann  in  den  Worten  der  Verfasser  gegeben^ 
denen  Herr  Dub  seine  Ansichten  anknüpft.  Durch  diese  theoretischen 
Excnrse  erhält  das  Ganze  Abrundung  und  Klarheit,  sowie  durch  die  ma- 
thematischen Entwickelungen  Festigkeit  und  Eleganz«  Am  Ende  jedes 
Abschnittes  sind  die  Besultate  in  wenige  Sätze  zusammengedrängt;  jedoch 
liefert  der  Schlussabschnitt  keine  Wiederholung  dieser  Sätze,  sondern  eine 
selbstständige,  entwickelnde  Darstellung  des  Inhalts  des  ganzen  Buches. 
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**)  Wer  in  diesem  Urtheil  eine  Härte  gegen  Herrn  Wiedemann ,  der  sonst  In  sei- 
nem Werke  als  ein  recht  bedeutender  und  höchst  flcissiger  Physiker  hervortritt,  finden 
möchte ,  den  bitten  wir ,  Folgendes  zu  berücksichtigen.  Wer  über  rein  wissenschaft- 
liche Gegenstände  schreiben  will,  muss  doch  gewiss,  und  namentlich  in  ezacten 
Wissenschaften,  die  Bedentung  der  Wörter,  welche  er  gebraucht,  genau  kennen. 
Herr  W.  aber  weiss  entweder  den  Unterschied  zwischen  perpendicalär  (senkrecht) 
und  vertical  (lothrecht)  nicht,  oder  er  ist  zu  nachlässig  in  der  Darstellung.  Denn, 
um  nur  einige  Beispiele  zu  nennen ,  es  findet  sich  S.  68,  Z.  L  ▼.  6.  senkrecht  für  loth- 
recht; S.  71,  Z.  5  V.  n.  vertical  für  perpendiculär;  S.  86,  Z.  3  y.  u.  vertical  für  per- 
pendiculär;  S.  87,  Z.  8  v.  u.  vertical  für  perpendiculär;  S.  93,  Z.  9—10  vi  o.  vertical 
für  perpendiculär;  ebenso  Z.  15  und  23  ▼.  o.  auf  derselben  Seite  und  8. 100,  Z.  9  v.u.; 
S.  101,  Z.  15  V.  0.  senkrecht  für  lothrecht;  ebenso  S.  288,  Z.  8—9  v.  u.  und  S.  293, 
.  Z.  1 1  y.  u.,  und  das  sind  die  Beispiele  einer  Verwechslung  gedachter  Ausdrücke  lange 
nicht  alle.  Andere  Nachlässigkeiten  finden  sich  s.  B.  8.  71 ,  Z.  2  r.  o.,  wo  das  erste 
„in**  gestrichen  werden  muss ;  ferner  S.  299,  Z.  10 — 11  v.  o.,  wo  zwei  Mal  „Magnetis- 
mus des  Stabes"  in  demselben  Satze  steht.  Auch  die  Ueberschriften  S.  284  und  S.  323 
sind  schleppend  und  schief.  f^  t  ^ 
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Am  Schiasse  des  7.  Abschnittes  sind  die  Resultate  der  vier  Hauptab- 
schnitte in  mathematischen  Formeln  ausgesprochen,  welche  hier  stehen 
mögen.  Zur  Erl&nternng  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  man  unter  dem  „er- 
regten Magnetismus**  die  Gesammtmenge  desselben,  unter  „freiem**  da- 
•gegen  nur  den  nach  aussen,  in  die  Entfernung  wirkenden  Theil  versteht. 
„Tragkraft**  ist  die  Ansiehung  in  Berührung,  „Anziehung**  dagegen  die 
Ansiehung  in  kleinen  Entfernungen,  bei  Zwischenschiebung  einer  oder 
mehrerer  Papierdicken  zwischen  Magnet  und  Anker*  Eine  eingehendere 
Erörterung  dieser  Ausdrücke  würde  hier  zu  weit  führen. 

Bedeutet  also  S  den  in  jedem  Querschnitte  eines  Magneten  erregten, 
f  den  freien  Magnetismus  der  Erdflächen,  A  die  Anziehung  eines  geraden 
Elektromagneten  und  E  die  eines  Hufeisens;  femer  s  die  Stromstärke, 
w  die  Windungszahl  der  Spirale,  d  den  Durchmesser  und  /  die  Länge  des 
Kernes,  so  hat  man: 

1)  E=.i.w.yjl. 

Derselbe  Ausdruck  gilt  mit  einem  constanten  Factor  für  den  freien 
Magnetismus  der  Endflächen. 

Bedeutet  femer  k  den  kürzeren  Theil  des  geraden  Elektromagneten^ 
so  ist  der  in  jedem  Querschnitt  erregte  Magnetismus  (£)  und  die  Anzie- 
hung (^): 

2)  E^s.w.j/dk-,  A  =  E^  =  ^.n^.d.k. 

Bezeichnet  man  mit  F^  den  freien  Magnetismus  an  verschiedenen 
Stellen  der  Länge  des  Magneten,  so  erhält  man: 

3)  F.^s.fo./d  (/f—  }/k). 

Versteht  man  unter  A^  die  Anziehung  eines  Ankers ,  wenn  er  auf  ver- 
schiedenen Stellen  der  Länge  der  Elektromagneten  gesetzt  wird,  so  er- 
hält man : 

4)  A^  =  ^.n^.d(l—2}/lk  +  k). 
Endlich  ergiebt  sich  als  Anziehung  der  Hufeisen : 

5)  H^^.n^.d. 

Zar  Erzielung  dieser  Resultate  sind  die  jahrelangen,  angestrengten 
Bemühungen  vieler  bedeutender  Physiker  erforderlich  gewesen.  Manche 
Arbeiten  derselben  scheinen  jenen  Resultaten  zu  widersprechen;  indess 
hat  Herr  Dub ,  ausser  seinen  vielen  eigenen  experimentellen  Untersuchun- 
gen, auch  das  Verdienst  sich  um  die  Wissenschaft  erworben,  solche  zwei- 
felhaften Arbeiten  durch  eine  sorgfältige ,  oft  sehr  mühsame  Kritik  geläu- 
tert zu  haben,  so  dass  sie  dadurch  wichtige  Stützen  der  Theorie  geworden. 
Herr  Wiedemann  wirft  ihm  zwar  an  einer  Stelle  seines  Werkes  Willkür- 
lichkeit  bei  dieser  Kritik  ver;  diesen  Vorwurf  findet  Ref.  unbegründet*). 


*)  Wenn  Herr  Wiedemann  in  seinem  Werke  den  Elektromagnetismns  von  Dnb 
mehrfach  cirirt,  wie  konnten  denn  beide  Werke  fast  gleichseitig  erscheinen?  Der 
Widersprach  löst  sich  durch  folgende  Bemerkung.  Beide  Werke  tragen  auf  dem  Titel 
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Ein  Deutscher  mass  sich  beim  Studiam  des  Dub^schen  Baches  noch 
besonders  befriedigt  fühlen ,  indem  er  sieht ,  dass  auf  diesem  Gebiete  bei 
Weitem  am  meisten  von  Deutschen  geleistet  worden.  W.  Weber,  Gauss, 
Lenz  und  Jacobi,  J.  Müller,  Schweigger,  Poggendorff,  Hankel,  Dove, 
Magnus,  Moser,  Flücker,  Koosen,  Werthheim,  Ohm,  Fechner,  Sinsteden,  • 
Hipp,  Beetz,  Dub,  Wiedemann,  Frick,  Du  Bois  Beymond,  Baff  und 
Zaminer,  v.  Feilitsch,  Stöhrer  etc.  haben  mehr  oder  weniger  wichtige  Bei« 
träge  geliefert,  wogegen  die  Zahl  der  Ausländer  nur  gering  ist. 

Ein  kleines  Sündenregister  können  wir  Herrn  Dub  bei  aller  Anerken* 
nung  doch  auch  nicht  yorenthalten.  Er  hat  zwar  gut  corrigirt,  doch  sind 
noch  einige  Fehler  stehen  geblieben,  so  z.  B.  S.  81 ,  Z.  5  t.  o.  indicirt  füz 
inducirt;  S.  157,  Z.  11  t.  o.  ist  hinter  „bedeckt"  das  Komma  ausgelassen, 
wodurch  Unsinn  entsteht;  3.  110,  Z.  7  v.  o.  Elektrometers  statt  Elektro- 
motors; S.  110,  Z.  7  T.  0.  muss  merkbarer  für  merkbar  stehen;  S.  163,  Z.  19 
y.  u.  muss  wohl  12"  statt  12'  stehen.  Anderes  sind  wahrscheinlich  keine 
Druck-,  sondern  Schreibfehler,  so  z.  B.  hätte  doch  S.  79,  Z.  20  t.  u.  das 
Citat  von  Lenz  und  Jacobi  angedeutet  stehen  sollen ,  welches  später  zwei 
Mal,  S.  198  und  S.  245,  abgedruckt  ist;  S.  74  fehlt  hinter  dem  Worte  „An- 
zahl" das  Wort  „Windungen" ;  S.  183 ,  Z.  5  u.  7  t.  o.  muss  lothrecht  (ver- 
tical)  für  senkrecht  stehen;  S.  398  ist  12  schon  in  11  enthalten  und  15  ist 
unbestimmt. 

Des  Buches  Ausstattung  entspricht  dem  vortrefflichen  Inhalte. 

F.  Dellmann. 

Lehrbuoh  der  Experimentalphysik.    Von  Dr.  Edmund  Eülp,  Professor 
der  Physik  und  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbeschule  zu 
Darmstadt.   In  4  Bänden.  3.  Band:  Die  Lehre  von  der  Elektrici- 
tat  und  dem  Magnetismus.  Mit  100  Abbilduogen  im  Text.   Darm- 
stadt 1862.  Verlag  von  Johann  Philipp  Diehl. 
Der  vorliegende  3.  Band  des  Lehrbuchs  von  Külp,  von  dem  bereits 
die  beiden  ersten  Bände  in  der  Zeitschrift  besprochen  wurden ,  besteht  aus 
awei  Abschnitten.     Der  1.  Abschnitt  enthält  die  Lehre  von  der  Reibungs- 
elektricität ,  der  atmosphärischen  Elektricität ,  von  dem  Galvanismus  und 
von  dem  Magnetismus.   Der  2.  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  Elektro- 
magnetismus ,  der  Elektrodynamik ,  der  Inductionselektricität ,  der  Thermo- 
elektricität,  dem  Diamagnetismus  und  den  bemerkenswerthesten  elektro- 
physiologischen   Erscheinungen.      Wie    die    frtlher  besprochenen   Bände 
zeichnet  sich  ebenso  der  3.  Band  des  Külp'schen  Werkes  durch  die  gleich- 
massige  und  vollständige  Berücksichtigung  aller  elektrischen  und  magne- 
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die  Jahresxahl  1801 ,  und  dennoch  erschien  das  Dab*8che  Werk  etwa  ein  Jahr  früher. 
Dadurch  iat  es  Herrn  W.  möglich  geweaon ,  bei  der  Ausarbeitung  seines  Buches  auf 
den  letsten  sechs  Bogen  (so  weit  es  erschienen)  das  Dub*sche  Werk  su  benutzen. 
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tischen  Erscheinungen ,  sowie  durch  die  richtige  and  sewandte  Herleii;ang 
der  Lehrsätze  aus  den  angeführten  Experimenten  ans.  Nimmt  nnn  das 
Lehrhnch  durch  Auswahl,  Quantität  und  Behandlung  des  Stoffes  für  sich 
ein,  so  gefftllt  es  nicht  minder  durch  die  elegante  äussere  Ausstattung:  das 
Papier  ist  vortrefflich ,  der  Druck  Usst  nichts  zu  wünschen  übrig  und  die 
Holsschnitte  zeichnen  sich  ganz  vorzüglich  durch  Sauberkeit  in  der  Aus- 
führung aas.  Auch  der  3.  Band  empfiehlt  sich  daher  allem  Vorigen  ge- 
mäss als  recht  geeignet  zum  Gebrauch  beim  phTsikalischen  Unterricht  und 
zum  Selbststudium.  Dr.  Kahl. 


Orandzttge  dar  atoiniiitisohen  WftrmafheoTia,  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  specifische  Wärme  der  Körper.  Von  Dr.  Zebnikow« 
Erfurt,  Carl  Villaret.   1862.   8.   173  8. 

Der  bereits  durch  eine  Theorie  der  Dampfmaschinen  (Braunschweig 
1857)  bekannte  Verfasser  unternimmt  es ,  gegenüber  der  gegenwärtig  fast 
allgemein  angenommenen  mechanischen  Wärmetheorie  eine  Darstellung 
der  theoretischen  Wärmelehre  zu  geben ,  welche  von  der  Hypothese  eines 
Wärmestoffs  von  unveränderlicher  Quantität  ausgeht.  Ohne  uns  zunächst 
durch  die  Form,  in  welcher  diese  „atomistische^^  Wärmetheorie  vom  Ver- 
fasser vorgetragen  wird,  abschrecken  zu  lassen,  heben  wir  die  wesent- 
lichen Orundsätze  derselben  und  diejenigen  Resultate ,  welche  für  die  Ver- 
gleichung  mit  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  Interesse  sind,  hervor. 

Der  Verfasser  denkt  sich,  wie  bereits  vielfach  geschehen  ist,  die  Ma- 
terie zusammengesetzt  aus  ponderabeln  Atomkernen,  umgeben  von  Aether- 
hüllen ,  welche  durch  Anziehung  um  die  Kerne  verdichtet  sind.  Die  in  dem 
Körper  enthaltene  Wärmemenge  ist  der  Quantität  des  vorhandenen  Aethers 
proportional.  Die  materiellen  Atomkerne  ziehen  sich  gegenseitig  an ,  die 
Aethertheilchen  stossen  einander  ab  und  zwar  ist  die  Spannung  des  Ae* 
thers  in  jedem  Punkte  seiner  Dichtigkeit  proportional.  Dichtigkeit  und 
Spannung  nehmen  mit  der  Entfernung  von  dem  den  Aether  anziehenden 
Atomkern  ab.  Der  Spannung  an  der  äusseren  Oberfläche  der  Aeth er- 
hüll e  entspricht  der  äussere  Druck,  unter  welchem  der  Körper  steht. 
Die  an  der  Oberfläche  des  Atomkernes  stattfindende  Aetherspannung 
ist  die  „absolute  Temperatur *^  Das  Volumen  des  ganzen  Körpers 
ist  wesentlich  von  dem  Volumen  der  an  einander  grenzenden  Aetherhüllen 
bedingt.  Soll  daher  das  Volumen  zunehmen,  während  die  Temperatur, 
also  die  Spannung  der  Dichte  des  Aethers  an  der  Oberfläche  der  Atom- 
kerne, constant  bleibt,  so  muss  dem  Körper  eine  der  Volumen vergrösse- 
rung  entsprechende  Aether-  oder  Wärmemenge  zugeführt  werden.  Diese 
Wärme  heisst  „latente  oder  gebundene  Wärme".  Bei  der  Volumenzunahme 
kann  nun  eine  äussere  Arbeit  geleistet  werden,  welche  der  gebundenen 
Wärmemenge  proportional  ist    Dieselbe  Wärmemenge  wird  aber  auch  i{fi6 
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bunden,  wenn  die  Expansion  ohne  Arbeitsleistang  erfolgt;  der  Sats  der 
Aequivalenz  der  Arbeit  und  Wärme  lantet  also  bo  ,  dass  eine  gewisse  Ar« 
beitsmenge  geleistet  werden  kann,  wenn  eine  gewisse  Wärmemenge  ge* 
bnnden  wird  (S.  12  — 13).  Die  Wärmemenge,  welche  einem  Körper  zv* 
geführt  werden  mnss ,  nm  denselben  ans  einem  bestimmten  Anfangsznstaad 
in  einen  bestimmten  Endzustand  überzuführen ,  ist  daher  immer  dieselbe 
und  von  der  Art  der  Ueberfühmng  unabhängig.  Die  Herleitung  der  Fun- 
damentalgleichung 3)  auf  Seite  30 

dp      dv 
beruht   demnach  auf  einem  einfachen  Bechenfehler.     Nach  der  Voraus- 
setzung des  Verfassers  ist  nämlich  die  zugeftthrte  Wärmemenge 

dQ  =  Xdp+Ydv 
ein  vollständiges  Differential,  und  nicht,  wie  der  Verfasser  annimmt, 

dü=iXdp  +  {Y—Ap)dv, 
welche  letztere  Annahme  dem  Grundsatz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie  entsprechen  würde ,  wonach  die  Wärmemenge  Ap  dv  zur  Leistung 
äusserer  Arbeit  verbraucht  wird. 

Es  ist  mithin  nach  der  Theorie  des  Verfassers 

dp      dv 
und  die  Gleichung  3)  nebst  allen  aus  derselben  in  den  folgenden  Capiteln 
gezogenen  Folgerungen ,  die  Bestimmung  des  Wärmeäquivalents  u.  s.  w. 
sind  falsch. 

Von  besonderem  Interesse  wird  es  sein ,  zu  untersuchen ,  wie  sich  die 
Theorie  des  Herrn  Zernikow  denjenigen  Punkten  gegenüber  verhält ,  wel- 
che die  Mehrzahl  der  Physiker  gegenwärtig  zum  Aufgeben  der  sto£Flichen 
und  zur  Annahme  der  mechanischen  Wärmetheorie  bestimmt  haben«  Da 
die  latente  Wärme  in  der  Theorie  des  Verfassers  im  Allgemeinen  an  die 
Stelle  der  verbrauchten  Wärme  tritt,  so  stimmen  im  Ganzen  die  Besultate 
beider  Theorien  Überein ,  wenn  die  Verminderung  mit  Arbeitsleistung  er- 
folgt, weichen  hingegen  von  einander  ab,  wenn  dieselbe  ohne  Arbeits- 
leistung stattfindet. 

Für  den  Joule^schen  Fundamentalversuch  bemüht  sich  der  Verfasser 
Seite  45  eine  gezwungene  Erklärung  zu  geben,  indem  er  zunächst  an- 
nimmt, dass  vor  der  Herstellung  der  Verbindung  beider  Becipienten  der 
leere  Baum  bereits  vor  den  Gefäss wänden  Aether,  d.  h.  Wärme  aufge- 
nommen habe ,  was  also  auf  die  selbst  von  der  stofflichen  Wärmetheorie 
längst  widerfegte  Annahme  einer  Wärmecapacität  des  leeren  Raumes  zu- 
rückführen würde ,  und  da  ihm  selbst  diese  Erklärung  nicht  zu  genügen 
scheint,  nimmt  er  dann  eine  weitere  Wärmeaufnahme  von  den  Gefäss- 
wänden  nach  dem  Einströmen  des  Gases  an.  Dem  Verfasser  scheint  nicht 
bekannt  gewesen  zu  sein,  dass  von  Joule  auf  calori metrischem  Wege 
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nachgewiesen  worden  ist,  dass  bei  der  Expansion  ohne  Arbeitsleistung 
kein  Wärmeyerbranch  stattfindet,  indem  gerade  der  die  comprimtrte  Luft 
enthaltende  Becipient  aus  dem  umgebenden  Wasser  eine  gewisse  Wärme- 
menge aufnimmt,  während  der  andere,  anfänglich  luftleere  eine  eben  s.o 
grosse  Wärmemenge  an  das  umgebende  Wasser  abgiebt 

Die  Reibungswärme  erklärt  der  Verfasser  Seite  21  nach  Art  der 
alten  Theorie  durch  die  Verdichtung  der  geriebenen  Körper  und  Com- 
pression  der  zwischen  denselben  befindlichen  Luft.  Der  Dav/^sche  Fun- 
damentalversuch  wird  Seite  22  mit  den  Worten  erwähnt :  „Eis  enthält  noch 
Wärme;  zwar  gegen  einander  geriebene  Eisstücke  müssen  daher  Wärme 
entwickeln  —  sie  können  nach  Davj  dadurch  zum  Schmelzen  gebracht 
werden."  Der  Verfasser  scheint*  sich  die  Gründe  der  Beweiskraft  des 
Davy'schen  Versuches  nicht  hinreichend  vergegenwärtigt  zu  haben.  Der 
Versuch  wurde  bekanntlich  im  luftleeren  Räume  angestellt.  Die  speci- 
fische  Wärme  des  flüssigen  Wassers  aber  ist  grösser,  als  die  des  festen 
Eises ,  was  die  stoffliche  Wärmetheorie  schon  zur  Erklärung  der  latenten 
Sehmelzwärme  annehmen  muss. 

Sehen  wir  ferner,  was  der  Verfasser  (S*  26)  über  Wärmestrahlung 
sagt.  Während  die  Leitung  der  Wärme  in  einem  Abfliessen  des  Aethers 
von  einem  materiellen  Atomkern  zu  dem  benachbarten  besteht,  wird  bei 
.  der  Strahlung  „die  Spannung  des  Aethers  von  einem  Punkte  aus  fortge- 
pflanzt, ohne  dass  die  Temperatur  der  einzelnen  Theile  des  Gases  ge* 
ändert  wird".  Wie  man  sich  diese  Fortpflanzung  der  Spannung  des  Aethers 
ohne  den  Aether  selbst  denken  soll,  bleibt  im  Unklaren.  An  ein  Abfliessen 
des  Aethers  in  anderer  Weise  wie  bei  der  Leitung  kann  der  Verfasser  doch 
wohl  nicht  ^gedacht  haben.  Nach  der  durchgängigen  Analogie  der  Er- 
scheinungen der  Fortpflanzung,  Interferenz,  Polarisation  u.  s.  w.  der 
Wärme-  und  Lichtstrahlen  wird  derselbe  nicht  umhin  können,  die  Fort- 
pflanzung der  strahlenden  Wärme  durch  transversale  Aetberschwingungen 
anzunehmen.  Woher  kommt  nun  aber  die  Temperaturerhöhung  des  be- 
strahlten Körpers,  da  die  Temperatur  oder,  was  nach  dem  Verfasser  das- 
selbe ist,  die  Spannung  der  AetherhüUen  nicht  vergrössert  werden  kann, 
ohne  Zuführung  von  Wärmestoff,  eine  Wellenbewegung  aber  weder  nicht 
vorhandenen  Wärmestoff  erzeugen,  noch  die  Quantität  des  vorhandenen 
vergrössern  kann? 

Aus  dem  Capitel  über  den  Wasserdampf  heben  wir  das  von  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  abweichende  Resultat  (S.  68)  hervor,  wonach 
bei  Compression  gesättigten  Dampfes  Wasser  niedergeschlagen  werden, 
bei  der  Expansion  hingegen  der  gesättigte  Dampf  in  überhitzten  übergehen 
soU^  gleichviel  ob  er  dabei  Arbeit  leistet  oder  nicht.  Clausius  hat  bekannt- 
lich aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  den  Fall,  dass  die  Expansion 
mit  Arbeitsleistung  erfolgt,  das  entgegengesetzte  Resultat  gefolgert  Die 
bekannte  Erfahrung,   dass  der   aus  dem  Ventil   eines  Hochdruckdampf-^ 
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kesseis  strömende  Dampf  trocken  ist ,  würde  ans  beiden  Theorien  folgen. 
Gegen  die  von  Clansius  gegebene  Erklärung  dieser  Erscheinung  macht  der 
Verfasser  zwar  Einwendungen ,  erstens  die ,  dass  der  in  die  Atmosphäre 
stoömende  Dampf  doch  Arbeit  leiste ,  indem  er  den  Luftdruck  überwinde, 
und  zweitens ,  dass  Clausius  die  Arbeit  yemachlässige ,  welche  der  Dampf 
zu  seiner  eigenen  Bewegung  verbraucht. 

Nachdem  wir  im  Bisherigen  die  atomistische  mit  der  mechanischen 
Wärmetheorie  in  einigen  wesentlichen  Punkten  verglichen,  würde  es  uns 
obliegen,  auf  die  Darstellung  des  Verfassers  im  Einzelnen  einzugehen. 
Leider  aber  bietet  sich  hier  der  Kritik  eine  solche  Fülle  von  Stoff,  dass 
wir  keinerlei  Anspruch  auf  Vollständigkeit  machen ,  sondern  nur  einzelne 
charakteristische  Stellen  hervorheben  können. 

Seite  4  finden  wir  die  wenig  plausible  Annahme,  daas  die  anziehende 
Kraft  der  Körperatome  gegen  den  Aether  unabhängig  ist  von  der  Masse 
des  anziehenden  Körpers. 

Seite  5  findet  der  Verfasser ,  dass  die  Wirkung  der  Anziehung  einet 
Körperatoms  gegen  den  Aether  nach  der  dritten  Potenz  der  Entfernung 
abnimmt  und  folgert  daraus  —  nach  welchen  mechanischen  Principien?  — 
dass  die  Spannung  des  Aethers  ebenfalls  nach  der  dritten  Potenz  der  Ent^ 
fernung  vom  Anziehungsmittelpnnkt  des  Körperatoms  abnehmen  müsse.  — 
Was  versteht  der  Verfasser  Seite  24  unter  einem  „Druck  rechtwinklig  zu 
jedem  Punkte  des  Volumens?**  Der  Beweis  des  Mariotte'schen  und  Gaj- 
Lussac^schen  Gesetzes  S.  28 — 20  hätte  füglich  erspart  werden  können ,  da 
dem  Aether,  dessen  Volumen  allein  das  Volumen  des  Gases  bedingt,  ex 
hypoikesi  schon  (S.  9)  die  Eigenschaft  beigelegt  ist,  dass  der  Druck  der 
Dichte  proportional  sei,  und  da  die  Temperatur  Seite  ^  mit  Hilfe  des  Gay- 
Lussac*schen  Gesetzes  definirt  ist.  Auf  Seite  35  ist  davon  die  Rede ,  dass 
die  Spannung  von  der  Oberfläche  des  Atomkernes  bis  zur  Oberfläche  der 
AetherhüUe  nach  irgend  einer  „Function  des  Volumens**  abnehme  —  soll 
wohl  heissen:  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  des  Atomkernes  —  doch 
werden  weiterhin  S.  38  sogar  Integrationen  dieser  Function  des  Volumens 
vorgenommen.  Die  Formel,  welche  S.  38 — 39  als  identisch  mit  dem  von 
Camot  aufgestellten  Princip  bezeichnet  wird ,  hat  mit  diesem  in  der  That 
nicht  das  Geringste  gemein,  indem  der  Carnot'sche  Satz  sich  auf  die 
Wärmemenge  bezieht,  welche  aus  einem  Körper  höherer  Temperatur  zu 
einem  Körper  niederer  Temperatur  in  einen  Kreisprocess  übergeführt 
wird,  bei  welchem  der  vermittelnde  Körper  keine  bleibenden 
Veränderungen  erleidet,  beim  Verfasser  hingegen  von  der  in  dem 
vermittelnden  Körper  selbst  enthaltenen  Wärme  die  Bede  ist,  welcher  sich 
ausdehnt  und  dabei  seine  Temperatur  erniedrigt,  also  in  einen  bleibend 
veränderten  Zustand  übergeht.  Gegen  den  „unumstösslichen**  Grundsatz, 
dass  die  Quantität  der  überhaupt  vorhandenen  Wärme  eine  unveränder- 
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liehe  Grösse  sei ,  hat  Übrigens  auch  Carnot  begründete  Zweifel  geäussert, 
wiewohl  er  denselben  in  seiner  Darstellang  beibehalten  hat. 

Im  zweiten  Theil  der  Schrift  des  Verfassers  findet  man  eine  Dar- 
stellung der  elementaren  Grundsätze  der  Stöchiometrie  vereinigt  mit  den 
aus  der  „atomistischen  Wärmetheorie''  sich  ergebenden  Folgerungen  über 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Wärmecapacität ,  dem  Atomyolumen  und 
der  chemischen  Zusammensetzung  der  Körper.  Eine  nähere  Beleuchtung 
dieses  Theiles  möge  nach  dem  Vorhergehenden  dem  Berichterstatter  er- 
lassen bleiben.  E.  Jochmann. 


Heber  die  Aufgabe,  die  Methode  und  das  Ziel  der  physikalischen  7or- 
sdhung;  nebst  einem  Anhange:  Einige  Beziehungen  der  Natur* 
Wissenschaften  zum  socialen  Leben  und  zur  Philosophie  und 
Theologie.  Von  Dr.  C.  F.  Dietzel.  (Im  Programm  des  Gym- 
nasiums und  der  Realschule  in  Zittau  1802). 
Der  Verfasser  legt  in  der  44  Quartseiten  zählenden  Abhandlung  sei- 
nen Berufsgenossen  die  Frttchte  eines  eifrigen  Studiums  der  Geschichte 
der  indnctiren  Wissenschaften  vor,  sowie  seine  Ideen  über  die  Beziehung 
der  Naturwissenschaften  zum  socialen  Leben ,  zur  Philosophie  und  Theo- 
logie. Demjenigen,  der  den  Verfasser  und  die  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften kennt,  wird  das  Urtheil  nicht  unerwartet  kommen,  dass 
die  eigentliche  Abhandlung ,  die  sich  über  die  Aufgabe,  die  Methode  und ' 
das  Ziel  der  physikalischen  Forschung  verbreitet,  namentlich  durch  die 
Hände  des  Verfassers  zu  einer  sehr  interessanten  und  lehrreichen  Leetüre 
geworden  ist.  Im  Anhange  der  Abhandlung  weist  der  Verfasser  nach, 
dass  die  Selbstüberhebung,  welche  einzelne  naturwissenschaftliche  Ge- 
lehrte zu  religiösem  Unglauben  geführt  hat,  keineswegs  in  der  Methode 
der  Naturwissenschaften  begründet  liegt,  und  zeigt,  wie  die  letzteren 
neben  ihrem  Gebiet  der  sinnenfälligen  Dinge  das  grosse  Gebiet  der  Ideen- 
welt erblicken ,  welches  sie  eben  ihrer  Bescheidenheit  und  Wahrheitsliebe 
wegen  nicht  berühren.  Wir  unterlassen  nicht,  auf  die  gediegene  Abhand- 
lung aufmerksam  zu  machen  und  wünschen  von  Herzen ,  dass  sie  dem  nur 
allzu  häufigen  Loose  von  Programmenabhandlungen  entgehe,  unbeachtet 
zu  bleiben;  vielleicht  bewahrt  sie  davor  der  allgemein  interessante  Gegen- 
stand, sowie  die  verständliche,  von  allem  speciellen  wissenschaftlichen 
Apparat  freie  Deductlon.  Dr.  Kahl. 


Orunditlge  einer  wiiie&sohaftliohon  Darstdlung  der  Geometrie  des  Maaties. 

Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Oscar  Schlömilch,  Professor  der  höheren 
Mathematik  und  analytischen  Mechanik  an  der  königl.  sächs. 
polytechnischen  Schule  zu  Dresden.    2.  Theil:  Geometrie  des 
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Raumes.  Zweite  yerbesserte  Auflage.  Mit  in  den  Text  gedruck- 
ten Holsschnitten.  Eisenach ,  Verlag  von  Friedr.  Baerecke  (Hof- 
buchhandlung). 8.  1862. 
Vorrede  zur  zweiten  Auflage.  Obscbon  das  Torliegende  Lehr- 
buch seit  einer  fieihe  von  Jahren  in  mehreren  Schulen  eingeführt  ist,  so 
sind  mir  doch  nur  sehr  wenige  Bemerkungen  gegen  die  Auswahl  und  An- 
ordnung des  Materiales  zugekommen,  und  ich  hatte  daher  keinen  Grand^ 
in  dieser  Beziehung  wesentliche  Aenderungen  Torzunehmen*  Dagegen 
habe  ich  auf  Wunsch  mehrerer  erfahrener  Schulmänner  die  Deductionen 
des  ersten  Capitels  strenger  gefasst  und  durch  eine  grössere  Anzahl  von 
Figuren  anschaulicher  zu  machen  gesucht.  Ferner  wurde  in  §.  10  Stei- 
ner^ s  Beweis  für  den  Euler'schen  Satz  von  den  Polyedern  durch  den 
von  August  gegebenen  Beweis  ersetzt,  welcher  an  Einfachheit  und  An- 
schaulichkeit jedem  anderen  überlegen  sein  dürfte.  Auch  das  Prismatoid 
und  dessen  Inhaltsbestimmung  sind  aufgenommen  wurden.  Eine  bedeu- 
tende Umarbeitung  hat  das  Capitel  von  den  Kegelschnitten  erfahren.  Die 
stereometrische  Bedeutung  der  Directrix  veranlasste  mich  nfimlich,  die 
allgemeinen  Eigenschaften  aller  Kegelschnitte  voranzustellen  (§.  20)  und 
erst  nachher  die  Parabel ,  Ellipse  und  Hyperbel  einzeln  abzuhandeln ,  wo- 
durch die  ganze  Lehre  an  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  wesentlich 
gewinnt.  Bei  der  Hyperbel  habe  ich  die  Eigenschaften  der  Asymptoten 
weiter  als  früher  entwickelt  und  daran  die  Quadratur  der  Hyperbel  ge« 
knüpft. 

Dresden  I  im  April  1802.  Schlömilch. 


Haadbucb  dar  algebraisehan  Analysis  von  Dr.  Oscar  Schlöicilch,  Pro- 
fessor der  höheren  Mathematik  an  der  königl.  sächs.  polytech- 
nischen Schule  zu  Dresden.     Dritte  verbesserte  und  durch  einen 
Anhang  vermehrte  Auflage.    Mit  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten.  Jena,  Druck  und  Verlag  von  Fr.  Frommann.  8.   1862» 
Vorrede  zur  dritten  Auflage.     Als  ich  in  der  Vorrede   zur 
zweiten  Auflage  erklärte ,  dass  ich  der  sogenannten  algebraischen  Analysis 
keine  eigentliche  wissenschaftliche  Berechtigung ,  sondern  nur  das  Inter- 
esse zugestehen  könne,  welches  die  genauere  Bearbeitung  jedes  bestimmt 
abgegrenzten  Wissensgebietes  für  sich  hat,  glaubte  ich  nicht  an  die  Mög- 
lichkeit einer  ferneren  Auflage  des  vorliegendes  Werkes.     Wenn  gleich- 
wohl eine  dritte  Auflage  nothwendig  geworden  ist,  so  scheint  dies  zu  be- 
weisen, dass  jenes  Interesse  sich  über. einen  grösseren  Kreis  von  Lesern 
erstreckt,  und  es  hat  mich  diese  Thatsache  ermuthigt,  noch  einmal  Hand 
ans  Werk  zu  legen. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  und  der  allgemeine  Gedankengang  sind 
ungestört  geblieben ;  um  aber  eine  kürzere  und  präeisere  Darstellung  zu 
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gewinnen  und  um  gleichzeitig  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  Rech- 
nung zu  tragen,  habe  ich  die  ersten  zwölf  Capitel  fast  gttnzlich  umge- 
arbeitet. Das  nächste  Zeugniss  hiervon  giebt  Capitel  II,  worin  die  haupt- 
sächlichsten Orenzwerthe  auf  einfachere  und  elegantere  Weise  als  früher 
abgeleitet  sind.  Die  geometrischen  Anwendungen  der  Lehre  von  den 
Orenzwerthen  (Quadraturen  und  Cubaturen)  wurden  auf  den  Begriff  des 
mittleren  Werthes  einer  Function  gegründet  (Capitel  IV) ,  welcher  seine 
Bedeutung  auch  dann  noch  behält,  wenn  man  jene  Anwendungen  weg- 
lassen will.  In  der  Lehre  von  der  Convervenz  der  unendlichen  Keihen 
sind  die  §§.  27,  ^  und  80  hinzugekommen,  womit  diese  Theorie  zu  einem 
gewissen  Abschlüsse  gelangt.  Bei  den  unendlichen  Reiben  in  Capitel 
VI  —  IX  habe  ich  überall  eine  Restuntersuchung  vorgenommen,  einerseits 
um  für  die  numerische  Summirnng  die  Fahleirgrenze  zu  bestimmen,  ande- 
rerseits um  nachherige  Grenzenübergänge  mit  Sicherheit  ausführen  zu 
können,  denn  bekanntlich  ist  der  Grenzwerth  von  der  Summe  einer  un- 
endlichen Reihe  nicht  immer  identisch  mit  der  Summe  von  den  Grenz- 
werthen  der  einzelnen  Summanden.  Dass  hierdurch  manche  neue  Be- 
trachtungsweise nothwendig  wurde  (wie  z.  B.  in  den  §§.  45  und  46) ,  ver- 
steht sich  von  selbst;  hoffentlich  sind  mit  diesen  und  einigen  weiteren 
Aenderungendn  den  Gapiteln  X  und  XI  alle  Anforderungen  an  die  wissen- 
schaftliche Strenge  befriedigt. 

Auf  Wunsch  mehrerer  erfahrener  Freunde  habe  ich  anhangsweise  die 
Theorie  der  höheren  Gleichungen  so  weit  entwickelt ,  als  dies  auf  elemen- 
tarem Wege  geschehen  konnte;  ich  will  nur  wünschen,  dass  mein  Buch 
dadurch  an  Brauchbarkeit  gewonnen  haben  möge. 

Dresden,  im  October  1861.  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Dtr  Chrnttnioteiir.  Ein  Handbuch  snm  Gebrauche  beim  Maschinen -Ent- 
werfen, fUr  MaBcbinen-  und  Bau  -  Ingenieure ,  Fabrikanten  und 
technische  Lehranstalten.  Von  J.  Reuleaux  ,  Professor  der 
Masefainenbaukande  am  eidgenössischen  Poljtechnicum  in  Zürich. 
Mit  diesem  Werke  wird  deoi  technischen  Publikum  meines  Wissens 
sum  ersten  Male  ein  Handbuch  cum  Gebrauche  beim  Maschinen- Entworfen 
übergeben.  In  der  Vorrede ,  welche  sehr  beachtenswerth  ist,  hat  der  Ver- 
fasser sieh  über  die  leitenden  Ideen  und  über  Zweck  und  Ziel  seiner  Ar- 
beit hinreichend  ausgesprochen.  Es  dürfte  darin  besonders  hervorzuheben 
sein,  dass  über  den  Gegensatz  von  Theorie  und  Praxis,  der  leider  noch  im- 
mer zu  bestehen  scheint ,  sehr  viel  Treffendes  und  Wahres  gesagt  ist.  Das 
Bedürfniss,  den  üblen  Einfluss  der  Ideen  von  der  Unvereinbarkeit- der 
Theorie  und  Praxis  verschwinden  zu  machen,  ist  von  bedeutenden  Män- 
nern schon  lüngst  anerkannt  und  öffentlich  ausgesprochen  worden.  Man 
lese  nur  die  ^^Freliminary  Disseriulion*'*'  in  dem  vortrefflichen  Werke:  „^ 
Manual  of  applied  Meekanics  by  W.  /.  M.  RankineJ'^  Ferner  hat  sich 
Liebig  bei  verschiedenen  Gelegenlieiten  schön  und  kräftig  hierüber  ausge- 
sprochen, z.  B.  wenn  er  sagt:  die  Wissenschaft  macht  die  Naturkräfte  zu 
Dienern  des  Menschen ,  au  Unterthanen  seiner  Handlungen.  Der  Empiri- 
ker stellt  sich  in  gleicher  Höhe  mit  einem  untergeordneten  und  unwissen- 
den Wesen;  er  wendet  nur  einen  Theil  seiner  Macht  zum  Wohle  der 
Menschheit  an.  Sein  Wille  wird  durch  die  Thatsachen  beherrscht,  wäh- 
rend er  bei  wahrer  Einsicht  in  ihre  verborgenen  Ursachen  sie  beherrschen 
könnte.  Ebenso  wenn  er  sagt:  die  technischen  Schulen  sind  nicht  als  eine 
Substitution  für  die  Praxis  vorhanden,  sondern  sind  als  ein  Mittel  zu  be- 
trachten, die  Praxis  einsichtsvoller,  wirksamer  und  wohlthätiger  zu  machen. 
Die  Förderer  und  Beschützer  der  polytechnischen  Schulen  sind  überzeugt, 
dass  die  Saat  nicht  wachsen  wird,  wenn  das  Land  durch  den  praktischen 
Landmann  nicht  gut  bestellt;  sie  schlagen  ihm  aber  vor,  das  Land  erst  zu 
düngen ,  damit  beim  Pflügen  der  Dünger  in  den  Boden  einziehe  und  er  da- 
durch fruchtbarer  werde«  (P'l^^^r-ü^lZ 
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Das  vorliegende  Handbuch  ist  eigentlich  noch  zn  jung,  um  schon  jetst 
anf  seine  praktische  Brancbbarkeit  geprüft  sein  zu  können.  Dazu  gehört 
Zeit  und  vielfacher  Gebrauch  des  Buches,  damit  seine  Stärken  und  Schwä- 
chen und  die  Grenzen  seiner  Brauchbarkeit  zum  Vorschein  kommen.  Gleich- 
wohl finde  ich  mich  veranlasst,  schon  jetzt  meine  Ansichten  über  dieses 
Werk  auszusprechen.  Einmal  weil  ich  mich  schon  lange  für  die  Bestre- 
bungen des  Verfassers  lebhaft  interessire,  und  anderweitig,  weil  ich  bei 
meinem  Unterrichte  zuweilen  auf  des  Verfassers  älteres  Werk:  „Die 
Constructionslehre  für  den  Maschinenbau'*,  Bezug  nehme;  daher  die  An- 
schauungsweisen des  Verfassers  in  seinem  neuen  Werke  mir  schon  mehr 
bekannt  sind. 

Es  liegt  zwar  nahe,  den  „  Constructeur*S  so  ist  das  Handbuch  betitelt, 
als  einen  Ausizug  des  älteren  Werkes  anzusehen;  besonders  wenn  man  die 
dritte  und  vierte  Lieferung  des  letzteren  mit  der  zweiten  Hälfte  des  neuen 
Handbuches  flüchtig  vergleicht.  Dem  ist  aber  nicht  so  und  obwohl  es  et- 
was sonderbar  klingt,  so  ist  es  gut,  dass  der  Verfasser  keinen  Auszug  ge- 
liefert, sondern  viele  wichtige  Capitel  gänzlich  neu  umgearbeitet  oder  we- 
sentlich bereichert,  respective  vereinfacht  hat.  Der  „Constructenr"  ist  als 
eine  zum  Theil  neue  und  verbesserte  Arbeit  des  Verfassers  anzusehen,  wo- 
ran man  deutlich  wahrnehmen  kann ,  wie  sehr  sich  derselbe  es  hat  angele- 
gen sein  lassen ,  Kürze  und  Klarheit  mit  bequemer  Anwendbarkeit  zu  ver- 
binden. 

Aus  dem  Inhaltsverzeichnisse  ergiebt  sich  die  Anordnung  und  die 
Menge  des  Stoffes,  weicheren  drei  Abschnitten  behandelt  wird. 

Der  erste  und  zweite  Abschnitt  enthalten  das  Wichtigste  und  Wesent- 
lichste des  Buches.  Es  beschäftigt  sich  der  erste  Abschnitt  mit  der  Festigkeits- 
lehre, worin  die  bekannte  Anschauungsweise  des  Verfassers,  nämlich  die 
Elasticitätsgrenzen  statt  der  Bruchfestigkeiten  in  Beziehungen  zu  bringen, 
consequent  bis  auf  einige  Fälle  (Zerknickungsfestigkeit)  durchgeführt  ist. 
Theoretisch  ist  diese  Anschauungsweise  gewiss  die  richtigere;  praktisch 
hat  sie  aber  in  vielen  Fällen  keinen  höhern  Werth,  als  die  noch  häufig  in 
Anwendung  sich  befindliche  ältere  Anschauungsweise,  welche  von  der 
Bruchfestigkeit  und  einem  angemessenen,  aus  guter  Construction  abgeleite- 
ten Sicherheitsgrade  ausgeht.  Ich  finde  daher  den  Werth  dieses  ersten 
Abschnittes  weniger  in  der  Durchführung  der  bezeichneten  Anschauungs- 
weise, als  in  der  Reichhaltigkeit  und  übersichtlichen  Darstellung  Alles  des- 
sen ,  was  bei  verschiedenen  Ansprnchnahmen  der  Körper  in  Betracht  gezo- 
gen werden  kann.  Es  sind  sogar  einige  Fälle  der  zusammengesetzten 
Festigkeit  aufgenommen.  Ich  bin  kein  Freund  dieser  sogenannten  zusam- 
mengesetzten Festigkeit  und  sehe  daher  diesen  Beitrag  mehr  zur  Vervoll- 
ständigung der  systematischen  Aufführung  vorkommender  Fälle,  als  grossen 
Nutzen  bringend,  an. 

Der   zweite  Abschnitt  ist  der  reichhaltigste  und  behandelt  die  Cou- 
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struciionen  der  Maschine nelemente.  Der  Verfasser  giebt  in  der  Vorrede 
selbst  ausführlich  an,  was  als  neu,  respective  umgeändert  und  eigenthüra- 
lieh  anzusehen  ist  So  stossen  wir  zuerst  auf  die  Regeln  f(ir  die  Construc- 
tion  der  Zapfen ,  wobei  er  die  Abnutzung  berücksichtigt.  Dasselbe  Ver- 
fahren hat  meines  Wissens,  auch  schon  Professor  Wiebe  bei  der  Berech- 
nung der  Zapfenstärken  zuerst  eingeschlagen.  Die  Wiebe^schen  Formeln 
geben  durchweg  grössere  Dimensionen.  Als  Beispiel  für  die  Anwendung 
der  gegebenen  Formeln  sind  die  Zapfenstärken  der  Achse  eines  vierrädri- 
gen Eisenbahnwagens  berechnet.  Nach  diesen  Formeln  würde  <f  =  80"^ 
und  /  =  100"'">  {d=iZ^  Zoll  und  /^sO^  Zoll  preuss.)  zu  nehmen  sein.  Dies 
sind  nahezu  die  Dimensionen^  welche  solche  Tragzapfen  nach  den  festge- 
setzten Normirungen  der  Eisenbahntechniker  in  der  Wirklichkeit  erhalten. 
Das  berechnete  Beispiel  ist  jedoch  gar  nicht  an  seiner  Stelle.  Denn  was 
soll  man  dazu  sagen,  wenn  unter  gleichen  Umständen,  das  heisst  bei  einer 
ruhigen  Belastung  P=d775  Kilogramm  und  bei  n  =  270  Umdrehungen  per 
Minute,  ebenfalls  die  Stirnzapfen  einer  Achse  dieselben  Dimensionen  erhal- 
ten. Die  Zapfen  einer  Eisen  bahn  wagenachse  sind  noch  ganz  anderen  Ein- 
wirkungen von  Kräften  unterworfen,  als  bei  der  Ableitung  der  betreffenden 
Formeln  berücksichtigt  wurden. 

Der  §.  37  über  Halszapfen  ist  sehr  unbestimmt  gehalten  und  giebt 
eigentlich  wenig  Auskunft  über  die  Dimensionen  derselben.  Man  erfährt 
allerdings  später  in  §.  47,  was  mit  §.  36  und  §.  37  gemeint  ist. 

Die  Bestimmungen  über  Stützzapfen  sind  besonders  ausführlich  ge- 
geben. 

Ebenfalls  sehr  ausführlich  werden  nun  die  Tragachsen  behandelt, 
wobei  jedoch  die  Eisenbahnwagen- Achse,  Seite  95,  nach  meiner  Ansicht 
wieder  nicht  als  richtiges  Beispiel  aufgeführt  ist. 

Eine  sehr  nette  Behandlung  haben  die  Tragachsen  mit  kreuz-  und 
sternförmigem  Querschnitt  erfahren.  Die  Tabellen  erleichtem  ungemein 
das  Rechnungswerk. 

Ebenso  sind  die  Wellen  einer  sehr  eingehenden  Behandlung  gewür- 
digt worden.  Die  schmiedeeisernen  Wellen  unter  285™™  Durchmesser  sind 
nach  derselben  Formel  berechnet,  wie  Redtenbacher  seine  langen  schmiede- 
eisernen Transmissionswellen  berechnet.  Die  stärkeren  Wellen  erhalten 
aber  geringere  Dimensionen  als  nach  Redtenbacher,  was  als  begründet  an* 
zusehen  ist. 

Für  lange  Triebwellen  sind  noch  besondere  Regeln  angegeben,  um 
die  erforderlichen  Correcturen  leicht  vornehmen  zu  können. 

Oar  wichtig  ist  der  §.  64  über  die  Dimensionsbestimmungen  belasteter 
Wellen.  Durch  die  nicht  weiter  motivirte  Formel  (82«),  welche  auch  ge- 
legentlich auf  Seite  237  für  die  Gegenkurbel  Anwendung  findet,  ist  glück- 
licher Weise  die  zusammengesetzte  Festigkeit  eliminirt  worden.    Beiläufij^ 

5*  ^ 
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wird  aaf  den  Druckfehler  Seite  237  zweite  Zeile  aufmerksam  gemacht.  £• 
BoU  heissen  §.  ]5i« 

Sehr  reichhaltig  sind  die  Zapfenlager  ausgestattet.  Ausser  den  Haupt* 
formen  in  den  §§.  00  bis  73,  ferner  81,  82  und  85  kommen  sehr  hübsche 
Combinationen  vor,  die  bezüglich  der  Formgebung  als  geschmackToll  zu 
bezeichnen  sind.  Das  grosse  Stehlager  scheint  mir  jedoch  in  Beziehwig 
auf  die  Festhaltang  des  Deckels  nicht  hinreichende  Sicherheit  bei  Vibra* 
tionen  etc.  zu  geben. 

Femer  sind  die  HXngelager  §§.  81  und  82  für  einen  bestimmlen  Werth 
des  Zapfendnrchmessers  immer  für  einen  bestimmten  Deckenabstand  con- 
struirt;  indem  nänlich  angenommen  ist,  dass  durch  zwisohengelegte  Quer- 
hölzer dieser  normalmftssige  Abstand  zu  erzielen  ist.  Wie  ist  abes  zu  con- 
struiren ,  wenn  dieser  Abstand  nicht  eingehalten  werden  kann  und  bedeu- 
tende Ueberschreitungen  vorkommen? 

Als  besondere  Freiheit  in  der  Formgebung  sind  Fig.  114  und  117  an- 
zusehen. 

Die  Rierascheiben  oder  Bollen  sind  nun  wesentlich  einfacher  und 
zweckmftssiger  behandelt  worden ,  als  wie  in  der  Constructionsldire«  Man 
erkennt  in  den  Formeln  §.  08  eine  naturgemässere  Abhängigkeit  der  ver- 
schiedenen  Grössen ,  als  in  der  früheren  Arbeit.  Die  Gleichung  (06)  hfttte 
ihren  Geburtsschein  ans  der  Construotionslehre  mitbringen  können »  damit 

man  erfahre,  warum  das  VerhSltniss  (  —  j  inne  gehalten  werden  soll. 

Interessant  würde  die  Zusammenstellung  der  Formeln  sein,  welche 
zur  Bestimmung  der  erforderlichen  Anzahl  Arme  einer  Riemscheibe  bereits 
aufgestellt  worden  sind.  Der  Verfasser  ist  im  Laufe  der  Zeit  auf  zwei 
Formeln  gekommen.     Nttmlich: 

08).  ^  =  4  U  -f.  -  j  im  Constructeur 

und 

^  =  ^  j^jR  in  der  Constructionslehre. 

Andere  Schriftsteller  haben  wieder  andere  Formeln  und  Bezugs- 
grössen.  Alle  passen,  nach  den  Versicherungen  der  Schriftsteller,  gut  mit 
den  Ausführungen.  Dasselbe  ist  genau  so  mit  der  Bestimmung  der  Arm« 
zahl  bei  verzahnten  RAdern.  Hier  geht  es  uns ,  wie  schon  Lessing  sagte : 
die  Wahrheit  ist  nicht  für  uns ,  sondern  nur  das  Streben  nach  derselben. 

Eine  bedeutende  Ausdehnung  hat  der  Hirn'sche  Drahtsetibetrieb  im 
Constructeur  erfahren.  Interessant  ist  jedenfalls  dieser  Betrieb ;  ich  ver- 
mag aber  zur  Zeit^  noch  nicht  die  Wichtigkeit  desselben  zu  erkennen  und 
glaube  daher,  dass  dieses  Capitel  au  erschöpfend  im  Constructeur  abge- 
handelt ist. 

Noch  intensiver  zusammengezogen,  vereinfacht  tmd  abgerundet  hat 
der  Verfasser  das  Capitel  über  die  Zahnräder  gegen  seine  frühere  Arbeit 
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liier  wiedergegeben.  Zum  Tbeil  sind  aacb  andere  Beziehungen  zur  Ornnd- 
läge  der  Bestimmungsgrössen  gewonnen  worden.  Die  Einfübrnng  der 
Stiehzahl  des  Bades  ist  nicbt  nen  nnd  schon  von  anderen  Schriftstellern 
benutzt  worden.  Die  Verdentschung  gewisser  Curvennamen  etc.  ist  eine 
besondere  Liebhaberei  des  Verfassers,  an  die  man  sich  erst  gewöhnen 
rouss ,  um  sich  gana  behaglich  zu  fühlen. 

Es  werden  in  gedrängter  Kürze  zunächst  die  allgemeine  cjclische 
Verzahnung,  dann  apecielle  Verzahnungen  durchgenommen« 

Im  §.  125  ist  der  sinnstörende  Druckfehler  gleich  im  ersten  Satze  zu 
bemerken. 

Es  hätte  übrigens  nichts  geschadet,  wenn  der  Verfasser  ganz  kurz 
über  die  Wahl  r,  ss  0,875  /  sich  ausgesprochen  hätte.  Sehr  grossen  Werth 
scheint  derselbe  auf  die  KreisTerzahnungen  zu  legen,  welchen  ich  nach 
meinen  Erfahrungen  nie  habe  finden  können.  Statt  der  ausgedehnten 
Behandlung  dieser  Kreisverzahnungen  hätte  wohl  das  allgemeine  Ver- 
fahren der  Cjcloidal-'  und  Evolventenverzahnung  aufgeführt  werden 
können. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gfegenstandes  in  den  §§.  180  bis  147  ist 
sehr  zweckmässig  und  hinreichend  ausführlich  gehalten. 

Das  Gebiet  der  Hebel,  Hebelzapfen,  Hebelarme  und  Hebelachsen, 
ebenso  der  verschiedenen  Kurbeln  und  zusammengesetzten  Hebel  etc.  ist 
völlig  genügend  behandelt;  dies  gilt  auch  für  die  Pläuelstangen,  Quer- 
häupter etc. 

Das  wichtige  Capitel  über  Röhren  und  Böhrenvcirbindungen ,  worin 
auch  die  Dampfkessel,  Presscylinder  etc.  aufgenommen  sind,  ist  im  All- 
gemeinen mit  erforderlicher  Vollständigkeit  gegeben.  Die  Motive ,  welche 
den  Verfasser  bestimmt  haben ,  zur  Berechnung  der  Wandstärken  der  Röh- 
ren mit  starkem  inneren  Drucke  die  Brix^sche  Formel  anzunehmen ,  sind 
im  Constrncteur  nicht  angegeben.  In  der  Constructionslehre  sagt  aber  der 
Verfasser,  dass  er  sich  dieser  Formel  bediene,  weil  dieselbe  eine  sehr  gute 
Uebereinstimmung  mit  der  Praxis  aufweise. 

Dieser  Grund  ist  nun  freilich  sehr  eigenthümlicher  Natur  und  mit 
Hilfe  desselben  kann  man  zu  den  sonderbarsten  Resultaten  gelangen.  Zu- 
nächst drängt  sich  wohl  die  Frage  auf,  seit  welcher  Zeit  ist  diese  Ueber- 
einstimmung vorhanden.  Vielleicht  von  der  Zeit  an,  von  welcher  die 
Brix'sche  Formel  und  andere  damit  verwandte  in  die  Praxis  eingeführt 
worden  sind? 

Das  angeftlhrte  Beispiel  über  die  Wandstärke  einer  hydraulischen 
Presse  zur  Hebung  der  Brittaniabrücke  beweist  aber  gerade,  dass  die  Praxis 
nicht  mit  den  Ergebnissen  der  Formel  übereinstimmt. 

Neuere  Untersuchungen  und  Thatsachen  haben  aber  festgestellt ,  dass 
die  Brix'sche  Formel  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen,  in  welche  zwar  sehr 
viele  Fälle  der  Praxis  hineinfallen,  Brauchbarkeit  und_ Zuverlässigkeit _be- 
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sitzt.  Ich  vermisse  deshalb  sehr  ungern  die  Resultate  neuerer  Forschun- 
gen und  die  Angaben  zuverlässiger,  für  die  weitesten  Grenzen  richtigeren 
Formeln.  Der  Verfasser  scheint  selbst  das  Bedttrfniss  hierzu  in  der 
Schiassbemerkung  des  §.  188  erkannt  zu  haben. 

Die  Röhrenverbindungen  selbst  sind  allerdings  sehr  mager  behandelt 
und  nur  einige  der  häufigst  vorkommenden  Verbindungen  gnsseiserner 
Röhren  aufgeführt. 

Vollständiger  sind  schon  die  Ventile,  sowie  Dampfkolben  und  was 
dazu  gehört,  aufgenommen. 

Die  Seile  und  Ketten ,  sowie  Seil-  und  Kettenverbindungen  sind  über- 
flüssig genügend  betrachtet 

Der  dritte  Abschnitt  besteht  nur  aus  verschiedenen  mathematischen 
Tafeln ,  die  sehr  interessant  und  nützlich  sind. 

Den  Schluss  bildet  eine  sogenannte  Hilftafel  für  Zahlenrechnungen 
von  bekannter  Einrichtung.  Die  Weglassung  des  s  ist  als  eine  neue  Ab- 
kürzungsweise des  Verfassers  anzusehen,  wobei  er  aber  bald  mit  dem 
Landsmann  und  Landmann  in  Verwechslung  gerathen  wird. 

Die  zahlreichen  Tabellen,  welche  fast  jedem  Maschinentheil  zur 
schnellen  Berechnung  seiner  Dimensionen  etc.  beigegeben  sind ,  sowie  ina- 
besondere die  Formelntafeln,  um  für  preussisches  und  österreichisches 
Maass  die  Umwandlung  der  Formeln  sofort  vornehmen  zu  können,  sind 
überaus  nützlich  und  geben  dem  Constructeur  schon  wegen  dieser  An- 
ordnung einen  grossen  Vorzug  vor  ähnlichen  Werken,  oder  besser  gesagt: 
Formelzusammenstellongen  und  dadurch  entschieden  grössere  Brauch- 
barkeit. 

Ich  kann  dem  noch  hinzufügen,  dass  Schüler,  welehe  auf  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule  in  den  Maschinenbau -Cursus  eintreten  und  vorher 
weder  mit  Reuleaux*  Constructeur,  noch  mit  Redtenbacher's  Resultaten  des 
Maschinenwesens  irgendwie  bekannt  gewesen  sind,  und  mit  diesen  Hilfs- 
mitteln zum  Construiren  Anleitung  erhalten,  sich  fast  ohne  Ausnahme  mit 
dem  Constructeur  leichter  und  bequemer  forthelfen  können« 

Die  Einführung  von  Holzschnitten  in  einem  solchen  Werke  ist  immer 
eine  eigenthümliche  Sache,  der  ich  nicht  sehr  zugethan  bin.  Ich  muss 
jedoch  gestehen,  dass  sie  als  eine  gelungene  zu  bezeichnen  ist,  wenn  auch 
hie  und  da  die  Schraffirungen  zu  stark,  die  Schatten  manchmal  unrichtig 
und  zu  schwarz  ausgefallen  sind  und  dadurch  der  Deutlichkeit  Abbruch 
geschehen  ist.  Ueberhaupt  ist  eine  gleichmässigere  Behandlung  der  Holz- 
schnitte, namentlich  in  Beziehung  auf  Feinheit  des  Striches,  wünschens- 
werth.  Daher  auch  demnächst  die  schwarzen  Flächen  mit  den  weissen 
Figuren  zu  verschwinden  haben  und  durch  geeignete  Zeichnungen,  welche 
mit  der  gesamroten  Darstellungsweise  der  Maschinentheile  correspopdiren, 
zu  ersetzen  sein  werden.  Druck,  Papier  und  sonstige  Ausstattung 
iranz  eut.  /Schnbidbb. 

^  ® Digitized  by  vi    _    _  _ 
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Oerberty  die  Geometrie  des  Boethim  und  die  indischen  Ziffern.  Ein 
Versach  in  der  Geschichte  der  Arithmetik  von  Dr.  6.  Fribdlein. 
8.  60  Seiten  mit  6  lithographirten  Tafeln.  Erlangen ,  Verlag  von 
Theodor  Blaesing.  1861. 
Hauptzweck  der  ans  hier  zar  Besprechung  vorliegenden  Brochüre  ist, 
nachzuweisen,  dass,  was  man  in  der  Begel  als  Geometrie  des  Boethius  be- 
zeichne ,  gar  nicht  von  diesem  Schriftsteller  herrühre.  Wäre  diese  These 
richtig,  so  müsste  selbstverständlich  Alles  fallen,  was  man  für  die  Kennt- 
nisse der  Römer  aus  jener  Schrift  herzuleiten  gesucht  hat.  Es  könnte  also 
beispielsweise  nicht  behauptet  werden,  wie  Referent  es  zu  verschiedenen 
Malen  ausgesprochen  hat,  dass  die  Römer  die  sogenannten  apices  des  Boe- 
thius (Zahlzeichen,  welche  den  unsrigen  ziemlich  nahe  stehen)  besassen. 
Statt  dessen  behauptet  der  Verfasser,  jene  Geometrie  rühre  von  Gerbert 
her,  welcher  seine  Kenntnisse  aus  arabischen  Quellen  geschöpft  habe. 
Referent  hat  versacht,  eine  Widerlegung  dieser  Ansicht  zusammenzu- 
stellen, hat  sich  jedoch  bald  überzeugt,  dass  eine  solche  nur  dann  allge- 
mein verständlich  und  zugleich  für  den  Leser  nicht  zu  ermüdend  ausfallen 
kann,  wenn  es  ihm  gestattet  ist,  neben  den  Resultaten  neuerer  Forschun- 
gen auch  die  Ergebnisse  seiner  früheren  Untersuchungen  nochmals  zu  be- 
nutzen. Eine  solche  Besprechung  müsste  aber  noth wendiger  Weise  den 
Raum  weit  überschreiten ,  den  wir  ihr  in  dieser  Zeitschrift  widmen  können. 
Referent  hat  sieh  daher  entschlossen,  in  Gestalt  eines  eigenen  Buches 
an  antworten,  welches  aber,  um  es  gleich  hier  zu  bemerken,  nicht  wesent- 
lich polemischen  Inhaltes  sein  soll ,  sondern  hauptsächlich  als  Zusammen- 
stellung alles  Dessen,  was  dem  Referenten  über  Zalilzeichen  und  deren 
Geschichte  bekannt  wurde,  ihre  Berechtigung  finden  dürfte. 

Cantor. 


Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten.    Eine  von  der 

philosophischen  Facultät  der  Georgia  Augnsta  gekrönte  Preis- 

Schrift  von  Hermann  Hankbl.    Göttingen ,  Dieterich'sche  Univ.- 

Buchdruckerei  (Fr.  Kästner). 

Die  von  der  philosophischen  Facultät  der  Göttinger  Universität  am 

4.  Juni  gestellte  Preisaufgabe  lautete:  ^jAequaliones  generales  molui  fluidorum 

deierminando  inservientes  duohus  tnodis  exhiberi  possunty  guorum  alter  Euler o^ 

aller  Lagrangio  debetur,     Lagrangiani  tnodi  ulilUates  adhuc  fere  penilus  neglecii 

clarisiimus  Dirichlel  indicavit  in  commentaiione  poslutna  „de  problemate  quodam 

hydrodynamico^*^  inscripla:  sed  ab  explicaliöne  earum  uberiore  morbo  supremo 

imprdilus  esse  videlur.     Ilaque  poslulat  ordo  theoriam  motus  fluidorum  aequatio- 

nibus  Lagrangianis  superslructam  eamque  eo  salletn  perduclam^  ut  legcs  wotus 

rolalorii  a  clarissimo  Helmhollz  alio  modo  erutae  inde  redundenU^  —  Was  die 

Arbeit  des  Verfassers  betrifft,  so  glaubt  Referent  nichts  besseres  darüber 

sagen  zu  können,  als  die  genannte  Facultät  selbst,  nämlich:  „Die  ausser- 
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ordentliche  mathematisch  -  physikalische  PreisArage  über  die  Herleitan^ 
der  Gesetxe  für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  and  insbsondere  fttr  die 
Wirbelbewegungen  aus  den  sogenannten  Lagrange'schen  Gleichungen  ist 
durch  eine  Abhandlung  beantwortet  worden,  welche  das  Motto  trägt:  tanio 
uliliores  sunt  noUtey  quanlo  magis  exprimunt  rerum  relationes,  Sie  giebt  rühm- 
liches Zeugniss  von  des  Verfassers  Fleiss,  seiner  Bekanntschaft  mit  den 
von  den  neueren  Mathematikern  ausgebildeten  Kedinangsmethoden  und 
der  erworbenen  Gewandtheit  in  deren  Handhabung.  Namentlich  enthält 
§.  6  eine  elegante  Methode,  die  Grundgleichungen  für  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  bei  derjenigen  Betrachtung  dieser  Bewegung ,  welche  gewöhn- 
lich nach  Lagrange  benannt  wird,  für  ein  ganz  beliebiges  Coordinaten- 
sjstem  aufzustellen.  Bei  der  Entwickelung  der  allgemeinen  Oesetse  der 
Wirbelbewegung  wird  freilich  Lagrange^s  Betrachtungsweise  ohne  Noth 
verlassen,  was  die  Folge  hat,  dass  die  einzelnen  Gesetze  durch  ganz  von 
einander  unabhängige  Betrachtungen  bewiesen  werden  müssen  und  auch 
ihr  Zusammenhang  mit  den  in  §.  14,  15  dargestellten  Untersuchungen  von 
Cleb&ch  dem  Verfasser  entgeht  Da  jedoch  der  Verfasser  bei  seinen  Be- 
weisen von  den  Lagrange^schen  Gleichungen  ausgeht,  so  kann  man  wohl 
auch  die  specielle  bei  der  Preisaufgabe  gestellte  Forderung  als  durch  diese 
Abhandlung  erfüllt  ansehen.  Die  erwähnte  Un Vollkommenheit  und  einige 
leicht  zu  bessernde  Uebereilungsfehler  halten  daher  bei  dem  mancherlei 
Guten,  «p^  die  Abhandlung  enthält,  die  FacuUät  nicht  ab,  ihr  den  Preis 
zu  erthenen ,  doch  würde  der  Verfasser  verpflichtet  sein ,  sie  nach  den  ge- 
machten Andeutungen  verbessert  vor  dem  Drucke  noch  einmal  vorzulegen/' 
—  Die  ursprünglich  lateinische  Abhandlung  erscheint  hier  in  deutscher 
Ausgabe  mit  folgenden  Abänderungen:  „Der  im  Obigen  angeführte  §.  6 
stimmt  mit  §.  5  der  folgenden  Abhandlung  überein.  Die  citirten  §§.  14,  15 
enthielten  im  Wesentlichen  das  in  der  Anmerkung  S.  45  der  vorliegenden 
Schrift  angedeutete;  es  sind  diese  Paragraphen  weggelassen  worden  einer- 
seits wogen  mangelnden  Kaumes,  andererseits,  weil  sie  bei  der  jetzigen 
Darstellung  ausser  Connex  mit  dem  Uebrigen  traten/* 

Veber  eine  besondere  Classe  der  symmetriichen  Determinanten.  Inau- 
guraldissertetion  zur  Erlangung  der  philosophischen  Doctorwürde 
an  der  Universität  Leipzig;  von  Hbrkank  Hankel.  Gröttingen, 
Dieterich'sche  Universitäts-Buchdruckerei  (Fr.  Kästner). 

Ueber  den  Inhalt  seiner  Abhandlung  sagt  der  Verfasser  Folgendes : 

„Mau  nennt  eine  Determinante: 


a, 


.<®>  . . .  a.(— *) 


«0*" 


bekanntlich  dann  symmetrisch ,  wenn  die  symmetrisch  gegen  eine  Diago- 
.  gonale  derselben  steheiiden  Glieder  einander  gleich  sind ,  also  a^^  f=  ak^*^ 
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ist.  —  So  häufig  nun  auch  symmetrische  Determinanten  in  den  verschie- 
densten Theilen  der  Algebra  und  Analjrsis  erscheinen,  so  gelingt  es  doch 
nur  selten,  ihren  Werth  auf  eine  einfache  Weise  durch  eine  Summe  oder 
ein  Prodnct  darzustellen.  Es  schien  mir  daher  die  Untersuchung  einiges 
Interesse  zu  beanspruchen,  ob  nicht  eine  leichtere  Bestimmung  möglich 
sei,  wenn  die  Symmetrie  auf  irgend  eine  Weise  noch  vergrössert  würde. 
Unter  den  verschiedenen  möglichen  Annahmen  zeichnet  sich  eine  in  der 
Algebra  zuweilen  auftretende  Form  durch  einen  hohen  Grad  von  Symme- 
trie und  Eleganz  aus.  Setzt  man  nämlich  sämmtliche  Elemente ,  die  auf 
einer  Parallelen  zu  einer  Diagonale  liegen,  gleich,  so  wird  für  solche  De- 
terminanten somit  stets  a/*^  =  a,v(*0  sein ,  wenn  i  +  /:  =  i'  +  U,  Die  Form 
dieser  symmetrischen  Determinanten  ist  sonach  die  folgende : 


«0         «I 


•  <»«-i 


t) 


«*•— l  «n   fl»f+l  «211-2 

In  unmittelbarerem  Zusammenhange  mit  dieser  Form,  die  man  wohl 
als  orthosymmetrische  bezeichnen  kann,  steht  eine  andere;  setzt  man 
nämlich : 

so  unterscheidet  sich  die  orthosymmetrische  Determinante  dieser^  nur  um 
einen  einfachen  Factor  von: 

1      CX]      «1   ff,  ...  .  («1    •  .   fffi-.]) 
1     ffs     ff,  ffj  .  .  .  .  (ff,  .  .  ffn) 
1 1    ffa    «8  «4 (««  •  •  «if4-i) 


2) 


1  «n  «n  »ii+l  .  .  (fffi  •  •  a2iH-2) 
Es  hat  sich  nun  bei  der  Untersuchung  gezeigt ,  dass  auf  jede  ortho- 
symmetrische Determinante  eine  eigenthUmliche  Transformation  angewandt 
werden  kann,  die  in  vielen  Fällen  die  Darstellung  derselben  als  einfaches 
Product  möglich  macht.  An  diese  Werthbestimmungen  von  Determinanten 
schliesst  sich  die  Auflösung  linearer  orthosymmetrischer  Gleichungs- 
systeme nothwendig  an.  Solche  Gleichungssysteme  haben  ausser  dem 
ganz  selbstständigen  Interesse  noch  eine  gewisse  Wichtigkeit  für  die  Ent- 
wickelung  einer  nach  Potenzen  einer  Variabelen  fortschreitenden  nnend* 
liehen  Reihe  in  einen  Kettenbruch ,  dessen  Partialzähler  in  die  erste  Po- 
tenz der  Variabelen  multiplicirt  sind.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dass  die 
Glieder  des  Kettenbruches  dargestellt  werden  können  als  Quotienten  ortho- 
symmetrischer Determinanten,  deren  Elemente  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzreihe sind  und  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  Variabelen  in 
den  Näherungsnennern  des  Kettenbruchs  durch  die  Auflösung  orthosym- 
metrischer linearer  Gleichungssysteme  bestimmt  werden 
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Referent  hat  hierzu  nnr  zu  bemerken,  dass  der  Verfasser  sich  durch- 
weg als  Kenner  der  Wissenschaft  «nd  als  gewandter  Analytiker  zeigt, 
dessen  Untersuchungen  vielseitiges  Interesse  gewähren.  Die  beiden  Erst- 
lingsarbeiten des  Verfassers  berechtigen  übrigens  zu  der  Hoffnung,  daas 
sich  derselbe  als  Mathematiker  einen  eben  so  gut  begründeten  Ruf  erwer- 
ben wird ,  wie  ihn  sein  Vater  als  Physiker  längst  besitzt. 

SCHLÖMILCH. 
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Recensionen. 

P.  Angelo  Secchi.    Interna  alla  viia  e  alla  opere  del  P,  Giambat- 
tista  Pianciani  d,  c.  d.  G.    Roma  1862. 
Der  Nekrolog  eines  Lehrers ,  aus  der  Feder  eines  dankbaren  Scbttlers 
stammend;  bietet  ein  doppeltes  Interesse  für  den  Leser,  insbesondere  wenn 
der  Name  des  Schülers  von  gutem  Klange  in  der  Wissenschaft  ist.    Einmal 
sollte  man  denken,  Niemand  sei  geeigneter,  die  Arbeiten  des  Lehrers  zu 
beurtheilen,  als  gerade  der,  welcher  ans  denselben  die  Nahrnng   seines 
eigenen  Geistes  zog,   dann  aber  kommt  man  auch  leicht  wieder  zur  ent- 
gegengesetzten Ueberzeugung  und  ist  geneigt ,  an  der  Unparteilichkeit  des 
Kopfes  zu  zweifeln,  wo  das  Herz  in  so  gerechtfertigter  Weise  Partei  er- 
griffen hat.     Bei   meiner  Unbekanntschaft  mit  den   Schriften  des  Herrn 
Pianciani  (geboren  zu  Spoleto  den  27.  October  1784,  gestorben  zu  Rom  den 
23.  März  1862)  mnss  ich  also  umsomehr  mein  Urtheil  über  die  vorliegende 
Erinnerungsrede  als  ein  nur  auf  ihr  selbst  als  Quelle  beruhendes  motiviren. 
Dann  scheint  aber  allerdings  die  Frage  des  Herrn  Secchi  begründet,  dass 
man  den  Leistungen  seines  Lehrers  und  Freundes  ausserhalb  Italien  nicht 
genügend  gerecht  geworden  sei.    Er  scheint  nttmlich  schon  im  Jahre  18S3 
die  principielle  Einheit  des  Lichtes,  der  Wttrme  und  der  Elektricität  als 
Wirkungen  eines  und  desselben  Aethers  ausgesprochen  zu  haben,  während 
die  ausseritalienischen  Gelehrten  doch  wohl  mindestens   erst  zehn  Jahre 
später  ähnliche  Ueberzeugungen  zu   äussern  wagten.     Im  Interesse  der 
Geschichte  der  Wissenschaft    möchte   ich  deshalb   eigentliche  Physiker, 
welche   über  die  Sache  selbst  ein  competenteres  Urtheil  haben,   auf  die 
Schrift  aufmerksam  machen,  welche  jenen  Prioritätsanspruch  begründen 
soll.   Es  sind  die  Istiiuzioni fisicochimiche  dt  G.  B.  Pianciani.  Roma  1833—34, 
4  Bände.  8.    Ein  nachgelassenes  Werk  desselben  Verfassers  ist  ein  natur- 
wissenschaftlicher Commentar  zur  Genesis ,  welcher  unter  der  Presse  be- 
findlich; doch  wohl  eine  Nennung  eher  verdient,  als  andere  derartige  Ver- 
suche, ^a  Herr  Secchi,  dessen  ernste  Liebe  zur  Wissenschaft  hinreichend 
bekannt  ist,  ausdrücklich  erwähnt,  man  habe  es  hier  nicht  mit  einem  sol- 
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eben  Werke  zu  tfann,  das  an  die  römischen  Angurn  erinnere,  die  ohne  za 
lachen  sich  gegenseitig  nicht  betrachten  können.  Caktor. 


I 


Omndzüge  der  höheren  Mathematik  nebst  Anwendungen  derselben  auf 
Mechanik.  Für  Techniker  dargestellt  von  H«  Tellkampf,  Eisen- 
. bahnbanconducteur  zu  Hannover.    Hannover,  C.  Rümpler. 
Was  der  Verfasser  mit  seiner  kleinen  (10  Bogen  umfassenden)  Arbeit 
beabsichtigt  bat,  zeigen  folgende  Worte  der  Vorrede:    „Die  vorliegende 
Schrift  hat  den  Zweck,   eine  möglichst  knrze  nnd  klare  Uebersicht  der- 
jenigen Tbeile  der  höheren  Mathematik  zu  geben ,  deren  Kenntniss  wegen 
ihrer  Anwendung  in  der  Mechanik  und  Maschinenlehre  für  den  Techniker 
vorzugsweise  wichtig  ist.  -  Es  sind  daher  im  Nachstehenden  alle  Betrach- 
tungen und  Untersuchungen  ausgeschlossen  geblieben ,  welche  nur  fttr  den 
Mathematiker  von  Fach  Interesse  haben ,  aber  dem  Techniker  hAufig  wegen 
ihrer  Schwierigkeit  und  scheinbaren  Nutzlosigkeit  das  Studium  der  Wissen- 
schaft nur  verleiden.    Diese  kleine  Schrift  soll  also  zeigen,  wie  einfach 
und  wenig  umfassend  die  Grundztfge  der  höheren  Mathematik   sind, 
insoweit  deren  Kenntniss  für  die  in  der  Technik  vorkommenden  Anwen- 
dungen vollständig  genügf     Wie  man  sieht,  geht  der  Verfasser  von  dem 
Grundsätze  ans :  „der  Techniker  braucht  nicht  mehr  Mathematik  zu  lernen, 
als  der  gegenwärtige  Zustand  der  Technik  verlangt'*  —  und  es  wäre  nur 
conseqnent,  wenn  der  Verfasser  sein  Princip  verallgemeinerte  und  sagte: 
9,es  ist  doch  rechter  Unsinn,   dass  die  Theologen  Lateiniseh,  Griechiseb 
und  gar  noch  Hebräisch  lernen  mUssen,  denn  Predigten,  Tauf-  und  Grab- 
teden  werden  nur  in  der  Muttersprache  gehalten ;  es  ist  gleichfalls  Thier- 
i|uälerei,  den  Juristen  Griechisch  aufzuuötbigen ,  denn  Institutioaea  nnd 
Pandekten  sind  lateinisch,  Sachsenspiegel  etc.  deutsch  geschrieben;  am 
tollsten  aber  ist  es  bei  den  Mec^icinern ,  die  wahrhaftig  nur  so  viel  Latein 
brauchen,  um  ein  Reoept  verschreiben  zu  können."  Dem  Verfasser  aeheiat 
wirklich  unbekannt  zu  sein,  dass  der  Staat  jene  scheinbar  übertriebenen 
Forderungen  aus  einem  sehr  guten  Grunde  stellt,  nämlich  im  Interesse  der 
allgemeinen  Bildung.     Wer  nicht  mehr  weiss,   als  gerade  sein  spe^ 
cieller  Berufszweig  erfordert ,  der  ist  ein  Handwerker  in  seiaeia  Fach ;  ein 
Ingenieur  dieses  Schlages  ist  nur  ein  höherer  Maurerpolier,  beschränkt  in 
seinem  Gesichtskreis,  beschränkt  in  seinem  Urtheil.   Leider  verbietet  es 
der  ganze  Studiengang  der  Techniker,  letzteren  eine  classische  Bildung 
beizubringen,   man  muss  sich  daher  mit  einem  Surrogate  behelfen,   und 
dieees  Ersatzmittel  ist  die  mathematisch  -  naturwissenachaftUche  BiMung. 
Befereni  weiss  recht  wohl,  dass  die  Teekniker  während  der  Praxis  einen 
guten  Theü  ihres  mathematischen  Wissens  ebenso  verschwitzen,  wie  der 
vielbeschäftigte  Arzt  sein  Grieehisch,  er  hält  aber  trotzdem  eine  tüchtige 
mathematiselie  Veimnig  füjt  notk  wendig,  *um  die  jiingen  Leutean  Ahstrac- 
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tionen  und  an  exactes  Denken  zu  gewöhnen.  Referent  weiss  ebenso,  dass 
die  Theorien  der  Planetenbewegung ,  der  gegenseitigen  Anziehung  etc. 
dem  Maschinenbauer  keinen  mit  Händen  greifbaren  Vortheil  gewähren,  er 
trägt  sie  aber  doch  vor,  um  die  Anschauungen  der  Schüler  über  den  ordi- 
nären Kreis  des  industriell  Nützlichen  hinaus  zu  erweitern,  und  er  sieht 
jedes  Jahr  mit  Vergnügen,  dass  die  Mehrzahl  der  Zuhörer  gerade  diesen 
Partien  der  analytischen  Mechanik  besonderes  Interesse  schenkt  und  sich 
freut,  die  yielleicht  saure  Mühe  der  vorhergegangenen  mathematischen 
Studien  durch  einen  so  tiefen  und  verhältnissmäs&ig  wenig  Sterblichen  er- 
reichbaren Einblick  in  den  Bau  des  Weltalis  belohnt  zu  sehen.  Diese  Er- 
weiterung des  Gesichtskreises  aber  bleibt,  auch  wenn  der  spätere  Prak- 
tiker die  DifiPerentialgleichungen  der  Centralbewegung  nicht  mehr  so  gut 
integriren  kann,  als  er  es  im  letzten  Examen  verstand.  *—  Das  Princip 
des  Ver/aäsers  ist  übrigens  noch  aus  einem  ganz  praktischen  Grunde  un- 
zulässig. Wenn  ein  Techniker  das  für  die  Technik  erforderliche  Pensum 
von  Mathematik,  Physik  etc.  normiren  will,  so  nimmt  er  unwillkürlich  den 
Maassstab  hierzu  aus  der  Zeit,  in  der  er  gerade  lebt,  und  aus  den  An- 
forderungen ,  die  seine  Oberbehörde  an  ihn  stellt.  So  würde  z.  B.  der  Ver- 
fasser vor  20  Jahren  es  höchst  unbillig  gefunden  haben ,  von  Eisenbahn- 
ingenieuren einige  Kenntnisse  von  der  Elektricität  und  dem  Magnetismus 
(etwa  das  Ohm'sche  Gesetz)  verlangen  zu  wollen;  heut  zu  Tage,  wo  der 
elektrische  Telegraph  zu  den  nothwendigen  Requisiten  eines  Schienen- 
weges gehört,  ist  das  ganz  in  der  Ordnung.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit 
dem  zweiten  Punkte.  Die  vom  Verfasser  gegebenen  81  Seiten  höhere  Ma- 
thematik reichen  vielleicht  aus,  um  königl.  hannoverischer  Eisenbahn- 
banconducteur  zu  werden,  ob  man  es  aber  damit  zum  herzogl.  braun* 
schweigischen  Sectionsingenieur  bringen  kann,  ist  eine  ganz  andere 
Frage,  die  Referent  im  Hinblick  auf  die  vorzügliche  mathematische  Bil- 
dung des  braunschweigischen  Oberingenieurs  (Baurath  Sehe  ff  I  er)  sehr 
bezweifeln  musa.  In  der  That  wird  auch  der  Inhalt  der  vorliegenden 
Schrift  keinem  Techniker  genügen,  der  nicht  blos  handwerkern,  sondern 
sich  durch  das  Lesen  von  Zeitschriften  fortbilden  und  au  courant  erhalten 
will.  Die  neueren  Untersuchungen  voa  Grashof,  Winkler  etc.  über 
die  Festigkeit  verlangen  weit  mehr  Mathematik,  als  der  Verfasser  giebt 
(unter  Anderem  mehrfache  Integrale) ^  ja  nicht  einmal  die  einfache  Theorie 
der  Kurbelbewegung,  die  ein  Maschineningenieur  doch  ohne  Zweifel  ken- 
nen mtfss,  lässt  sich  mit  des  Verfassers  Buche  erledigen,  denn  hierzu  ge- 
hört die  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  wovon 
gai  nichts  i<n  Buch«  steht  Ebenso  gebt  es  bei  verschiedenen  anderen  ganz 
gewölmlichen  Partien  der  Maschinenlehre,  von  tieferen  Untersnchu^gem 
(etwa  wie  Redtenbacher's  über  die  Bewegung  der  Locometive)  gar 
nicht  zu  reden.  Nach  diesen  Beispielen,  deren  Zahl  leicht  zu  vergrössern 
wäre,  hält  sich  Referent  zn  dem  Ausspruche  berechtigt,  dass  der  Ver- ^ 
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fasser,  obschon  er  —  oder  vielleicht,  weil  er  zu  sehr  —  Techniker  ist, 
die  Bedürfnisse  eines  intelligenten  and  strebsamen  Praktikers  gar  nicht 
genau  genug  kennt,  um  sich  mit  der  Begrenzung  und  Erfüllung  derselbca 
befassen  zu  dürfen. 

Fast  noch  unglücklicher  als  der  Grandgedanke  der  Schrift  ist  die 
Ausführung  der  einzelnen  mathematischen  Lehren,  wie  die  folgenden 
Proben  zeigen  werden. 

In  §.  6  will  der  Verfasser  den  Grenzwerth  von  ( 1  H )  für  unend- 
lich wachsende  ganze  positive  u  ableiten;  er  geht  zu  diesem  Zwecke  von 
der  Gleichung  aus 

■  (..i)-=....lri.H)J_-l,...  . 

"  .    2.3...(tt— 1) 

.      2.3...M 
und  sagt  dann :  „wenn  darin  für  u  der  Werth  +  oo  substituirt  wird ,  so  er- 
hält man 

6  +  -Y=  1  +  1  +  4  +  —  +  — —  +  . . . 

\         uj  ^         '^2.3       2.3.4^ 

Durch  Addition  einer  hinreichenden  Anzahl  von  Gliedern  dieser  stark  con- 
vergenten  Reihe  erhält  man  u.  s.  w.^*  Hierin  stecken  bereits  zwei  Fehler. 
Es  ist  allerdings  klar ,  dass 

Lim  —  s=  Ltm  —  =  Ltm  —  . . .  =  Lim  —  =  0 
u  u  u  u 

sein  muss,  aber  nur,  wenn  k  nicht  von  u  abhängt;  bei  den  Endgliedern 
des  binomischen  Satzes,  welche  der  Verfasser  wohlweislich  nicht  hin- 
schreibt, ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  und  daher  der  ganze  Beweis 
illusorisch.  '  Gleich  darauf  nennt  der  Verfasser  die  Reihe  2  +  4+^+  etc. 
stark  convergent  — ;  was  weiss  denn  der  angehende  Techniker  von  der 
Convergenz  einer  Reihe?  und  wenn  nun  auch  die  ersten  10  Glieder  der- 
selben e  =  2,71828  liefern,  wer  bürgt  denn  dafür,  dass  die  unendlich 
vielen  weggelassenen  Glieder  zusammengenommen  nicht  ein  paar  Hundort 
Einheiten  ausmachen? 

Bei  der  mehrmaligen  Differentiation  heisst  es :  „diesen  Ausdruck  für 
dy  [nämlich /"(a;)d^]  kann  man  nochmals  differentiiren ,  wobei  man,  der 
Bequemlichkeit  wegen,  dx  k\s  constant  anzunehmen  pflegt.^^  Dieser 
Passus  beweist  schlagend ,  dass  der  Verfasser  nicht  einmal  die  Grundbe- 
griffe der  Analysis  versteht,  denn   ans   diesen  folgt  mit  Noth wendigkeit, 
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dass  äx  als  constant  oder  als  variabel  angesehen  werden  muss,  je  nach- 
dem X  unabhängig  vaciabel  ist  oder  nicht. 

Um  den  Taylor^schen  Satz  zu  erhalten,  benutzt  der  Verfasser  den  Satz 

(«rfx)*(l-i) 
f^a:  +  ndx)^f{x)  +  '!^f\x)  + -^-^/» 


(..a:)3(l-l)(i-l) 


1.2.3  /     V   /-r 

nnd  sagt:  „wenn  man  die  Zahl  n  unendlich  gross  nimmt,  so  wird  ndx 
gleich  einer  endlichen  Grösse  sein  müssen  etc.,"  d.  h.  mit  an- 
deren Worten:   jedes  Prodnct   ans  einer  unendlich  grossen  ganzen  Zahl 

und  einer  unendlich  kleinen  Zahl  ist  eine  endliche  Grösse. Gleich 

darauf  erfährt  man,  dass  jede  beliebige  Function  von  x  mittelst  des 
Maclaurin^schen  Satzes  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Keihe 
verwandelt  werden  kann.  Was  wird  denn  der  Verfasser  sagen ,  wenn  ihm 
ein  junger  strebsamer  Techniker  zeigt,  dass  der  Maclaurin^sche  Satz  bei 

vielen  naheliegenden  Functionen,  wie  z.B.  ß^,  log  (1+K^)  etc.,  zu  wider- 
sinnigen Resultaten  führt? 

Die  Integration  entwickelter  Functionen  ist  auf  4*/4  Seiten  abgemacht; 
der  Integration  von  Differentialgleichungen  ist  gerade  eine  Seite  gewidmet, 
wobei  aber  nur  etwas  von  den  totalen  Differentialgleichungen  gefaselt 
wird,  die  bekanntlich  sehr  selten  vorkommen. 

Diese  Prol»en  mögen  hinreichen.  Aus  ihnen  geht  hervor,  dass  der 
Verfasser  die  zahlreichen  sehr  begründeten  Einwendungen,  welche  seit 
einer  Reihe  von  Jahren  gegen  die  älteren  Methoden  gemacht  worden  sind, 
entweder  gar  nicht  kennt  oder  wenigstens  nicht  verstanden  hat,  und  dass 
er  eben  deswegen  die  strengen  Begründungen  der  Neuzeit  für  unnütze 
Haarspaltereien  ansieht.  Endlich  muss  es  als  Unkeuntniss  der  Literatur 
gerügt  werden,  wenn  der  Verfasser  seine  Methoden  für  neu  halten  sollte, 
wie  es  fast  scheint. 

Die  Sprache  des  Handwerkes  hat  ein  gutes  und  bezeichnendes  Wort 
für  den,  der  sich  in  ein  ihm  fremdes  Arbeitsgebiet  hineinwagt;  sie  nennt 
ihn  einen  Pfusclier.  Auch  des  Verfassers  Arbeit  ist  nichts  als  eine  jäm- 
merliche Pfuscherei,  vor  welcher  hiermit  gewarnt  sein  mag.  Dem  Ver- 
fasser aber  geben  wir  den  Rath ,  bei  dem  Eisenbahnbau  zu  bleiben  und  die 
mathematische  Schriftsteller  ei  den  Mathematikern  zu  überlassen: 

SCHLÖMILCH. 
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GtoometxiBcbe  UnteTS^chungen  über  Cunren  höherer  Ordnungen  und  Clai 

Von  Dr.  Sarres.  Wittenberg,  in  Commission  bei  Herros^e.  1S62. 
4.  20  Seiten. 
Die  vorliegende  Schrift  beschäftigt  sich  mit  der  linearen  Generation 
algebraischer  ebener  Cnrven,  oder  vielmehr  gewisser,  durch  die  Existenz 
von  vielfachen  Punkten  ausgezeichneter  Arten  derselben;  sie  gehört  also 
zu  den  nun  ziemlich  zahlreichen  Arbeiten  der  neueren  Zeit,  welche  fnr 
die  Theorie  und  Construction  der  Curven  höherer  Orade  die  Grnndvor- 
stellungen  der  neueren  Geometrie  verwerthen,  die  Elementargebilde, 
welche  von  Steiner  und  Chasles  in  die  Wissenschaft  eingeführt  wurden. 
Wenn  wir  E.  de  Jonqui^res'  „Essai  sur  la  Generation  des  Courbes  geo- 
melriques*^"  {Paris  1858)  als  die  bedeutendste  und  keimkräftigste  dieser  Ar- 
beiten bezeichnen  müssen,  so  verdient  doch  die  gegenwärtige  Betrachtung 
analoger  Fragen  von  einem  minder  umfassenden  Gesichtspunkte  aus  gleich- 
falls das  Interesse  mathematischer  Leser.  Während  nämlich  jene  den 
wahrhaft  organischen  Grundgedanken  von  Büscheln  von  Curven ,  die  ein- 
ander nach  gleichem  Doppelschnittsverhältniss  oder ,  wie  man  statt  dessen 
sagen  darf,  linear  entsprechen,  überall  zur  Anwendung  bringt,  —  eine 
Vorstellung ,  welche  allen  Verehrern  Steiner*scher  Arbeiten  längst  geläufig 
ist,  —  so  beschränkt  sich  die  vorliegende  Schrift  auf  die  Betrachtung  der 
Elementai'gebilde  erster  Stufe,  der  geradhnigen  Funktreihen  und  Strahl* 
bUschel  und  verlegt  die  Quelle  höherer  Formen  in  die  Art  des  Entspre- 
chens;  dasselbe  ist  nicht  wie  dort  ein  einfaches  und  lineares,  sondern  ein 
vielfaches  oder  ein  Entsprechen  von  höherem  Grade. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  den  Begriffen  eines  fifachen  Strahl- 
btischels  und  einer  n  fachen  Geraden  —  für  welche  letztere  wir  die  Be- 
zeichnung »fache  Pnnktreihe  vorziehen  würden  — ;  er  defiuirt: 

3.  „Wenn  ein  beweglicher  Punkt  eine  Curve  itter  Qrdnang 
durchläuft  und  ein  Strahl  eines  Strahlbflschels,  dessen  Mittelpunkt 
in  der  Ebene  der  Curve  aber  nicht  auf  derselben  liegt,  immer  durch 
denselben  hindurchgeht,  so  hat  sich  der  Strahl  um  nn  gedreht, 
wenn  der  Punkt  die  ganze  Curve  durchlaufen  hat.*^ 

4.  „Schneidet  eine  bewegliche  Tangente  einer  Curve  nter 
Classe  eine  Gerade,  welche  die  Curve  nicht  berührt,  in  einem  Punkt, 
so  durchläuft  der  Punkt  die  Gerade  »mal,  während  die  Tangente 
die  Curve  umhüllt." 

Bei  beiden  Definitionen  ist  erforderlich,  imaginäre  Punkte  und  Ge- 
rade in  Betracht  zu  ziehen ;  mit  ihnen  übersieht  man  sofort  die  Kichtigkeit 
des  Satzes :  7.  Zwei  projectivische  Strahlbüschel ,  deren  eines  p  fach ,  das 
andere  ^fach  ist  und  die  sich  in  schiefer  Lage  befinden,  erzeugen  durch 
die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  eine  Curve  von  (p+7)ter 
Ordnung,  in  welcher  der  Mittelpunkt  des  ersten  ein  gfacher,  der  des  zwei- 
ten Büschels   ein  pfacher  Punkt  ist.    Der  ihm  dualistisch  entsprechende 
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Satz  ist  leicht  zu  bilden.  An  dem  speciellen  Falle  einer  Curre  vierter 
Ordnung  wird  derselbe  einer  nützlichen  genaaern  Untersuchung  unter- 
worfen, aus' welcher  hervorgeht,  dass  die  so  erzeugten  Curven  vierter 
Orduung  solche  mit  3  Doppelpunkten  oder  von  sechster  Classe  sind;  sie 
sind  durch  8  Punkte  bestimmt,  unter  denen  die  3  Doppelpunkte  sich  be- 
finden ,  also  durch  11  statt  durch  14  einfache  Punkte. 

Es  folgen  die  Anwendung  auf  Curven  dritter  Ordnung  und  die  Ent- 
wickelung  einer  anderen  Ausdrncksweise  der  allgemeinen  Sätze,  welche 
wir  durch  Wiedergabe  des  Satzes  12)  hier  reprftseutiren  wollen:  12.  „Be- 
rühren die  3  Seiten  eines  veränderlichen  Dreiecks  einzeln  und  der  Reihe 
nach  3  Curven  von  pter,  gter,  fter  Classe,  und  bewegen  sieh  dabei 
2  Ecken  desselben  auf  2  Curven  von  stet  und  aer  Ordnung,  so  beschreibt 
die  dritte  Ecke  einer  Curve  von  2pqrslter  Ordnung." 

Dies  Beispiel  reicht  hin,  um  zu  erkennen,  dass  die  neuen  Sätze  aus 
den  alten  auf  dieselbe  Weise  hervorgehen,  wie  der  bekannte  Satz  von 
Maclaurin  über  die  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  Bewegung  eines 
veränderlieben  Dteieoks  —  es  ist  der  Satz  12)  für  p  =  5'=r =5 =1=1  — 
ans  der  Erzeugung  der  Kegelschnitte  als  Durchschnittsort  entsprechender 
Strahlen  zweier  einfacher  Strahlbüschel.  Sätze  dieser  Art,  allgemeiner, 
als  die  von  Maclaurin  herrührenden,  sind  übrigens,  wie  beiläufig  erwähnt 
werden  mag,  z.B.  schon  von  G.  Salmon  im  y^Treatise  on  the  higher  plane 
Curve^^  1852  (Art.  267)  gegeben  worden.. 

Nützlieh  ist  es,  zu  bemerken,  wie  alle  diese  Betrachtungen  die  ana- 
lytische Ausdrucksweise  höchst  einfach  gestalten,  ja  dieselbe,  wie  uns  be- 
dünken will,  verlangen;  wenn 

y — yr=sk{x — x)  und  y  —  y's=zl(x  —  x')  oder  a  =  kß,  a  =  /y 
zwei  Gerade  repräsentiren ,  die  durch  die  festen  Punkte  (a?',  y'),  (x\y') 
oder  («,p)}  (<y>y)  respective  hindurchgehen,  so  drücken  sie  insbesondere 
einfache  projectivische  Strahlbüschel  aus,  wenn  die  unbestimmten  Coeffi- 
clenten  Ar,  /  durch  die  allgemeine  Relation  des  ersten  Grades 

^*/+5Ä-  +  C/+Z>  =  0 
verbunden  sin#,  und  die  Elimination  von  k  nnd  /  zwischen  den  drei  ent- 
sprechenden Gleichungen  liefert  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welcher 
der  Durc;^schnittsort  beider  Büschel  ist.  Denkt  man  das  erste  Büschel  als 
ein  zweifaches,  so  trht  an  Stelle  der  linearen  Relation  eine  solche,  welche 
in  Bezug  auf/  vom  ersten,  in  Bezug  auf  Ar  vom  zweiten  Grade  ist  und  die 
analoge  Elimination  liefert  die  Gleichung  der  entstehenden  Curve  dritter 
Ordnung.  Man  kann  dies  analytische  Verfahren  ebenso  leicht  weiter  fort- 
setzen, als  vielfach  modificiren;  es  ist  wohl  geeignet,  auch  bei  bekannten 
Curven  neue  Resultate  zu  liefern,  sei  aber  hier  nur  deshalb  angedeutet, 
weil  es  in  der  That  neues  Licht  auf  die  Grundvorstellungen  unseres  Ver- 
fassers wirft. 

Im  letzten  Abschnitte  der  Schrift  zeigt  derselbe,  welche  i^u^nven^jp 
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stehen,  wenn  auf  beweglichen  Geraden,  die  von  festen  Curven  oder  Ge- 
raden geschnitten  sind ,  solche  Funkte  verzeichnet  werden ,  die  mit  irgend 
drei  der  schon  vorhandenen  in  einem  gegebenen  Doppelschnittsverhäi*iii>«s 
oder  im  harmonischen  Verhältniss  stehen;  auch  der  Zusammenhang  ditft- 
ser  Erzeugung  mit  derjenigen,  welche  Gegenstand  des  Vorhergehenden 
ist,  wird  erörtert.  Wir  führen  nur  den  letzten  and  allgemeinsten  dieser 
Sätze  an:  20.  Schneidet  die  bewegliche  Tangente  einer  festen  Curve  nter 
Classe  eine  feste  Curve  mter  Ordnung  in  m  Punkten  und  bestimmt  man  aaf 
derselben  die  3  vierten  harmonischen  zu  je  drei  von  diesen  m Punkten,  so 
beschreiben  diese  so  bestimmten  Punkte  eine  Curve  von  n ,  m  («— 1)  (m— 2)  ter 
Ordnung,  während  der  Umhüllung  der  Curve  nter  Classe. 

Er  zeigt  genügend,  dass  diese  Sätze  im  engsten  Zusammenhange  mit 
einer  Gruppe  von  denen  stehen,  welche  Steiner  in  seiner  grossen  Arbeit 
„Ueber  algebraische  Curven  ete.*'  im  47.  Bande  von  Crelle's  Journal  mit- 
getheilt  hat.  (Man  vergleiche  insbesondere  §.  26,  27.)  Im  59.  Bande  des- 
selben Journals  hat  E.  de  Jonqui^res  diese  Sätze  und  die  von  Steiner  ge- 
legentlich derselben  vorgelegten  Aufgaben  geometrisch  untersucht  und  ist 
dabei  zu  schätzbaren  neuen  Resultaten  gelangt.  Aach  eine  frühere  Ab- 
handlung desselben  Autors  im  Aprilheft  des  Liouville'schen  Journals  von 
1861  bewegt  sich  in  dem  reichen  Gedankenkreise  dieser  Steiner'schen  Arbeit« 

Wer  das  Studium  dieser  Abhandlungen  mit  dem  der  vorliegendea 
Schrift  verbindet,  wird  viel  von  dem  Geiste  der  reinen  Geometrie  in  sich 
aufnehmen  können.  Wilh.  Fiedleb. 


Die  Lehre  der  geometrisohen  Beleachtiingicoiistractioneii  und  deren  An- 
wendung auf  das  technisohe  Zeichnen.     Für  technische   Lehr- 
anstalten und  zum  Selbstunterrichte  verfasst  von  Franz  I^lsch er. 
gr.  8.    255  Seiten.      Mit  einem  Atlas  von  XIV  Tafeln.     Wien, 
Gerold.    1862. 
Das  vorliegende  Werk  muss  als  eine  wichtige  Erscheinung  auf  dem 
Gebiete  der  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  bez^chnet  werden. 
Der  wissenschaftliche  Sinn,   aus  welchem  es  entsprang,  verdient  ebenso 
sehr  untrere  Anerkennung,  als  der  Fleiss  und  die  Sorgfalt  der  Ausführung. 
Wenn  wir  ihm  nur  eine  kurze  Besprechung  widmen,  so  geschieht  es  in 
der  Erwägung,  dass  Constructionsmethoden  angewandt  und  geübt,  mehr 
als  besprochen  zu  M^erden  verlangen.     Wir  versuchen  aber  in  der  Kürze 
seine  Stellung  unter  den  in  dem  behandelten  Gebiete  concurrirenden  Ar- 
beiten und  seinen  Inhalt  zu  charakterisiren. 

Unter  allen  Zweigen  der  darstellenden  Geometrie  in  ihrer  Anwendung 
auf  das  technische  Zeichnen  sind  unstreitig  Schattenconstruction  und  Per- 
spective am  wenigsten  gefördert  worden;  man  hat  sie  immer  mehr  al«  An- 
fänge und  Bestandtheile  künstlerischer  Auffassung  denn /als  Nothwendig- 
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keiten  technischer  üarstclluTigen  behandelt.  Was  —  um  von  der  Dar- 
stellung der.  Schatten  aHein  zu  sprechen  —  eine  sorgsame  und  feinsinnige 
Beobachtung  der  Erscheinungen  lehrte,  ist  in  Regeln  zusammengestellt 
worden,  nach  denen  zwar  auch  nur  die  Arbeit  der  von  künstlerischem 
Verständniss  geleiteten  Hand  —  und  nicht  die  peinlich  genaue  Nach- 
acutung  allein  —  Schönes  und  Wahres  hervorbringen  kann ,  deren  hoher 
Werth  darnm  aber  doch  nicht  verkannt  werden  soll.  Die  Anwendung  der- 
selben auf  die  Darstellung  räumlicher  Formen  durch  die  Parallelprojection 
und  die  Beschränkung  auf  sie  bei  der  Ermittelung  der  Lichtvertheilung  in 
der  entsprechenden  Schattenconstruction  muss  jedoch  dem  Denkenden  so- 
fort als  total  unzulässig  erscheinen,  schon  aus  dem  einen  Grunde  —  wie 
noch  aus  vielen  anderen  — ,  .weil  sie  den  Beobachtungen  des  Auges  ent- 
nommen sind,  indess  die  Parallelprojection  selbst  nichts  weniger,  als  eine 
Nachahmung  des  Sehprocesses  und  die  durch  sie  geschaffenen  Zeichnungen 
nichts  weniger,  als  eine  Wiedergabe  gesehener  oder  sichtbarer  Dinge  sind. 
Und  wir  halten  ihre  Anwendung  in  der  Perspective,  so  weit  sie  nicht  dem 
Künstler  dienen  soll ,  für  nicht  minder  verwerflich :  Sie  ist  immer  auch  da 
die  Verbindung  einer  empirischen  Beobachtung  mit  einer  auf  abstracten 
Voraussetzungen  beruhenden  Darstellung.  Die  geometrische  Natur  der 
technischen  Darstellungsmethoden  fordert  eine  ebenso  geometrische  Auf- 
fassung der  an  ihnen  denkbaren  Beleuchtungserscheinungen;  die  Forde- 
rung der  Construirbarkeit  bedingt  die  einfachsten  Voraussetzungen,  die 
natürliche  Fülle  der  Erscheinungen,  wie  sie  durch  die  lichtzerstreuende 
und  farbengebende  Wirksamkeit  der  Oberflächen,  durch  die  unvollkom- 
mene Durchsichtigkeit  der  Luft,  durch  den  inneren  eigenthümlichen  Pro- 
cess  der  leuchtenden  Bewegung  selbst  etc.  hervorgerufen  wird ,  entzieht 
sich  vollständig  der  geometrischen  Construction ,  ja  überhaupt  der  mathe- 
matischen Bestimmung. 

Dem  Kenner  der  auf  die  Schattenconstruction  bezüglichen  Literatur 
kann  nicht  entgehen,  dass  es  ihr,  wenn  auch  nicht  an  der  Aufstellung  sol- 
cher einfacher  Voraussetzungen  über  den  Vorgang  der  Beleuchtung,  doch 
an  ihrer  consequenten  und  ausschliesslichen  Durchführung  fehlt;  er  findegt 
überall  viel  zu  früh  die  Entwickelung  solcher  Consequenzen  verlassen  und 
an  ihre  Stelle  empirische  Regeln  vorgetragen,  die  bei  aller  Trefflichkeit 
hier  nicht  Ersatz  zu  leisten  vermögen.  Man  construirt  die  Grenze  des 
Selbst-  oder  Körperschattens  und  die  P'orm  des  Schlagschattens,  und  dazu 
etwa  die  hellsten  Stellen  des  beleuchteten  Theils;  aber  nur  bei  wenigen 
einfachen  Beispielen,  wie  bei  der  von  einem  leuchtende^  Punkte  beleuch- 
teten Ebene  und  bei  der  Kugelfläche,  stützt  mau  die  Abstufung  des  Selbst- 
schattens auf  die  Betrachtung  von  Linien  gleicher  Intensitäten;  für  die 
numerische  Bestimmung  derselben  als  Grundlage  der  wirklichen  Schatten- 
gebnng  und  für  die  Auffindung  der  Intensitätscurven  für  gegebene  nume- 
rische Werthe  der  Intensität  ist  ungemein  wenig  gethan.    In  dßr-That,  diö 
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mass  erwähnt  werden,  waren  M.  Olivier's  Betrachtungen  ttber  die  Be- 
stimmung von  Punkten  gleicher  und  bestimmter  Intensität  {DSveloppemerUs 
de  geomelrie  descriplive,  p,  193)  sehr  wenig  geeignet,  zur  constructiven  Ans- 
ftthrung  anzuregen.  Für  die  speciellen  Arten  krummer  Flächen ,  welche 
in  technischen  Anwendungen  eine  wichtigere  Bolle  spielen,  vereinfacht 
sich  allerdings  Has  Problem  beträchtlich  und  es  mögen  Lösungen  desselben 
mehrfach  als  Grundlagen  der  Schattenconstruction  angewendet  worden 
sein ,  ohne  in  der  Literatur  ihren  Ausdruck  für  die  Wissenschaft  gefunden 
zu  haben;  der  Unterzeichnete  darf  in  diesem  Sinne  vielleicht  anführen, 
dass  ihm  seine  schärfere  geometrische  Entwickelnng  der  Centralprojection 
und  die  mit  ihr  verbundene  eigenthümliche  Auffassung  und  Benutzung  «n- 
endlich  ferner  Elemente  Anlass  und  Mittel  zur  Behandlung  solcher  Fragen 
wiederholt  geboten  hat. 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  hat  die  Darstellung  der  In- 
tensitätslinien nach  zweckmässig  bestimmten  Scalen  für  alle  die  Flächen 
vollständig  durchgeführt,  welche  in  der  Technik  eine  Rolle  spielen.  £r 
geht  dabei  von  deutlichen  und  einfachen  Grundvorstellungen  aus  und  ftihrt 
dieselben  durch  das  Ganze  seines  Werkes  eoosequent  hindurch ;  die  Ent- 
Wickelungen  sind  klar  und  zweckmässig,  nach  ihrer  Ausdehnung,  wie 
nach  ihrem  sachlichen  Inhalt  und  ihrer  Vortragsform ;  einzelne  sprachliche 
Eigenheiten  stören  das  Verständniss  nicht.  In  einer  ersten  Abtbeiinng 
wird  von  der  Bestimmung  und  Darstellung  der  Beleuchtungserscheinungen 
im  Allgemeinen,  in  der  zweiten,  dem  Haupttheil  des  Werkes,  von  der  Be* 
Stimmung  und  Darstellung  der  Beleuehtungserscheinungen  an  besonderen 
gegebenen  Objecten  gehandelt.  Die  letztere  zerfällt  in  sechs  Capitel, 
welche  tiberschrieben  sind:  I.  Punkte,  Linien,  Ebenen*  und  Polyeder. 
Dazu  eine  Anmerkung.  Nach  dem  oben  Gesagten  bedarf  es  keiner  Er- 
läuterung mehr,  wenn  wir  in  der  Einführung  der  Modificationslinie  mehr 
eine  Cohcession  an  das  Herkömmliche  und  an  die  Erscheinung,  als  einen 
wesentlichen  Bestandtbeil  der  vorgelegten  Beleuchtnngsconstructionen  er- 
blicken; der  geschickten  Art  derselben  gebührt  überdies  Anerkennung. 
II.  Flächen  im  Allgemeinen,  III.  Entwickel bare  Flächen:  Cjlinderfläehen, 
Kegelflächen ,  entwickelbare  Schraubenfläche.  IV.  Windschiefe  Flächen. 
Allgemeine  Methoden ,  angewendet  auf  das  hyperbolische  Paraboloid,  das 
einfache  Hyperboloid,  eine  windschiefe  Dachfläche  und  eine  Wendel- 
fläche; besondere  Methoden  für  die  Wendelfläche  und  windschiefe  Schran- 
benfläche.  V.  Drehungsflächen.  Allgemeine  Methoden  und  ihre  besondere 
Anwendung  auf  die  Kugelfläche.  VI.  Rückungs-  und  Umhüllungsflächen; 
insbesondere  für  Cylinder,  Kegel  und  Kugeln.  Anwendung  der  Theorie 
zur  vollständigen  Darstellung  eines  Säulen fusses  und  Säulencapitälst 

Nicht  minder  werthvoll  als  die  Ausführungen  des  Textes  sind  die  bei- 
gegebenen  14  Tafeln,  ja  sie  scheinen  dem  Unterzeichneten  als  der  wirk- 
samste und  wichtigste  Theil  des  schönen  Werkes.  _  ^Dle  ersten  drei  der- 
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selben  (Fig.  1  —26)  entsprechen  dem  allgemeinen  Theil  und  dem  L  Capitel 
des  speciellen;  die  Täfeln  IV  — VI  (Fig.  27—45)  den  abwickelbaren» 
VII— IX  (Fig.  46—57)  den  windschiefen  Flächen.  Auf  Tafel  X  und  XI 
(Fig.  58—65)  sind  Drehungsflächen,  auf  Tafel  XII  (Fig.  ÖÖ— 70)  ümhül- 
lungs-  und  Rückungsflächen  behandelt,  und  die  letzten  Tafeln,  XIII  und 
XIV,  (in  Farbendruck)  sind  der  ausgeführten  Darstellung  eines  attischen 
Säulenfusses  und  eines  Säulencapitäls  gewidmet  ,(Fig.  71,  72).  Ueberall 
sind  die  Intensittttscurren  vollständig  und  deutlich  zur  Anschauung  ge- 
bracht, und  die  wohlgeleitete,  von  einer  verständigen  Erklärung  begleitete 
Anschauung  dieser  Tafeln  muss  allein  schon  zur  Bildung  des  Urtheils  des 
angehenden  Zeichners  sehr  viel  beitrage!] ;  sie  wird  auf  sichererem  Wege 
dieselbe  fördern,  als  es  nach  der  gewöhnlichen  "Methode  noch  so  wohl  aus- 
geführte Darstellungen  thun  können,  weil  ihnen  das  feste  und  fassbare 
Skelett  der  Intensitätslinien  fehlt. 

Das  ganze  Werk  ist  eine  werthvolle  Bereicherung  unserer  Literatur,- 
es  macht  seinem  Verfasser  viel  Ehre,  und  wir  wünschen  lebhaft,  dass  es 
durch  seine  Wirksamkeit  in  weiten  Kreisen  ihm  die  Freude  mache,  die 
sein  ernstes  atisdauerndes  Bestreben  verdient.  Nicht  unerwähnt  darf  auch 
da«  Verdienst  der  trefflichen  Verlagsbuchhandlung  bleiben,  die  Aus- 
stattung ist  eine  in  allen  Beziehungen  vorzügliche. 

Wir  begrüssen  endlich  mit  Freuden  die  ausgesprochene  Absiebt  des 
Verfassers,  die  nichtigsten  der  in  den  ersten  12  Tafeln  vorgeführten  Bei- 
spiele in  vollständiger  Ausführung  nach  Art  der  Tafeln  XIII  und  XIV  als 
Vorlagen  erscheinen  zu  lassen.  Für  eine  grosse  Zahl  derselben  schiene 
uns  auch  die  Ausführung  genau  entsprechender  Modelle  leicht  thunlich 
und  sehr  nützlich.  Wilh.  Fiedler. 


Lehrbuch  der  Experimentalphyiik.  Mit  theilweiser  Benutzung  von  Jamin's 
„Cours  de  Physique  de  VEcole  Polytechnique'*'  bearbeitet  von  Dr. 
AootPH  WöLLWER,  Privatdocenten  der  Physik  an  der  Universität 
zu  Marburg.    Vollständig  in  zwei  Bänden.    Jeder  Band  in  zwei 
Abtheilungen.    Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen 
in  Holzschnitt.    Ersten  Bandes  erste  Abtbeilung.   Leipzig,  Druck 
und  Verlag  von  B.  6.  Teubner.    1862. 
Das  Vorliegende  gehört,  wie  man  sieht,  einem  grösseren  physikali- 
schen Lehrbuche  an,  welches  schon  seines  beabsichtigten  Umfanges  wegen 
die  Aufmerksamkeit  auf  sich  lenkt,    lieber  die  Aufgabe,  welche  sich  der 
Verfasser  bei  der  Bearbeitung  desselben  gestellt  hat ,  giebt  der  Prospectus 
Aufschluss,  welcher  der  vorliegenden  ersten  Abtheiinng  des  ersten  Bandes 
vorgedruckt  ist.   Das  ganze  Werk  soll  für  diejenigen  als  Vorschule  dienen, 
welche  tiefer  in  das  Gebiet  des  physikalischen  Wissens  eindringen  wollen, 
wobei  der  Verfasser  durch  elementare  mathematische  Behandlung  der  phy- 
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sikalisclien  Lehren  Sorge  getragen  hat,  dasselbe,  wie  diö  meisten  deut- 
schen physikalischen  Lehrbücher,  einem  grösseren  Leserkreis  zugänglich 
zu  machen.  Wie  mir  der  Verfasser  auch  privatim  mitgetheilt  hat,  ist  er 
von  Seiten  eines  renommirten  Fachgenossen  aufgefordert  worden,  ein 
Lehrbuch  zu  bearbeiten,  welches  wie  das  von  Qnintus  Icilius  eine 
ernste  wissenschaftliche  Anregung  gewährt,  aber  gleichzeitig,  wie  der 
jyCours  de  Physique''  von  Jamin  sich  mehr  zum  Selbststudium  eignet,  als 
jenes  von  Quintus  Icilius,  welches  seiner  Einrichtung  nach  vorzüglich  zur 
Benutzung  als  Leitfaden  bei  Vorlesungen  geeignet  ist  Wenn  nun  der 
Verfasser  zu  Anfang  der  literarischen  Arbeit,  auf  die  er  eingegangen  war, 
die  Idee  hatte,  Jamin's  Lehrbuch  mit  Berücksichtigung  deutscher  Arbeiten 
für  deutsche  Verhältnisse  frei  zu  bearbeiten ,  so  hat  er  sich  doch  schon  im 
Laufe  seiner  Vorarbeiten  auf  eigene  Füsse  gestellt,  indem  er  in  der  Ein- 
theilung  und  Anordnung  von  dem  anfänglichen  französischen  Vorbild  ab- 
gewichen ist. 

Das  ganze  Werk,  wovon  das  bisher  Erschienene  bereits  38  Bogen 
gross  Royal -Octav  enthält  (Preis  2  Thlr.  16  Ngr.),  soll  nach  der  Angabe 
der  Verlagshandlung  im  Jahre  1863  vollendet  und  der  Preis  des  ganzen 
Werkes  ein  verhältnissmässig  sehr  billiger  und  keinesfalls  höher  sein ,  als 
bei  den  verbreitetsten  ausführlicheren  Lehrbüchern  der  Physik. 

Die  Besprechung  wird  nun  hauptsächlich  ihre  Aufmerksamkeit  darauf 
zu  richten  haben,  wie  der  Verfasser  seine  Aufgabe  zu  lösen  gedenkt  und 
bis  jetzt  gelöst  hat,  ein  vorwiegend  für  das  Selbststudium  als  Vorschule 
tieferer  physikalischer  Studien  bestimmtes  Werk  zu  bearbeiten. 

Nach  dem  Prospectus  soll  das  ganze  Werk  zwei  Bände  enthalten ,  in 
dem  ersten  soll  Mechanik,  Akustik  und  Optik,  im  zweiten  die  Lehre  von 
der  Wärme  und  Elektricität  vorgetragen  werden.  Bei  dieser  Anordnung, 
die  im  didaktischen  Interesse  nur  zu  billigen  ist,  sind  demnach  die  Abthei- 
lungen,  bei  denen  die  Induction  erfolgreicher  gewesen  ist,  vorangestellt 
worden,  während  die  theoretisch  minder  entwickelten  Lehren  nachfolgen. 
Die  Einleitung  enthält,  durchaus  in  logischer  Verknüpf\ing,\Abhandlungen 
über  Aufgabe  und  Grenzen  der  Physik,  Methode  der  Physik,  Beschaffen- 
heit der  Materie,  Maass  und  Messinstrumente.  Einen  besonders  guten  Ein- 
druck hat  bei  mir  die  Abhandlung:  „Beschaffenheit  der  Materie*',  hervor- 
gebracht, in  welcher  der  Verfasser,  ausgehend  von  den  stöchiometrischen 
Gesetzen  und  mit  Weglassung  der  manchmal  so  breiten  nutzlosen  Betrach- 
tungen früherer  Lehrbücher  über  die  allgemeinen  Körpereigenschaften, 
den  Leser  auf  die  atomistische  Hypothese  führt.  Mit  Recht  hat  der  Ver- 
fasser der  Beschreibung  und  Abbildung  von  Messinstrumenten  mehr  Kaum 
gegönnt,  als  dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt. 

Der  erste  Abschnitt  handelt  von  dem  Gleichgewicht  und  der  Be- 
wegung der  Körper,  als  solcher  und  zwar  im  ersten  Capitel  von  der  fort- 
schreitenden   Bewegung,    \m   zweiten    Capitel    von    den    drehenden    Be- 
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wegungen  and  im  dritten  Capitel  von  der  allgemeinen  Gravitation.  Nach 
Durchsicht  dieses  Abschnittes  und  reiflicher  Ueberlegung  bin  ich  zu  der 
Ijeberzeugung  gelangt,  dass  sich  der  Verfasser  die  Arbeit  ungemein  er- 
leichtert haben  würde,  wenn  er  hierbei  nicht  von  den  Thatsachen  ausge- 
gangen wäre,  sondern  wie  im  dritten  Abschnitt  (Wellenlehre)  erst  die  Be- 
sultate  der  Induction  vorgetragen  und  hierauf  die  Uebereinstimmung  der 
theoretischen  Lehrsätze  mit  der  Erfahrung  gezeigt  hatte.  Der  Verfasser 
hat  auf  dem  von  ihm  gewählten  Wege,  wie  viele  seiner  Vorgänger,  dem 
Schicksale  nicht  entgehen  können,  durch  das  bestreben,  rasch  zum  Ziele 
zu  gelangen,  bisweilen  minder  klar  zu  werden,  als  man  es  wohl  wünschen 
möchte.  Der  Tadel,  der  hierin  liegt,  d'irfte  vielleicht  weniger  schwer 
ins  Gewicht  fallen,  wenn  man  in  Erwägung  zieht,  dass  die  Beschränkung 
der  mechanischen  Naturlehre  auf  einen  geringeren  Raum  viele  Schwierig- 
keiten darbietet,  der  auch  die  Herausgeber  älterer  deutscher  physikali- 
scher Lehrbücher  nicht  entgangen  sind  und  dass  der  Verfasser  des  vor- 
liegenden Lehrbuches  am  Ende  des  besprochenen  ersten  Abschnittes  dem 
Studirenden  ein  recht  gut  ausgewähltes  Verzeichniss  der  mechanischen 
Literatur  zur  Benutzung  darbietet.  Es  ist  überhaupt  dem  vorliegenden 
Lehrbuche,  so  weit  es  erschienen  ist,  als  Vorzug  nachzurühmen,  dass 
dem  Leser  durch  die  zwar  nicht  vollständigen ,  aber  zahlreichen  und  gut 
ausgewählten  Citate  Gelegenheit  geboten  wird,  sein  Studium  durch  Be- 
nutzung der  wichtigeren  Originalartikel  zu  befördern. 

Im  zweiten  Abschnitt,  der  die  Ueberschrift :  „Die  Lehre  von  dem 
Gleichgewicht  und  der  Bewegung  der  Körper  in  ihren  einzelnen  Theilen'* 
hat,  wird  die  Elasticität,  Festigkeit,  der  Stoss  und  die  Keibung  der  festen 
Körper,  sowie  die  Lehre  von  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  und  Gasen  vor- 
getragen. Dieser  Abschnitt  gewinnt  durch  die  sorgfältigen  Referate  über 
das  Experimentelle  und  ist  nach  dessen  Durchsicht  nur  die  Frage  bei  mir 
entstanden,  ob,  resp»  wo  der  Verfasser  die  Krystallphänomene  zu  behan- 
deln gedenkt. 

Der  dritte  Abschnitt  von  vorwiegend  theoretischem  Inhalt  behandelt 
in  klarer,  fasslicher  Form  die  Wellenlehre,  wobei  der  Verfasser  auch  die 
Theorie  der  Interferenzen  entsprechend  berücksichtigt. 

Der  vierte  und  letzte  Abschnitt  (vom  Schalle)  kann  dem  Vorigen  ge- 
mäss wieder  vorwiegend  von  den  Thatsachen  handeln,  deren  Theorie 
grösstentheils  durch  die  Wellenlehre  gegeben  wurde. 

Das  bisher  Erschienene  zeigt  nun,  dass  Dr.  W tili n er  durch  Anord- 
nung und  Eintbeilung  des  Stoffes,  durch  die  vorzügliche  Berücksichtigung 
des  experimentellen  Theiles,  durch  passend  ausgewählte  Citate  dahin  ge- 
wirkt hat,  dass  sein  Lehrbuch  besonders  zum  Selbststudium  geeignet 
werde;  berücksichtigt  man  nun  ferner  den  überall  anzutreffenden  deut- 
lichen Styl  und  die  von  der  V»  lAi/shandlung  in  der  y^M.  des  vorzüg- 
lichen Papieres,  Letterndruck^^      ^  in  der  sorgfältigen  Ausführung  der 

Digitized  by  VjOOQIC 


78  Literaturzeitung. 

zabireichen  Holzschnitte  ausgesprocliene  Absiebt,  das  literarische  Unter- 
nehmen des  Dr.  Wüllner  auch  änsserlicb  in  würdiger  Weise  zu  unter- 
stützen, so  kann  man  wohl  das  Prognoatikon  stellen,  dass  die  phyaika- 
liscfae  Literatur  in  Dr.  Wüllner *8  Lebrburch  einen  recht  gediegenen 
Zuwachs  erhalten  wird.  Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

Die  Differential-  und  Integralreehiinng.  Umfassend  nnd  mit  steter  Berück- 
sichtigung der  Anwendung  dargestellt  von  Dr.  J.  Dienggr,  Prof. 
d.  Math.  a.  d.  poljtechn.  Schule  zu  Carlsrahe.   Zweite  nmgearhei- 
tete  Auflage.     3  Bände.     Stuttgart,    Verlag  der  Metzler'schen 
Bachhandlung. 
An  ein  mathematisches  Werk,  das  weniger  eigene  Untersuchungen  als 
vielmehr  eine  umfassende  Darstellung  eines  sehr  grossen  Wissensgebietes 
geben  will,  stellt  man  hauptsächlich  drei  Anforderungen;   man  verlangt 

1)  eine  logisch  begründete  übersichtliche  Anordnung  des  Stoffes, 

2)  klare  Ausdrucksweise  und  3)  Strenge  der  mathematischen 
Dedu'ction.  Nach  diesen  Gesichtspunkten  betrachtet,  macht  des  Ver- 
fassers Arbeit  keinen  günstigen  Eindruck;  ein  Blick  in  das  Inhaltsverzeich- 
niss  lehrt  schon,  wie  wenig  Aufmerksamkeit  auf  eine  naturgemässe  Anord- 
nung des  Materiales  verwendet  ist,  bei  näherer  Ansicht  aber  kommt  man 
zu  der  Ueberzeugung,  dass  man  nur  ein  wüstes  Durcheinander  analytischer 
Lehren  vor  sich  hat,  in  welchem  sich  ausser  dem  Verfasser  höchstens  noch 
ein  genauer  Kenner,  keinesfalls  aber  ein  Jünger  der  Wissenschaft  znrocht 
finden  wird.  Zur  Begründung  dieses  Urtheils  mag  die  folgende  eingehen- 
dere Betrachtung  des  Inhaltes  dienen. 

§.  1  enthält  die  Hauptsätze  der  Potenzenlehre,  der  Logarithmen,  arith- 
metischen und  geometrischen  Keihen;  Referent  hält  diess  für  sehr  über- 
flüssig. Daran  schliesst  sich  in  §.  2  der  Begriff  der  Function;  in  §.  3  be- 
spricht der  Verfasser  die  trigonometrischen  und  cyclometrischen  Functionen, 
vergisst  aber  dabei  die,  ohne  Zweifel  hierher  gehörenden  Formeln  für 
aresin  a  +  aresin  ß  etc. ,  welche  er  dann  100  Seiten  später  bei  den  irratio- 
nalen Integralen  einschaltet,  wo  sie  Niemand  suchen  wird.  §,  4  giebt  ein 
Bruchstück  von  der  Theorie  complexer  Zahlen;  darin  ist  die  Multiplication 
derselben  ungenau  dargestellt,  die  Division  aber  vergessen;  das  Fehlende 
steht  im  zweiten  Bande  auf  S.  HL  In  §.  5  folgt  wieder  etwas  Keelles, 
nämlich  der  binomische  Satz  fiXf  ^^n^^'  positive  Exponenten  nebst  Aus- 
drücken für  eosna  und  sin  na.  l^-       ^c^*^^^^  ^^^^  Paragraphen  beschäftigen 

Lileralnntg.  rt.  Zeilschr.  f.  Malh.  a.  Pli..    ^         -  'JC^  r\n^n]^ 
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sich  mit  Grenzwerthen ,   wobei  der  binomische  Satz  ganz  unnöthigerweise 


benutzt  wird.  In  §.  9  kommt  die  Vieldeutigkeit  von  //a  +  6t  zar  Sprache, 
welcher  Gegenstand  doch  wohl  dahin  gehörte,  wo  von  (a+  fti)*  die  Rede 
war  (§.  4);  da  hier  ferner  der  Sinn  von  ^«+*'  und  log  {a  +  bt)  erörtert  wird, 
so  giebt  §.  9  ein  zweites  Bruchstück  von  der  Theorie  des  Imaginären;  das 
.letzte  Drittheil,  welches  sin  (a+i  j3),  aresin  (^a  +  i ß')  etc.  untersuchen  müsste, 
hat  Referent  nicht  entdecken  können.  Die  Abschnitte  II — V  (§.  10—25) 
beschäftigen  sich  in  gewöhnlicher  Weise  mit  den  einfachen  und  mehrfacheu 
Differentiationen  der  Functionen  einer  einzigen  Variabelen ,  mit  den  viel- 
deutigen Formen  j},  O.QO  etc.  und  mit  den  grössten  und  kleinsten Werthen 
der  Functionen  einer  Variabelen.  Es  wäre  nun  nichts  natürlicher  gewesen, 
als  hierauf  den  Taylor*schen  Satz  folgen  zu  lassen,  damit  doch  wenigstens 
die  Differentialrechnung  der  Functionen  einer  Variabelen  zum  Abschlüsse 
käme,  der  Verfasser  dagegen  überrascht  in  Abschnitt  VI  den  Leser  mit 
einem  Stück  Integralrechnung  (§.  26 — 38),  welches  auch  wieder  unvoll- 
ständig bleibt,  weil  nicht  gezeigt  werden  kann,  wie  man  sich  in  den  Fällen, 
wo  die  gewöhnlichen  Mittel  versagen,  mit  nnendh'chen  Reihen  hilft.  Ab- 
schnitt VII  enthält  Einiges  von  den  bestimmten  Integralen ,  wobei  Haupt- 
sachen ,  wie  näherungsweise  Berechnung»  Differentiation  in  Beziehung  auf 
Constanten  etc.  einstweilen  übergangen  sind.  In  Abschnitt  VIII  findet  man 
diejenigen  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung,  welche  nur 
einfache  Integrationen  erfordern,  also  Quadratur,  Cubatur  etc.  Die  Recti- 
fication  ebener  Curven  (natürlich  soweit  sie  ohne  Reihenentwickelungen 
gelingt),  ist  in  §.  47  angegeben,  dieRectification  doppelt  gekrümmter  Curven 
ist  aber  vergessen,  obschon  sie  auch  nur  eine  einfache  Integration  ver- 
langt. Man  findet  sie  in  Abschnitt  XIII,  welcher  die  Ueberschrift  „Viel- 
fache Integrale^^  trägt!  Der  neunte  Abschnitt  sieht  so  buntscheckig  ans 
wie  eine  Theatergarderobe;  er  verdient  daher  besondere  Aufmerksamkeit. 
Zuerst  wird  der  Taylor'sche  Satz  bewiesen  und  zwar  auf  die  allerumständ- 
lichte  Weise;  der  Verfasser  geht  nämlich  von  der  Gleichung 


/^(aH-Ä)  -/-(a)  =y}' ia+h^x)  dx 


\ 


aas  und  wandet  rechter  Hand  fi- mal  nach  einander  die  theilweise  Integration 
an.  —  Und  doch  hat  der  Verfasser  den  weit  kürzeren  Beweis  (mittelst  einer 
einzigen  Differentiation)  und  die  vom  Referent  angegebene  allgemeine 
Restform  gekannt,  denn  er  theilt  Beides  in  Zusatz  R  zu  Bd.  II  mit!  An 
die  Sätze  von  Taylor  und  Maclaurin  knüpfen  sich  selbstverständlich 
die  gewöhnlichen  Reihenverwandlungen,  und  da  die  meisten  derartigen 
Reihen  unendlich  werden,  so  hätte  billigerweise  die  Lehre  von  der  Con- 
vergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen  als  Vorstudie  eingeschaltet 
werden  müssen.  Diess  ist  nicht  geschehen,  und  in  Folge  davon  kommt 
jene  wichtige  Partie  nirgends  zu  rechter  Geltung;   es  wird  bald  da  bald 
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dort  an  ungefähr  8  — 10  verschiedenen  Stellen  des  ganzen  voluminösen 
Werkes  eine  Notiz  über  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  beigebracht 
und  es  also  dem  armen  Schlucker  von  Studenten  überlassen,  aus  diesem 
zerfahrenen  Wesen  sich  das  Nöthige  zusammenstellen.  Sonderbarer  Weise 
erklärt  der  Verfasser  auf  S.  208,  dass  die  Entwickelung  der  Functionen  in 
unendliche  Reihen  ,,ein  Gegenstand  von  minderer  Wichtigkeit  ist"  -  • 
der  Verfasser  scheint  demnach  gar  nicht  zu  wissen,  dass  bei  einer  Unzahl 
von  physikalischen  und  mechanischen  Problemen  den  Reihenenentwicke- 
lungen  die  Hauptrolle  zufällt  und  dass  es  z.  B.  bei  sämmtlichen  Störung«- 
rechnnngen  fast  ausschliesslich  auf  die  Entdeckung  brauchbarer  Reihen 
ankommt.  Aus  jener  irrigen  Meinung  mag  auch  die  Oberflächlichkeit  ent- 
sprungen sein,  womit  der  Verfasser  den  erwähnten  Gegenstand  behandelt. 
So  sind  z.  B.  sämmtliche  Restbetrachtungen  des  Verfassers  grundfalsch, 
wie  Referent  nachher  zeigen  wird  ;  ferner  sind  die  Grenzfälle  vergessen, 
z.  B.  die  Fälle  x  =  +l  und  a:  =  —  1  bei  den  Entwickelungen  von  (I  +aO*» 
und  /(l  +^))  die  erst  sehr  spät  in  Bd.  II  Znsatz  A  und  ganz  am  Ende  im 
Zusatz  zu  dem  Zusatz  A  nachgeholt  werden;  endlich  wäre  es  systematisch 
gewesen,  die  Reihenentwickelungen  für  die  einfachen  Functionen  in  einem 
Zuge  und  nach  einer  Methode  abzuthun,  wogegen  der  Verfasser  die  Reihen 
für  aresin  x  und  arclan  x  durch  Integration  entwickelt  und  die  Reihen  für 
ianx^  secx  etc.  ganz  vergessen  hat,  obschon  er  eine  „umfassende"  Dar- 
stellung verspricht.  —  Unmittelbar  auf  die  Reihenentwickelungen  folgt  in 
§.  56  ein  äusserst  umständlicher  mit  Hülfe  von  Reihen  geführter  Beweis  für 
die  Gleichung 

bei  des  Verfassers  Gedankengange  muss  man  also  ein  tüchtiges  Stück  Inte- 
gralrechnung gelernt  haben,  um  den  simpeln  Satz  einzusehen,  dass  der 
Grenzwerth  des  zweiten  Differenzenquotienten  gleich  dem  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten ist.  Dieser  Beweis  beweist  entweder,  dass  der  Verfasser 
keinen  Sinn  dafür  hat,  einfache  Fundamentalsätze  einfach  herzuleiten, 
oder  dass  es  ihm  an  Geschick  fehlt,  die  einfache  Herleitung  zu  finden. 
Derselbe  Paragraph  enthält  noch  etwas  völlig  Heterogenes,  nämlich  die 
Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  einer  ebenen  Cnrve  und  überdiess 
einen  Zusatz  zu  §.  22,  die  Werthbestimmung  von  g  betreffend.  —  Im  näch- 
sten Paragraph  (57)  kommt  wieder  ein  Brocken  Integralrechnung,  nämlich 
die  Integration  durch  unendliche  Reihen  nebst  Zusatz  zu  §.  48,  weil  dort 
die  Rectification  der  Ellipse  nicht  fertig  geworden  war.  Und  das  Alles 
steht  unter  der  Rubrik  Taylor'scher  Satzl  —  Wahrscheinlich  der  Ab- 
wechselung wegen  beschäftigt  sich  der  nächste  Abschnitt  mit  reiner  Diffe- 
rentialrechnung (X.  Die  Sätze  vq^  pur  mann  und  Lagrange),  der  fol- 
gende mit  reiner  Integralrechnu^^  (XL  Näher ungsweise  Berechnung  be- 
stimmter Integrale),  dann  Nr.  ^^  ^\\.  der  Differentiation  der  Functionen 
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mehrerer  Variabelen,  Nr.  XIII  mit  vielfachen  Integralen,  endlich 
Nr.  XIV  mit  einfachen  Integralen. 

Der  zweite  Band  fängt  mit  16  verschiedenen  Znsätzen  zu  Bd.  1  an ; 
sie  sind  ebensoviel  Beweise,  dass  der  Verfasser  bei  der  Abfassung  des  ersten 
Bandes  sich  die  Sache  besser  hätte  überlegen  sollen ,  ehe  er  die  Feder  an- 
setzte. Die  Abschnitte  XV  bis  XVIII  enthalten  die  Lehre  von  den  Diffe- 
rentialgleichungen in  der  gewöhnlichen  Reihenfolge  jedoch  ohne  Sorgfalt 
für  bequeme  Uebersicht  über  das  reiche  Material.  Abschnitt  XIX  giebt 
die  periodischen  Reihen  von  Pourier  und  Lagrange,  Nr.  XX  einen 
Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen ,  Nr.  XXI  Enler*sche  Inte- 
grale ,  Integrallogarithmus  etc. ,  Nr.  XXII  Reduction  vielfacher  Integrale 
nach  verschiedenen  Methoden.  Und  sowie  dieser  Band  mit  Zusätzen  an- 
gefangen hat,  so  hört  er  auch  mit  einem  langen  Schweife  von  Znsätzen  anf ; 
es  folgen  deren  nicht  weniger  als  19,  deren  letzter  wieder  einen  Zusatz 
zum  ersten  Zusätze  bildet.  —  Als  Beweis,  dass  der  Verfasser  nicht  einmal 
eine  kleine  Theorie  gut  abgerundet  darzustellen  versteht,  geben  wir  den 
Inhalt  dessen,  was  über  die  Gammafnnctionen  gesagt  ist,  genauer  wieder. 
Den  Anfang  macht  in  §.  161  eine,  längst  als  ganz  ungenügend  anerkannte 
Herleitung  des  Satzes 

dieser  hätte  bei  einer  halbwegs  systematischen  Anordnung  viel  früher  seine 
Stelle  finden  müssen  (etwa  bei  Gelegenheit  der  Reihe  für  sinmz),  denn  er 
spricht  eine  Eigenschaft  des  Sinns,  nicht  aber  der  Gammafunctionen  ans. 
§.  162  enthält  die  Definition  und  einige  Eigenschaften  von  F,  gleich  darauf 
wird  aber  det  Vortrag  der  Theorie  durch  einen  nicht  dazu  gehörenden 
Excurs  über  die  Integration  der  Differentialgleichung 

a^y"  +  («1  +  b^x)  y  +  («0+  feoy)  =0 
unterbrochen.  Dann  kommt  in  §.  163  Einiges  über  bestimmte  Integrale, 
die  sich  durch  Gammafunctionen  ausdrücken  lassen,  und  erst  in  §.164  kehrt 
der  Verfasser  zu  der  Theorie  zurück ,  um  die  numerische  Berechnung  von 
r{a)  zu  zeigen.  Die  richtige  Disposition  wäre  gewesen:  1)  Theorie,  d.  h. 
Definition,  Eigenschaften  und  Berechnung  von  r{a)^  2)  Anwendungen  der 
/;  denn  diese  Anwendungen,  wie  z.  B.  die  Reductionen  in  §.  163,  haben 
keinen  praktischen  Werth  so  lange  man  nicht  weiss,  dass  sich  r(fl)  be- 
rechnen lässt,  und  dass  wirklich  eine  Tafel  dieser  Function  existirt.  Wie 
fast  in  jedem  Capitel  hat  der  Verfasser  auch  hier  eine  Hauptsache  ver- 
gessen, nämlich  den  Legendr  ersehen  Satz  über  das  Product 

rw4+i),4+^)...4+^'), 

welcher  aus  der  ersten  Formel  auf  S.  206  (§.  162)  unmittelbar  folgt.  Dem 
Verfasser  fällt  diess  nachträglich  ein  und  er  macht  daraus  Znsatz  B  auf 
S.  372.     Sehr  merkwürdig  ist  §.  164  auch  dadurch,  dass  hier  erst  die  Con- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Literaturzeitung.  85 

vergcuz  einer  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  nntersticht  wird;  der 
Jünger  der  Wissenschaft  mnss  also  bis  zur  Theorie  der  Gammafanctionen 
vordringen,  um  zu  erfahren,  dass  die  Reihe  Uq  —  t/, -{- 1/, —  convergirt, 
wenn  Wp  >  «i  >«,>.. .  und  Lim  Wj,  =  0  ist ! 

Etwas  mehr  Ordnung  herrscht  im  dritten  Bande,  der  sich  au^chliess- 
lieh  mit  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  beschäftigt, 
doch  giebt  es  auch  hier  nachträgliche  Zusätze  im  Innern  und  zahlreiche 
Anhängsel  vorn  und  hinten. 

Wie  unbequem  der  Gebrauch  des  Buches  sein  muss,  mögen  folgende 
Beispiele  zeigen.  Um  eine  gegebene  Reihe  auf  ihre  Cunvergeuz  oder  Di- 
vergenz zu  prüfen,  hat  man  nachzuschlagen:  IX,  §.  53,  54,  57;  X,  §.  00; 
XV,  §.  02  in  der  Note,  Anhang  A  und  Zusatz  zu  Anhang  A.  Die  einfache 
Untersuchung  über  die  Gestalt  einer  ebenen  Carve,  ihre  Tangenten,  Nor- 
malen und  Krümmungshalbmesser  verlangt  das  Nachsehen  auf  S.38,  69—71, 
88—89,  221 — 223,  und  doch  wird  damit  nicht  einmal  vollständige  Auskunft 
erlangt,  wenigstens  hat  Referent  die  Formeln  für  Subtangente,  Subnormale, 
Asymptoten,  die  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale  ebensowenig 
ünden  können  als  die  bekannte  Regel,  wonach  sich  die  convexe  oder  con- 
cave  Krümmung  einer  Curve  entscheidet.  Reinweg  vergessen  sind  auch 
die  Formeln  zur  Bestimmung  der  Tangenten,,  Normalebenen  und  Krüm- 
mungshalbmesser an  räumliclien  Curven,  sowie  der  Berührungsebenen  und 
Normalen  an  krummen  Flächen.  Diess  verdient  bei  einer  angeblich  um- 
fassenden Darstellung  um  so  schärferen  Tadel,  als  man  alle  diese  Dinge  in 
der  Mechanik  notb wendig  braucht,  was  der  Verfasser  doch  wissen  musste. 

Hinsiclitlich  des'  zweiten  der  anfangs  aufgestellten  Gesichtspunkte  ist 
wenig  zu  «agen.  Die  Darstellung  ist  deutlich,  wenn  auch  ohne  stylistische 
Sorgfalt.  In  der  Orthographie  scheint  keine  rechte  Consequenz  zu  liegen; 
wer  Zylinder  statt  Cylinder  schreibt,  sollte  folgerichtig  auch  Differenzial 
nicht  aber  Differential  schreiben. 

Was  die  Strenge  der  Deduction  anbelangt,  so  dürfte  dieselbe  häufig 
nicht  gewahrt  sein.  Bei  dem  Taylor^schen  Satze  z.  B.  will  der  Verfasser 
die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  der  Rest 

für  n=:  Qo  gegen  die  Null  convergirt;  er  benutzt  hierzu  den  Satz,  dass 

Lim  ^(«)  =  0  ist,  wenn  Lim  Ty.     <  i 

und  meint  nun,  die  Sache  sei  in  Richtigkeit  wenn 

L,m -^^ i <  I 

1.2...  («+!)'  ^^       ' 
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werde.  Er  übersieht  hierbei,  dass  der  unbekannte  echte  Brach  ^  von  n 
abhängt,  dass  also  jener  Quotient  die  Form 

erhält,  worin -^j  und  ^2  verschiedene  Brüche  sind.  Für  die  beabsich- 
tigte Untersuchung  macht  diess  einen  gewaltigen  Unterschied,  weil  man 
nicht  so  heben  kann  wie' es  der  Verfasser  thut;  mit  anderen  Worten,  die 
vom  Verfasser  angegebenen  Werthe  des  Bruches  /?«^-2  •  Jin+\  sind  sammt 
und  sonders  falsch.  —  Dass  die  Herleitung  des  unendlichen  Productes  für 
*m  ar  verfehlt  ist ,  wurde  bereits  erwähnt;  ebenso  ungenau  ist  die  Art  und 
Weise,  wie  der  Verfasser  die  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen  in 
Partialbrüche  motivirt.  Einige  zweifelhafte  Punkte  bei  den  bestimmten 
Integralen  muss  Referent  übergehen,  weil  deren  Auseinandersetzung  za 
weit  führen  würde.  Zu  rügen  ist  noch,  dass  der  Verfasser  kein  Wort  über 
die  Convergenz  und  Divergenz  der  Doppelreihen  sagt;  allerdings  kommt 
im  Buche  fast  nirgends  eine  Doppelreihe  vor  (weil  nämlich  die  Reihen  für 
tanx^  cotx  etc.  vergessen  sind)  und  da  hat  natürlich  der  Verfasser  auch 
nicht  daran  gedacht  —  von  einer  „umfassenden"  Darstellung  der  Analysis 
muss  man  aber  eine  Auseinandersetzung  hierüber  verlangen,  damit  der 
Stndirende  wisse,  wie  er  sich  bei  diesem  Gegenstande,  der  mitunter  seine 
eigenthümlichen  Schwierigkeiten  darbietet,  zu  verhalten  habe. 

Schliesslich  mussReferent  noch  eine,  leider  auch  nicht  zur  Empfehlung 
dienende  Eigenthümlichkeit  des  Buches  hervorheben.  So  oft  nämlich  der 
Verfasser  irgend  eine  Differentialfornjel,  einen  Integralwerth  oder  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  gefunden  hat,  bringt  er  auch  alle  er- 
denklichen Anwendungen  auf  Mechanik,  Optik,  Wärmelehre,  Astronomie 
etc.  hinterdrein.  Diess  Hesse  sich  vertheidigen,  wenn  z.  B.  die  betreffende 
Differentialgleichung  schlechthin  als  Beispiel  vorgelegt  und  nur  in  Paren- 
these gesagt  wäre,  dass  diese  Differentialgleichung  bei  diesem  oder  jenem 
physikalischen  Probleme  eine  Rolle  spielt;  gar  nicht  zu  entschuldigen  aber 
ist  es,  dass  der  Verfasser  die  zu  integrirenden  Differentialgleichungen  und 
sonstigen  Probleme  fremder  Wissenschaften  ah  ovo  entwickelt.  So  findet 
man  z.  B.  in  einem  und  demselben  Paragraphen  l)  Verticalschwingungen 
eines  an  einem  elastischen  Faden  hängenden  Körpers,  2)  die  Curve,  welche 
ein  Hund  beschreibt,  der  seinem  Herren  nachläuft,  3)  Bewegung  im  wider- 
stehenden Mittel,  4)  Wärmebewegung  in  ebenen  und  Kugelschichten;  das 
Alles  ist  aber  gerade  so  behandelt  wie  in  einem  Lehrbuche  der  Mechanik 
oder  Wärmetheorie.  Wozu  diese  Razzia^s  nützen  sollen,  bleibt  dem  Re- 
ferent vollkommen  unerklärlich,  da  sicherlich  kein  Mensch  aus  diesem 
bunt  durcheinander  gewürfelten  Bruchstücken  Mechanik,  Wärmetheorie 
etc.  lernen  wird;  in  der  That  dienen  sie  nur  dazu,  um  die  ohnehin  vorhan- 
dene grosse  Gonfusion  in's  Golossale  zu  übertreiben. 

Als  Ganzes  betrachtet,  macht  des  Verfassers  Arbeit  denselben  Eindruck 
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wie  eine  Bibliothek,  deren  Bücher  so  durcheinander  geworfen  sind,  dass 
das  Zusammengehörige  nicht  mehr  beisammen  steht.  Und  sowie  eine  der- 
artige BüchcranhäuFung  fast  gänzlich  unbrauchbar  ist,  so  dürfte  auch  des 
Verfassers  Arbeit  ziemlich  nutzlos  sein.  Wer  die  Wissenschaft  sehr  genau 
kennt,  würde  sich  nach  einiger  Zeit  wohl  darin  zurecht  finden;  solche  Leute 
bedürfen  aber  überhaupt  derartiger  Werke  nicht,  sie  halten  sich  einfach  an 
die  Originalquellen.  Als  Lehrbuch  ist  des  Verfassers  Opus  noch  weniger 
zu  brauchen;  es  würde  nur  die  Schüler  confus  machen. 

Herr  Professor  Dienger  ist  offenbar  ein  äusserst  belesener,  kenntniss- 
reicher, auch  mit  der  angewandten  Mathematik  wohl  vertrauter  Mann,  er 
ist  aber  leider  in  dem  Irrthume  befangen,  dass  bedeutende  Gelehrsamkeit 
schon  ausreichend  zum  Lehrbücherschreiben  befähige,  und  er  hat  dem  ent- 
sprechend gemeint,  seine  Sache  recht  gut  zu  machen,  wenn  er  nur  möglichst 
viel  Material  zusammenpacke.  So  wenig  aber  ein  Haufen  von  Steinen, 
Balken ,  Thüren ,  Fenstern  etc.  für  ein  Haus  gelten  kann ,  ebensowenig  ist 
eine  Sammlung  analytischer  Lehren  ein  Lehrbuch  der  Analysis;  vielmehr 
kommt  es  hier  wie  dort  ganz  wesentlich  darauf  an,  das  vorhandene  Material 
in  eine  zweckmässige  und,  wenn  möglich,  auch  schöne  Form  zu  bringen. 
Diese  Formgebung  ist,  wie  jede  Gestahung,  eine  vorzugsweis  künstlerische 
Thätigkeit;  zur  Kunst  aber  gehört  von  Hause  aus  Talent.  —  Wer  sich  die 
Mühe  nicht  verdriessen  lässt,  des  Verfassers  Darstellung  der  Analysis  an- 
zusehen, der  wird  mit  dem  Keferent  darin  übereinstimmen,  dass  der  Ver- 
fasser keine  Spur  jenes  gestaltenden  Talentes  besitzt,  und  ebendesswegen 
muss  man  dem  Verfasser  in  seinem  eigenen  Interesse  rathen,  seine  Schrift- 
stellerei  entweder  auf  die  Abfassung  von  Monographicen  zu  beschränken 
(womit  der  Verfasser  bekanntlich  Gliick  gemacht  hat),  oder  bei  grösseren 
Unternehmungen  sich  erst  von  Jemand  Anderem  eine  genaue  Disposition 
entwerfen  zu  lassen. 

SCHLÖMILCH. 

Untennohnngen  über  das  Sonnenspectrom  nnd  die  Spectren  der  chemischen 
Elemente.     Von  6.  Kikchhoff.     Besonderer  Abdruck  aus  den 
Abhandlungen    der   königl.    Akademie    der    Wissenschaften    zu 
Berlin.    IBOl.    Zweite,  durch  einen  Anhang  vermehrte  Ausgabe. 
Mit  drei  Tafeln.    Berlin ,  Ferd.  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung 
(Harrwitz  und  Gossmann).    18C2. 
Es  ist  sehr  vortheilhaft,   wenn   sich   das  wissenschaftliche  Publicum 
Originalabhandlungen,  welche  wissenschaftliche  Entdeckungen  behandeln, 
auf  leichte  Weise  verschaffen  kann.     Die  Mittheilung  des  Entwickelungs- 
ganges  einer  Entdeckung  führt  nafju-Vich  von  seihst  zur  Mittheilung   der 
wichtigsten  Literatur  über  den  Geo^      gta^^  ^^^  ^^®  klare  Einsicht  des  Ent- 
deckers in  den  Gegenstand  trägt     «        «O^^^^  ^^  ^^^  seine  Darstellung  über, 
dass  dieselbe  zu  einer  anziehen^     ^^  i»ct^^®  ^^*  ^^^  Freund  der  Wissen- 
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Schaft  wird.  Wenn  das  Gesagte  einerseits  eine  ziemlich  allgemeine  Giltig- 
keit  besitzt,  so  hat  es  andererseits  directen  Bezug  auf  die  gegenwärtige 
Schrift,  welche  dem  Physiker  vom  Fache,  sowie  dem  Lehrer  und  Freunde 
dieser  Wissenschaft  nur  willkommen  sein  wird.  Man  muss  es  als  einen 
glücklichen  Gedanken  ansehen ,  dass  ein  besonderer  Abdruck  der  Original- 
ahhandlung  über  einen  Gegenstand  von  solchem  Interesse  veranstaltet 
worden  ist,  wodurch  die  Verbreitung  der  vortrefflichen  Abhandlung  in  wei- 
ten Kreisen  möglich  wird. 

Die  Schrift  enthält:  l)  Eine  Abhandlung  über  das  Sonnenspectrnm, 
welche  mit  dem  Hinweis  auf  die  Unvollkommenheit  der  bisherigen  Abbil- 
dungen des  Sonnenspectrums  beginnt,  hierauf  die  Beschreibnng  und  Ab- 
bildung des  ausgezeichneten  optischen  Apparates  von  St  ein  heil  giebt, 
dessen  sich  der  Verfasser  zu  seinen  Beobachtungen  des  Spectrums  bediente, 
und  endlich  die  Beschreibung  des  Sonnenspectrums  liefert,  dessen  Abbil- 
dung in  ansgezeichneter  Schärfe  und  Deutlichkeit  und  mit  Bezeichnung  der 
bellen  Linien  des  Flammenspectrums  der  chemischen  Elemente  auf  zwei 
dem  Ganzen  beigegebenen  Steindrucktafeln  zur  Ansicht  gebracht  wird 
(wegen  noch  nicht  beendigter  Revision  der  Beobachtungen  erst  das  Stück 
A  bis  G  des  Spectrums). 

2)  Die  Kesultate  der  Beobachtungen  des  Flammenspectrums  von  Sei- 
ten verschiedener  Experimentatoren. 

3)  Die  experimentelle  Begründung  des  Satzes ,  dass  gefärbte  Flammen 
das  Licht  ihrer  eigenen  Farbe  vorzüglich  stark  absorbiren. 

4)  Die  Anwendung  des  vorigen  Satzes  bei  der  Analyse  der  Sonnen- 
atmosphäre durch  Spectralbeobachtungen.« 

5)  Die  damit  zusammenhängenden  Vorstellungen  von  der  physischen 
Beschaffenheit  der  Sonne. 

Dem  Schlüsse  der  Abhandlung  folgt  ein  Anhang,  enthaltend  den 
strengen  theoretischen  Beweis  des  Satzes ,  der  in  No.  3  experimentell  be- 
gründet wnrde;  der  Text  schliesst  dann  mit  einem  Verzeichniss  der  auf 
den  Steindrucktafeln  abgebildeten  Streifen. 

Wir  zweifeln.nicht,  dass  der  gegenwärtige  besondere  Abdruck  nament- 
lich auch  wegen  der  werthvollen  genauen  Abbildungen  eine  Nachfrage  ver- 
anlassen wird,  welche  mit  der  Wichtigkeit  und  dem  erhöhten  Interesse  des 
Gegenstandes  selbst  im  Einklang  steht.  Die  äussere  Ausstattung  schliesst 
sich  dem  Inhalte  der  Schrift  würdig  an.  Dr.  Kahl. 
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426.  ifoies  on  the  Hexahtdron  insit'ibed  inasphere.  Merrifield.  Phil.  Mag.  XXII,  382. 

427.  On  the  circte  which  bisects  ihree  sides  of  a  spherical  triangle,    hart,  Quart.  Jown, 

maih.  IK,  2«0. 

428.  Ueber  confocale   sphärische  Kegelschnitte.    Heilermann.      Zeitschr.  Math. 

Phys.  VI,  326. 

429.  Rapport  des  air  es  de  ceriaines  courbes  sur  la  sphere.  Co  Hat.  N.  ami.  maih.  XX,  4Z0, 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  204. 

Btereomttrie. 

430.  Thdoremes  sur  le  eone  de  riüoltdion.    Woepcke.   Journ.  Math4m,  XXFI,2Zi. 

T. 
Trigonometrie. 

431.  Das  Sehnenriereck  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel  als  besonderer  Fall  des  all- 

gemeinen Vierecks.  Baur.    Zeitschr.  Math.  Phys.  VI,  221.    [Vergl.  Bd.  V, 

No.  227.] 

T. 

VariationBroehnimg. 

432.  On  a  supposed  faxlare  of  ihe  calculus  of  ifariations.    Airy.    Phil.  Mag.  XXII,  12. 

Challis.   ibid.  108. 
Vergl.  Cartographie. 

W. 

Wannefheorie. 

433.  Sitr  la  theorie  micanique  de  la  citaleter.    Marie-Davy.    Chmpt.  rend.  LIII,  904. 

434.  lieber  die  Wärmeverändeningen  in  den  höheren  Erdschichten  unter  dem  Ein- 

flüsse des  nicht •  periodischen '^^^P^^^^^''^®^^^®^^  an  der  Oberfläche.  Saal- 
schütz.   Astr.  Nachr.  Lyt    l ,  161 ,  273. 

VaW  _^ohkoitsrodunmg. 

435.  Quelle  est  la  probabiliie  qu^    ^    »^  ßf^  ftjrmi  par  deux  grands  cercles  trads  au 

hasard  sur  une  sphere  sof^  ^i^'^^^JlM  enire  w  Aegris  et  n  degris.    Martin.   N,  arm, 
nuith.  XX,  319.  *  fc^f/^r 
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ZaUenthtori«. 

436.  Ueber  arithmetiucbe  Progressionen  von  Primzahlen.   Oantor.   Zeitscbr.  Math. 

Phys.  VI,340. 

437.  On  complex  inieffers,   Lanavicensis.  Quart,  Joum.  matk,  IV,  04,  124. 

438.  Noiweaitx  thioremes  concemant  les  fonclhns  N  (n,  p,  q)  ei  cTaulres  fonctions  qui  s'y 

raUacfieni.   Liouville.  Joum.  Mtdhim.  XXVI ,  ^^, 

439.  Ueber  die  Anzahl  congmenter  Diviaoren  einer  Zahl.    Traub.     Grün.  Archiv 

XXX VH, -277. 

440.  On  Systems  of  linear  indeterminate  equations  and  congruences.     Stephan  Smith, 

Phil.  Mag.  XXII,  5:^9. 

441 .  Sopra  la  teotica  dei  nuateri  conffnä.    Wo  ep  ck  e,   Annali  math  III,  206. 

442.  Thäorie  des  nombres  et  fonctions  cUiptiques,   Her  mite,   Compt,  rend,  LIII,  214  — 

Liouoille  ibid.  228. 
443«  Formole  per  determinare  qitanti  siano  t  numeri  primi  fino  ad  im  dato  lindle,    Rie- 
mann,   Afinali  mat.  Illj  b2, 

444.  Ueber  die  durch  7  messbaren  Zahlen.    Bö  bring  er.     Zeits  ehr.  Math.  Phys. 

VI,  262. 

445.  A  proof  of  Prof.  Sylvester^s  iheorem  of  pariilions,   Samuel  Roberts.  Quart. Jounu 

math,  IV,  155. 

446.  Surun  exposant  minimnm.   Besge.   Joum,  Mathim.  XXVI,  239. 
Vergl.  Cubische  Formen,  Kreistheilnng;  Quadratische  Formen. 

Zinsrechniuig. 

447.  IntirH  simple  et  intirei  composi.     Oettinger.     N,  ann.  math,  XX,  4il,     [VergL 

No.  192.] 

448.  Weitere  Atf^fUhrung  der  politischen  Arithmetik.     Oettinger.     Qrun.  Archiv 

XXXVII,  125,  365.   [Vergl.  No.  192.J 


Druck  Yon  B.  G.  Teubner  io  Dresden. 
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3n  9^^  Simwter'f  0ertegfliil||mMttiig  ($armtt^  u.  ®o§inann)  in 
JB erlitt  ctfc^icn  fo  eben  uttb  njirb  hiermit  gur  ginffi^nfl  in  SRealfi^ulen  unb 
fold^en  ®Vntnafien  em))fo]^len,  bie  in  i^rem  matl^ematifc^en  UnterTi(!^t  über  ba^ 
reguläre  ^enjjum  l^inaudgel^en: 

Einleitung  in  hit  ana(t)ttf(^e  Geometrie  nnb  in  bie  ü^el^re 
um  ben  ^egelfd^nitten 

t)on  Dr.  VI,  (SxltXi 

9rofcffor  unb  DHrfe^rcc  am  Kdnlgl.  !)l4baeo9iuin  hti  3&n{4av* 
SWit  einer  tafet  in  ©teinbrurf  (5  öogcn).    8.    gc^.    10  ©gr. 
f>er  fel^r  niebrige  $reiiS  wirb  bie  (Sinfübrung  toefentU^  erlcid^tem. 

In  der  Dietoricll'scben  Buchhandlung  in  Göttingen  sind  erschienen: 

Klinkerfiies,  W.,  Ueber  Bahnbestimmungen  von  Planeten 
und  Cometen  aus  verschiedenen  Combinationen  von 
Beobachtungen,     gr.  4.    geh.  12  Ngr. 

LiBtingy  J»  B,»>  Der  Census  räumlicher  Complexe  oder  Ver- 
allgemeinerung des  Euler'schen  Satzes  von  den  Po- 
lyedern.    Mit  2  Tafeln,    gr.  4.    geh.      1  Thlr.  10  Ngr. 

Weber,  W.,  Zur  Galvanometrie.     gr.  8.    geh.     ^        1  Thlr. 


Karl  Jacobfs  Unterrichtsbriefe, 

retibirt  toon  §erm  %aUü  f^aitutd,  ^rofeffor  an  ber  Äönigl.  Uniterfitdt, 
unb  Dr.  tbig.  8dl^,  ^rofeffor  an  ber  »onigl.  Äriegd  ^  Äfabemie  au  S£rlin. 
S)ie[e  Unterri^t^briefe  bieten  ba^  anerfannte  gebiegcnfte  Hilfsmittel 
jur  ©etbj^erlemung  ber 

englischen,  französ.  n.  Italien.  Sprache,  \oxDk  ber  Stenographie, 
^onmrar  für  \At  €^rii^e  ^.  SRonat  15  Sgr.  ==  1  fL  ißr.  SB. 

35en  bej^en  ©ett)eiÄ  für  bie  SBorjüglit^feit  bcd  Söcobi'fc^en  brieflid^en 
Unterrichts  liefern  nid)t  allein  bie  jal^lrcid^en  9lac!^al^mungen,  bie  berfelbe 
gefunben  ^t,  fonbern  auc^  bie  »armen  ßmpfcl^lungcn,  bie  i^m  tjon  Seiten 
feiner  bisherigen  ©d^üler  unb  ber  gcfammten  treffe  gu  I^eil  geworben  finb. 
Äein  äl^nlic^eS  ©crf  ^at  fid^  einer  gleichen  Snerfcnnung  ju  erfreuen  gel^abt. 

SRäi^ereS  im  ^rofpect,  ber  in  jctier  35ud)]^anblung  für  2%  @gr.  gu  l^a^ 
ben,  fowie  aud)  ton  unS  auf  portofreie  SBriefe  birect  gu  begiel^en  ift. 

@;r)iebitiott  ber  SacobiTc^en  UnttnidiHhmft  in  äSerlttt 


Von  der  J.  C.  Hinrichs'schen  Buchhandlung  in  Leipzig  ist  durch 
alle  Buch-  und  Kunsthandlungen  zu  beziehen: 

Das   wohlgetroflfene  Portrait 

0.  G.  J.  Jacobis 

nach   einer  Handzeichnung  photographirt. 

gr.4.    Prei.24Ngr.  oigitized  by  GoOglc 


In  Ferd.  Düxnmler'B  Verlagsbuolihandliuig '(Harrwitz  u.  Gossmann) 
in  Berlin  erschien  so  eben  in  zweiter  vermehrter  Ausgabe: 

Lehrbuch  der  sphärischen  Astrohpmie 

Ton  Dr.  $.  drfintt0nr, 

Pror«s&or  der  Astrononiitf  an  der  Universität  von  Mfchipiu  and  Oireetor  dor  Sternwarte  zq  AnnArbor. 

Mit     e  i  n'  e  m     Vorwort 
von  J.  F.  Enoke, 

Director  der  Berliner  St<>rnwiirlo. 

gr.  8.  geh.  4  Thlr.  '    ^. 

In  dieser  neuen  Ausgabe,  die  der  Verfasser  vielfach  umgearbeitet  nnd  mit 
zahlreichen  Zuspitzen  vermehrt  hat,  sind  die  Hauptprobleme  der  sphärischen  Astro- 
nomie ziemlich  vollständi«]^  behandelt.  Sparsamerer  Druck  hat  es  möglich  gemacht, 
die  nicht  unbedeutenden  Znsätze  ohne  erhebliche  Vermehrung  der  Bogenzahl  auf- 
zunehmen. An  die  Stelle  der  lithograph.  Tafel  sind  in  den  Text  gedruckte  Holz- 
schnitte getreten. 

f 

Soeben  ist  bei  mir  erschienen  nnd  in  allen  Buchhandlungen  zu  haben : 

THEORIE 

DER 

ELASTICITlT  FESTER  KÖRPER 

VON  • 

Db.  a  clebsch, 

PBOFESSOB  AN  DER  POLYTECHNISCHEN  SCHULE  Zu  CABLSBUHE. 

gr.  8.  geh.  Preis  3  Thlr. 

LEIPZIG;  November  1862.  B#  G*  Teabner« 


In  meinem  Verlage  sind   ferner  erschienen  und  in  allen  Buchhand- 
lungen zu  haben: 

Analytische 

(iconietric  der  Kegelschnitte 

mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden. 

Von 

George  Salmon. 

Unter  Mitwirkung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet 

von 

Dr.  Wilhelm  Fiedler. 

40  Bogen  gr.  8.    geh.  Preis  4  Thlr. 


Beiträge  zur  Terminologie 

der 

Griechischen  Mathematiker. 

Von- 

Dr.  J.  fl.  T.  Halleiv 

überschulralh  und  Director  des  Realffymaasiatti  za  Wiesbaden. 

gr,  8.   geh.   8  Ngr. 
Leipzig.  ^ »     B«  G.  Teubner. 
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